1. WPROWADZENIE DO ANALIZY OPERATOROW NIEOGRANICZONYCH
P1oTR M. SOLTAN

1.1. Podstawy. H, K - przestrzenie Hilberta. Operator T: H — K oznacza: D(T) C H
jest podprzestrzenia, T: D(T) — K jest liniowy. Terminologia

o T jest gesto zdefiniowany, jesli D(T) = H,

o T jest domkniety, jesli wykres T':

G(T) = {[TQZ] VRS D(T)} CH®K jest domkniety,
o T jest domykalny, jesli G(T') jest wykresem operatora. Operator, ktorego wykresem
jest G(T) nazywamy domknieciem T i oznaczamy T.

Fakt 1.1. (1) Przestrzen G C HOK jest wykresem operatora <= GN({0}0K) = {0},
(2) T: H — K jest gesto zdefiniowany < G+ N (H @ {0}) = {0},
(3) G CH® K jest wykresem domknigtego gesto zdefiniowanego operatora <=
e G=0G,
e GN ({0} & K) ={0},
e GtN(H®{0}) ={0}.

1.2. Operator sprzezony. Niech T: 'H — K bedzie gesto zdefiniowany. Definiujemy G =
{ g e K®H : Vyepr)(§|TY) = <77W>} . Wtedy G jest wykresem operatora:

€G < Yyepr (0=)0[TY) = (nly) <= ne D(T)" < n=0

Operator, ktorego wykresem jest G nazywamy sprzezonym do T i oznaczamy 1.

Uwaga 1.2. (1) D(T*) ={¢ € K: D(T) 3 ¢ — (£|T%) jest ograniczony }
(2) Yyen(r)gepa) (EITY) = (TEY)

(3) f? € G(T*) < Vyen) <[§miﬂ> =0 — m 1 [_(I)LH ]IO’C] G(T) gdzie

[])l ]lOK :H& K — K @& H to operator unitarny o naturalnej interpretacji.
—In

Zatem G(T*) = (l_%ﬁ ]lolc] G(T))L _ [_%H ﬂO’C] G(T)*
Whniosek 1.3. Operator T jest automatycznie domkniety.
Stwierdzenie 1.4. T jest domykalny <= T™ jest gesto zdefiniowany.
Dowéd. T domykalny <= G(T) N ({0} & K) = {0}

= |1, Weance o) -

— G(TH* N (Ko {0}) = {0} <= T jest gesto zdefiniowany O
1
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Uwaga 1.5. Niech T: domykalny. Wtedy T jest gesto zdefiniowany i istnieje (7%)* =: T™*.

o= 4, lewrr =5, B ([ §]emr)-am

Zatem T =T.

Niech S,T:H — K. Powiemy, ze S jest rozszerzeniem T, jesli D(T) C D(S) oraz
S = T dla kazdego ¢ € D(T). Piszemy T' C S.

Stwierdzenie 1.6. T C S — S*CT*
Dowéd. T C S < G(T) C G(S) < G(S)* c G(T)* O

Operator T: H — H jest symetryczny, jesli T C T*, tzn Yy gepry (0|TY) = (To|).
Powiemy, ze T jest samosprzezony, jesli T = T™.

Uwaga 1.7. Operator samosprzezony nie ma wlasciwych rozszerzen symetrycznych:

T=1T"
TcS| = (ScS*cT"=TcCS)
ScS*

1.3. Rozklad biegunowy. T': H — H nazwiemy dodatnim, gdy ({|T€) > 0 (£ € D(T)).
Uwaga 1.8. Operator dodatni nie musi by¢ samosprzezony.

Twierdzenie 1.9. Niech T: H — K bedzie domknicty i gesto zdefiniowany. Wowczas
istnieje jedyna para (u, K), gdzie u € B(H,K) oraz K: H — H taka, Ze

(1) T =ukK,

(2) K:H — H jest dodatni i samosprzezony,

(3) u*u jest rzutem na domkniecie obrazu K.

1.4. z-transformata. T: ‘H — H: domkniety, gesto zdefiniowany. Pokazuje sie, ze
(1) (a) T*T jest domkniety
(b) T*T Jest gesto okreslony
(2) (a) D(T*T) > — Y +T*TyY = (1 +T*T)p € H jest bijekcja,
(b) odwzorowanie (1 + T*T)~! jest ograniczone i dodatnie,
(3) (a) (1+T"T)"3H = D(T)
(b) T(M+T *T)_% jest operatorem ograniczonym (a nawet kontrakcja)

Definiujemy 27 = T'(1 + T*T)*% — z-transformate 7.
(4) G(T) = {l(l — )| e o H}

27§




1.5. Rachunek funkcyjny.

Twierdzenie 1.10. T: H — H samosprzezony, f € B(R) — ograniczone funkcje bore-
lowskie. Wtedy istnieje jedyny *-homomorfizm algebr unitalnych g — g(T): B(R) — B(H)
taki, ze
(1) ¢(T) = or, gdsie C(t) = =t R — (=1,1),
(2) jesli cigg funkcji jednostajnie ograniczonych g, — g punktowo, to g,(T) — g(T)
mocno (punktowo).

Uwaga 1.11. W praktyce: z jedynosci wynika, ze f(uTu*) = uf(T)u*. Jesli potrafimy
znalez¢ dobre u — w domyéle, co$ jak transformata Fouriera — pokazujace réwnowaznosé
uTu* = x- na L*(X, p), to f(T) = u*[f(x)]u. Skad X, u? Jesli jest $lad, ktéry mozemy
stosowa¢ do T', to znajac momenty 7" mozna wyznaczy¢ miare p na (podzbiorze) R.

1.6. Operatory stowarzyszone z algebra von Neumanna. M C B(H) algebra von
Neumanna, T': H — H. Powiemy, ze T jest stowarzyszony z M (napiszemy TnM), jesli
Voenr T C Ta'. Innymi stowy,

a 0

TnM <= Voeur L) o

] G(T) Cc G(T)
Twierdzenie 1.12. TnM - domkniety o rozkladzie biegunowym T = u|T|. Wtedy u € M
oraz Vecp.o0) Xe(|T]) € M.

Dowdd. Niech u' € M’ — element unitarny. Sprzegajac osobno u i |T| przez u', mamy

CTuu* =T, bouT CTu

(vuu™) (W |T|u"™) = v'u| T = u'Tu™
Du'uw*T =T, bo Tu™* D u*T

Wobec jedynosci rozktadu biegunowego, vw'uu* = u oraz |T'| = «/|T|u*. Zatem u € M oraz
Xe(|T]) = xp(W/|T|u™*) = o' xe(|T])u* z jedynosci rachunku funkeyjnego, i w konsekwencji
xe(T]) € M" = M. 0

(M, 7): pbiskoniczona algebra von Neumanna, AnM — domkniety. A jest 7-mierzalny, jesli
D(A) jest T-gestq podprzestrzeniq H: Veso3peprojony PH C D(A), 7(1 —p) < e.

Twierdzenie 1.13. Jesli A, BnM oraz € C D(A) N D(B) jest T-gestq podprzestrzeniq
takq, ze A [e= B |e, to A= B.

Whniosek 1.14. (1) AnM symetryczny, T-mierzalny — A = A*.
(2) A C B sq T-mierzalne, to A = B.

Twierdzenie 1.15. Niech AnM i niech A = u|A| bedzie rozkladem biegunowym. NWSR:
(1) A jest T-mierzalny,

2) |A| jest T-mierzalny,

) VesoTs=0 T(X(|A] > §)) <e,

% T(X(|A] > V) === 0,

(

(3
(4
(5) Iso T(X(JA] > X)) < o0,
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Whniosek 1.16. (1) kazdy a € M jest T-mierzalny (x(|a| > ||a||) =0),
(2) AnM jest T-mierzalny <= A* jest T-mierzalny,
(3) Jesli (M, 1) jest skoriczona, to wszystkie operatory stowarzyszone sq T-mierzalne.

Niech M oznacza zbior operatoréw T-mierzalnych.

Twierdzenie 1.17. (1) Jesli A,B € M, to A+ B oraz A- B sq gesto zdefiniowane,
domykalne oraz A+ B,A-B e M.
(2) M jest *-algebrg wzgledem dzialan
e (A, B)™ AFB = A+ B,
e (A,B)+» A'B:=A-B,
o A A*.

Dla € > 0,6 > 0 definiujemy
N(e,0) ={A¢€ MBPEPTOJ(M) pH C D(A), |[Ap| <e, (1 —p) <4}
Twierdzenie 1.18. (1) Rodzina {N(e,d)|e,d > 0} tworzy baze otoczen zera topologii

wektorowej na M,
(2) M jest zupetng topologicznq *-algebrq,

(3) M jest gesta w M.
1.7. Przestrzenie L” dla $§ladu. Dla AnM, A = A* > 0 kladziemy
T(A) =sup7(x(A < N)A).

Niech p € [1, 00), definiujemy
LP(M,7) = {AnM|7(|A[’) < oo}
oraz 1
[All, = (=(1APP))»,  Ae L"(M,T)
Twierdzenie 1.19. (1) (LP(M,7), || - |lp) jest przestrzeniqg Banacha,
(2) Podprzestrzen {a € M|r(|a|’) < oo} jest gesta w (LP(M,7), || - ),
(3) LP(M,T) C M i wloZenie jest ciggle

Uwaga 1.20. Jedli (M, 7) — skoriczona, to L?(M, T) zdefiniowana powyzej jest identyczna z
przestrzenia GNS dla (M, 7).



2. WSTEP DO WIELKICH ODCHYLEN
BARTOSZ KOLODZIEJEK

2.1. Notacja.

o X; € R? majg rozktad y, i = 1,...,n oraz sa niezalezne.

o gn = %2221 X}, ma rozklad Hn (tZH ,un( ) = /’[’;kln<n ’ ))

o A(\) = log fga eM® pu(dz) — funkcja generujaca kumulanty, (-|-) — standardowy
iloczyn skalarny

e A(0) =0 oraz A(X) > —o0, a takze A jest wypukla.

o AN*(z) = sup,cpa[(Mz) — A(N)] — transformata Legendre’a (wypukle sprzezenie)
funkcji A.

e Dy ={X:A()) < o0}

2.2. Motywacja. Zalézmy (poki co), ze EX = [pa zp(dz) < 0o. Wowezas, na mocy prawa
wielkich liczb, S, — EX prawie na pewno. Zatem

nooo |1 jesli (EX —e,EX 4 ¢) C A dla pewnego € > 0
fn(A) — . C
0 jesli (EX —e,EX +¢) C A® dla pewnego € > 0
Wielkie odchylenia badaja tempo zbieznosci p,(A) do zera (dla otwartego A Z EX).
Przyktadem tego typu wyniku jest

Twierdzenie 2.1 (Bahadur-Rao). Niech d = 1, p niekratowej (tzn. supp(p) ¢ cZ dla
dowolnego ¢ > 0) oraz Dy = R. Wowczas dla dowolnego ¢ > EX zachodzi

Jim g ([g,00)) Jn(q) = 1

w2 s

Zazwyczaj bada si¢ logarytmiczng asymptotyke (typu lim, .. + log(una([g, 00)) = —A*(q)),
totez A* jest podstawowym obiektem analizy. Uogdlnienia obejmuja

gdzie

e R? dla d > 1, a nawet przestrzenie Polskie,
[} (Xz)z ZaleZne,
e 1,(A) dla ogdlnych zbior6w A (niekoniecznie pdlprostych).

2.3. Twierdzenie Craméra.
Twierdzenie 2.2 (Cramér). Niech d € N\ {0} oraz niech 0 € intDy. Wowczas
(1) dla dowolnego zbioru domknictego F C R? zachodzi

1
. - < _ . ES
limsup —log(pn(F)) < — inf A™(2)
(2) dla dowolnego zbioru otwartego G C R? zachodzi
1
lim inf — log(u,(G)) > — inf A*(z)
n—oo n

zelG
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Uwaga 2.3. Teze twierdzenia Craméra bedziemy streszczaé wyrazeniem: rodzina miar v,
spelnia Prawo Wielkich Odchylen z funkcja tempa A*.

Dowaéd. Dowiedziemy twierdzenia przy dodatkowych zatozeniach technicznych: d = 1,
Dy = R (a zatem wszystkie momenty istnieja) oraz pu(R.g) > 0 oraz u(Rsg) > 0, me-
toda dowodowa ogdlnego przypadku jest taka sama, acz technicznie bardziej ztozona.
Gorne ograniczenie. Niech x > EX.

e 1 nit  *n
21 pallroo) = [ 105 Dmldt) < [ Ot < i [ e )
At n
(22) _ (f]Re /”L(dt)) _ e—n()\:p—A()\)) < e—nsup>\>0()\m—/\()\)) — e—nA*(x)

enkx

W powyzszym rachunku 1. i 3. krok to rozpisanie definicji, 2. krok to obserwacja ze na
zbiorze, na ktérym t > x, eksponenty po prawej stronie sa > 1, wartosci indykatora po lewej
(oraz wszedzie nieujemne, wiec na pozostatej czesci R nieréwnosé zachodzi w oczywisty
sposdb), 4. krok to zamiana zmiennych i definicja splotu, 5. krok to definicja A(x), 6. krok
jest oczywisty a w 7. nalezy zauwazy¢, ze supremum w wykltadniku jest przyjmowane w
R0, bo na Ry zachodzi A(A) > AEX > Az (bo A < 0 oraz x > EX).

Analogicznie pokazuje sie, ze dla © < EX zachodzi

un((—oo,x]) < 6an*(2)

Poniewaz A*(EX) = 0 oraz inf,cg A*(z) = 0, zatem jesli EX € F, to nie ma czego
dowodzi¢. Istotnie, dzigki nieréwnosci Jensena, dla A > 0 mamy

AN = log(/R M u(dr)) > /Rlog(e)‘x)u(dx) = \EX

totez A*(EX) = sup, g (AEX —A(X)) < 0. Z drugiej strony, mamy A*(z) > 0-2—A(0) =0
dla dowolnego .

Zalozmy zatem, ze EX € FC — otwarty i niech (z_,z,) = Ugxe(apcre(a,b). Mamy, ze
t_ <EX <z, oraz _,x, € FC (badZ jedno z nich jest nieskoficzonoécig). Wtedy

i F) < pra((—00, ) + [ 00)) < 26~ Mizer A
co jest nawet mocniejsze niz teza, ktérej potrzebowalismy:.
Dolne ograniczenie. Pokazemy, ze
1
lim inf — log y1,,((—6,0)) > —A*(0)
n—oo n
To wystarczy, gdyz wykonujac podstawienie pu( - ) ~» p(x+ -) zachodzi A, (X) ~> A, (X)) —
Az oraz Ay (0) ~ A7 (), i ostatecznie wnioskujemy, ze
1
lim inf — log i, ((x — 0,2 + 0)) > —A*(z)
n—oo n
Wowezas dla kazdych x, 6 takich, ze (x — d,2 4+ ¢) C G, mamy
1 1
lim inf — log 11,,(G) > liminf — log w,, ((z — 0,z + 0)) > —A*(z),
n n—oo n

n—oo
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co uzasadnia powyzsza redukcje. Zauwazmy teraz, ze skoro p, (R~g) > 0 oraz u,,(R-g) > 0,
to A(A) — oo gdy |A| — oco. W takim razie istnieje globalne minimum 7 € R: A(n) =
infyer A(N) oraz A'(n) = 0. Zdeﬁniujmy miare v(dz) = "2 y(dx). Wowezas

o U(R) = [pe™u(dr)n~ . =1
o [pav(dr)= m N(n)=0
Zatem

pal(=2,2)) = / o )l

mz|<n€

e~ el / 2t Tiu(dry) ... p(dey)

_, Til<ne
— e nelnl nA() Vn((—¢,¢))

Dzigki prawu wielkich liczb (oraz [ zv(dz) = 0) mamy, ze v, ((—¢,¢)) — 1 wraz z n — oo,
dla dowolnego € > 0.
Ostatecznie mamy, ze

ligicgfilog pin((—6,0)) > ligicgf;log pn((—€,€)) = A(n) — el
ktadac ¢ — 0 otrzymujemy
lininf -~ log ua((—3,8)) > A(y)
Z drugiej strony A(n) = infyeg A(N) = —A*(0). O

2.4. Twierdzenie Gartnera-Ellisa: prawo wielkich odchylen dla zaleznych zmien-
nych losowych.

Twierdzenie 2.4. Niech Z,, € R? majq rozktad v, oznaczmy A,(\) = log [pa eM v, (dt).
Zatéimy, ze dla dowolnego N € R istnieje
1
lim —A,(nA) = A(X) € [—o0, 9]
n—oo n

oraz niech 0 € intDy. Wowczas v, spetnia Prawo Wielkich Odchylen z funkcjg tempa A*.

Uwaga 2.5. Twierdzenie Craméra odzyskujemy z twierdzenia Gartnera-Ellisa ktadac Z,, =

}L * 1 X;. Zauwazmy jednoczesnie, ze nie ma potrzeby, by X; byly niezalezne.

2.5. TW1erdzen1e Sanowa i entropia. Relatywna entropia v wzgledem p (gdzie p, v €
M(R) — miary probabilistyczne na R) definiuje si¢ jako:

H(v|p) = {fR f(z)log(f(z))u(dx) jesli istnieje f = u

+00 w przeciwnym przypadku

Topologia staba na M(RR) (w sensie analizy funkcjonalnej, topologia staba*, czyli najstabsza
topologia na M(R) wzgledem ktérej naturalne parowanie (v|f) dla f € Cy(R) jest ciagte)
jest metryzowalna (np. metryka Lévy’ego), zatem M(R) jest przestrzenia polska i mozna
w niej rozwazaé¢ prawo wielkich odchylen, jak w twierdzeniu Craméra.
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Stwierdzenie 2.6. Dla dowolnej przestrzeni probabilistycznej (€2, ) mamy:
(1) log(Jq e?Vp(dt)) = sup{Jq p.fdp — Jq flog fdu: f € LY(Q p)r+}
(2) H(-|p) =A"(+)
Dowdd. (1) Nier6wnosé < otrzymuje sie ktadac po prawej stronie f(t) = %. Nie-
Q

rownos$¢ > wynika z nieréwnosci Jensena:

log [ ¢#du > log / Flrdn > [ los( f)[fdu] | erdu— [ 1os(f) dn

gdzie w drugiej nieréwnosci potraktowaliémy [fdu] jako miare probabilistyczna.
(2) Wynika z (1) przez obustronne zastosowanie transformaty Legendre’a. O

Twierdzenie 2.7. Niech X; € R majqg rozkiad 1 i bedg niezaleine; niech v, = %(5)(1 +
..+ 0x,) — miara empiryczna (X, ..., X,). Wowczas
(1) dla dowolnego FF C M(R) domknietego

1
. 1 <
lim sup . logP(v, € F) ;IellgH(Vm)

n—oo

(2) dla dowolnego G C M(R) otwartego

limsupl logP(v, € G) > — inf H(v|p)

n—oo M veG
Uwaga 2.8. Jesli suppu = {ay, ..., aq} jest zbiorem skonczonym, to twierdzenie Sanowa jest
wnioskiem z twierdzenia Craméra przez identyfikacje miar na {ay, ..., aq} z standardowym
sympleksem w RY. Istotnie, [Stwierdzenie 2.6{(2) pozwala zinterpretowaé twierdzenie Sanowa
doktadnie jako twierdzenie Craméra.

2.6. Twierdzenie Ben Arousa i Guionnet (1997). Zalézmy, ze rozktad (Ai,...,\y)
ma gestos¢ zadang przez

N N
Q3 (dA) o exp (—2 > V(&)) IT =N PdN .. dA,

1<i<j<N

gdzie 8 > 0, za$ V: R — Ry jest klasy C', spelnia log\22| oo w nieskonczonosci, oraz

V(x4 y)
V(z)

lim sup lim sup sup
5—0 |z]—o0 |y|<6

Twierdzenie 2.9. Rozkliad miary spektralnej vy = % SN 8, spelnia:
(1) dla dowolnego FF C M(R) domknigtego
1
hjr\?—?o%p FIOgP(VN € lF)< 1}2;[5 (v)
(2) dla dowolnego G C M(R) otwartego

1 v
lljgljo%p Nz logP(v, € G) > z}relé' Ig (v)



gdzie

Vi — 7V — s iV
Iy () =15 (1) VG%ER) I (v)

I¥ (n) = ; (/R Vdu — ﬁ//RQ log | — y!u(dﬂ:)u(dy)>

Uwaga 2.10. W tym wypadku powiemy, ze rodzina miar v,, spelia prawo wielkich odchylen
skali N? z funkcjg tempa [ X .

oraz
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3. MIKROSTANOWA WOLNA ENTROPIA

PAWEL J6ZI1AK

3.1. Macierze losowe i jednowymiarowa entropia. Niech Hy = (My(C)s.., Pn),
gdzie miara probabilistyczna

dPy(A) = const - e 2 T4 A
Niech RY = {(z1,...2y) € RN | 21 < 22 < ... <y} oraz 0(4) = (M(A),...,An(4)) €
RY. Odwzorowanie
H,> A~ o(A) eRY
zadaje pchniecie miary
Px(B) = Py({A € Hy | 0(A) € BY)

Jednoczeénie grupa permutacji Sy ~ RY z Rg jako dziedzing fundamentalna (z doktad-
noscig do miary 0), co pozwala przetransportowaé miare Py na RY. Okazuje sie, ze

~ N
dPy(M, .. Ay) =Cn-e 2 2= T (= \) Hd)\J,
1<i<j<N
N

N2
gdzie Cy = ——————. Naszym celem jest analiza zachodzenia prawa wielkich odchylen

(277)% H;‘Vzl J!
dla miary empirycznej tego rozktadu ps = % Zj-vzl o) (A€ Hy).
Heurystyka:

_ 1 N N 5 N
PN(MA%V):PN(NZ%“V):CN/l N . €7 =T e TLa,
=1 {205 0y~ 1<i<j<N =1
Teraz:
N, N2 [1 XL, N? [,
_E'Z]_)\]__7 (N.ZlAj Q—T/tdyt gdy — Z(& 587
J= J=

Podobnie:

[T = X)% =exp (Z log |\; — )\j|2) = exp (Z log |\ — )\j|)
i<j i<j i#j
za$ wyktadnik spehia:
1
N3 <5 log | — Ayl = N2/ log |s — t]du(s)du(t)
i#]
Zatem spodziewamy sie Prawa Wielkich Odchylen postaci

Pn(pa =~ v) ~ exp(—N2I(v))
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z funkcja tempa

1
I(v) / log |s — t|dv(s)dv(t /thz/ — hm (N2 log Cn)

ta ostatnia granica ('1aqe sie policzy¢, wynik wynosi 1.
Zobaczmy rowniez, ze

\/ g2 t2
2+ 1% —4logls —t| = (52 + 1 — 2log(s? —|—t2)> + <4log H)

|s — 1|

stosujac do pierwszego nawiasu nieréwnos¢ m — 2logm > 2 — 2log2 dla m > 0, a do
drugiego 2(s® + %) > (s — t)? otrzymujemy, ze

s>+ 1> —4log|s —t| > 2 —4log?2
Stad jesli [ t2dv(t) < oo, to

//(32 +t* — 4log|s — t|)dv(t)dv(s) € R

jest dobrze okreslone.
Konkluzja: uzy¢ logarytmicznej energii jako definicji entropii (por. twierdzenie Sanowa,
paragraf 2.5)):

\(X) = [[10g |s — thdux (s)dpux (1)

gdzie py to rozktad zmiennej X w stanie 7.
Formalny argument za Prawem Wielkich Odchylen zostal podany przez Ben-Arousa-

Guionnet (zob. [paragraf 2.6)).

3.2. Wielowymiarowa wolna entropia. (M, 7) - skoficzona algebra von Neumanna /
nieprzemienna W*-przestrzen probabilistyczna; x1 = =7, ..., z, = x} € (M, 7). Bedziemy
uzywaé oznaczenia z = (xy,...,x,) jako ciag/multizbiér. Rozktad taczny to multizbiér

distr(z) = ((7(zi, - Tiy )iy, ipef1,.n} k1

Cel: przeanalizowa¢ “szanse” na to, ze rozktad taczny jest podobny do rozktadu tacznego
zmiennych pétokragtych. Wiadomo, ze

Twierdzenie 3.1 (Voiculescu). (A1,..., An) % (s1,...,8,), gdzie s; € (LFn,T) sq
wolnymi zmiennymi pélokraglymi, a (Ay,..., Ay,) — niezaleZnymi samosprzezonymi macie-
rzami Gaussowskimi.

W tym kontekécie Prawo Wielkich Odchylen powinno moéwié cos typu:
Pv({(Ay,..., A,) : distr(A) ~ distr(X)}) ~ exp(—=N?I1(X))
gdzie I(X) — wolna (laczna) entropia X.
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Definicja 3.2. Dla nieprzemiennych zmiennych losowych xi, ..., x, € (M, 1) definiujemy
zbiér mikrostanow macierzowych aproksymujacych wg rozktadu ten uktad nieprzemiennych
zmiennych losowych:

. _ n . Vi<iy o in<n 1 <k<r
F(L N,r, 5) = {(Alu e 7An> € MN((C)S,a. . |t7“N1(Ailk. ) 'Aik) _ T(xz'l - x%)| e }

Niech A: miara Lebesgue’a na My (C)?, = R"™*. Definiujemy:

1
x(z;r ) = limsup(—

n
msup( . log(A(D(z: N7, ) + 5 log V)

x(z) = lim x(z;r,¢)
e—0

Pytaniem otwartym jest, czy lim sup w pierwszej definicji daje sie zastapi¢ przez lim.

Aby wyjasni¢ modyfikator § log N, jak i doktadnie opisa¢ wybor miary Lebesgue’a, prze-
analizujmy najpierw przypadek n = 1. A € Mn(C)s.,. jest okreslona przez N parametréw
rzeczywistych (diagonale) oraz 1+2+4... N —1 = W parametréw zespolonych (ponad
diagonala), tzn. N(IN — 1) parametréow rzeczywistych, wiec jest to przestrzen rzeczywista
N + N(N — 1) = N? wymiarowa. Izomorfizm wybieramy tak, aby (A|B) = Tr(AB).

Zobaczmy, ze Tr(A%) = Y71 ajjaj = Y (aa)” + 2 Xicicjen (Rai))? + (S(aiy))?).
Izomorfizm My (C)s, = RN jak wyzej oznacza, ze {A € My (C)s.a) : Tr(A?) < R?} prze-
chodzi na kulg By2(0, R). A — cofniecie kanonicznej miary Lebesgue’a na RY *do M N(Csa.-
Ogolne n: produkt kartezjanski takich miar.

Zauwazmy, ze (A, ..., A,) € T(z; N,r,¢) spelnia Tr(AT+... A2) < 7(af+.. . +22)+
ne =: . Zatem ['(X1,..., Xn; N,7,€) C Byy2(cv/N) Objetosé kuli spehia
1 (C\/N_W)nN :

n
N BT ey Y T

1

N7 log(A(Bpy2(cV/N)) =

nN2

Faktycznie, wystarczy uzyé, ze F(l—i—”TNQ) ~ V?TTLN(”T]ZQ)T i proste manipulacje pokazuja
doktadnie, ze

1 (ev/Nm)™N’ n n. 2mec?
og VAT e N+ 2o
N2 108 ey g o N g o

)

3.3. Wlasnosci y.
(1) Dla n = 1 pytanie, czy w definicji entropii daje sie wymieni¢ granice gérna na gra-
nice ma pozytywna odpowiedz. Co wiecej, istnieje analityczna formuta wyliczajaca
x(x) (jej dowdd jest dosé trudny):

3

x(w) = / log [s — t|dpa(s)dpx(s) + ;log(%) +5

co jest w zgodzie z oryginalng motywacja (tutaj zaktadamy, ze 7(z?) = 1).
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(2) x jest subaddytywne: x(x1, ..., &g, Tsq1y---,Tn) < X(T1y-- ., Ts) + X(Tsi1y- .-, Tn)-
Powodem, dla ktorego tak jest, jest prosta obserwacja, ze

C(xy, ...,z Nyrye) Ch(ay, ..o,z Nyrye) X D(@gqq, . ooy Ty N1y €)

(3) x jest gérnie poélciagte: jesli (xgm),...,x%m)) distr, (x1,...,2,) jak m — o0, to
x(x1,...,x,) = limsup,, X(:pgm), ..., z!™). Powodem, dla ktérego tak jest, jest
nastepujaca obserwacja. Ustalajac € > 0, r > 1 znajdziemy myq takie, ze dla m >
Mo, YickarVici,apen [T LX) = 7(X, 0 X)| < 5. Ale wiedy

F(:cgm),...,x;m);]\/',r,g) CT(x1,...,x; N, 1 €)

(4) Jeshi xy,...,x,: wolne, to x(x1,...,2,) = x(x1) + ... + x(z,). To wymaga nieba-
nalnego dowodu.

3.4. Addytywno$¢ entropii wolnych zmiennych. W ramach przygotowan:
(1) U(N) — grupa unitarna przestrzeni C*, ;i — jej znormalizowana miara Haara.

(2) O(T) ={UTU* : U € U(N)} — orbita T' € My przy dziatlaniu U(N) przez sprze-
zenia.

(3) bedziemy uzywaé zbioréw mikrostanéw niekoniecznie samosprzezonych elementow,
wowcezas w definicji postulujemy, by jednomiany uwzgledniaty réwniez gwiazdki
tych niesamosprzezonych elementow; gwiazdka nie zmienia stopnia. Oznaczenie
I'(zn;y; N, 7€), gdzie x; samosprzezone, y; niesamosprzezone.

Lemat 3.3 (Voiculescu ’91). Uy, . .., U, — elementy unitarne z rozkladem Haara, tj. 7(U}) =
Ok,0, wolne w (M, 7); r > 1,e > 0. Niech W(N) = diag(exp(£ - 2mi) : 0 < j < N —1).
Niech

wn = {(Vi,.. ., Vo) € (UN)": (W(N), Vi, ..., Vs) € D(Up, ..., Up; N, 7,¢)}

Wéwczas 1®"(wy) —— 1.

Lemat 3.4. Uy,...,U, — elementy unitarne z rozktadem Haara, X = X* o rozkladzie jed-
nostajnym [0,1]; X, Uy, ..., U, — wolne w (M, 7). Niechr > 1,6 > 0,h;: [0,1] = R (1 <
J < n): ciggle. Jesli D;(N) = diag(h;(7) : 0< s < N —1) oraz

(Di(N), ..., Dp(N),Vh,..., Vo) €

won =AWV Vi) € UIND™ s p (30), . h(X):Un,.. Uns Norye)

to p®n(wy) X2 1.

Szkic dowodu: jesli h;(t) = Pj(exp(2mit)), to teza wynika z poprzedniego lematu (przy
zmianie r > 1, > 0). Ogdlnie: wystarczy wzia¢ aproksymacje wielomianami funkcji cia-
gtych w L?.

Lemat 3.5. Uy,...,U,, X - jak wczesniej. Niech h;: [0,1] — R bedzie C* oraz Scisle
rosnqca. Niech
2s 25 +1

Q(hj, N) = {A € Mn(Csa : hu(5) < Asta(A) < (5

)70<8<N_1}
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gdzie (A (A),...,An(A)) = o(A) € RL. Niech

O(N) = (ﬁ Q(hj,N)) AU (X)U7, ..., Upho(X)US5 N, 1, €).

Wowcezas lim =
N=oo AT, Q(hy, N))

, , , 26 + 1
Dowdd. Niech Ay = {diag\,.... X )icjen + hy(3) < A < hj(z:)g <j<

n,0 < s < N — 1}. Poniewaz przy sprzeganiu przez operator unitarny spektrum macierzy
sie nie zmienia,

[[emN = U ([om).

W takim razie teza wyniknie, jesli pokazemy, ze

A(ITj=, O(T;) NO(N))

L NN
n =
A(ITj=, O(17))
gdzie ny — 1 wraz z N — oo oraz ny nie zalezy od wyboru T1,...,T,.

Uzyjemy zbioru wy z poprzedniego lematu przy r; = 3r oraz £; bardzo matym. Pokaze-
my, ze

gdzie m(Vy, ..., V,) = (ViTA Vi, . VT, V).

(1) m(Qn) C [Tj=, O(T}): jasne, z definicji m.

(2) m(Qv) C ITj=; Q(hy, N): jasne, z definicji Q(hy, V) i faktu, ze spektrum sig nie

zmienia.

(3) m(Qn) C (U h (X)US, ..., Uyhn(X)U; Ny1y€): to wymaga analizy.
Z definicji wy mamy, ze V; dobrze aproksymuja U;; D;(N) dobrze aproksymuja h;(X),
wystarczy zatem pokazac, ze T; dobrze aproksymuja D,;(N).

Zauwazmy, ze dla A € Q(h;, N) oraz D; = diag(h;(y) : 0 < s < N — 1) istnieje

U € U(N) takie, ze

= 25 + 1 | C
A—UD;U*|| < > hj(=) — h; PRNR DY s = =
|| U ]U || = | J(N) ]( 2N )| || ]||OO = (2N)2 N

i C nie zalezy od N ani A. To dowodzi ostatniej “dobrej aproksymacji” przy pomocy
nieréwnosci tréjkata (mozna sprawdzié, ze trzeba e, takiego, by €1 + % < e).

Pozostaje: poniewaz m jest U(INV)"-niezmiennicze, za$ U(N)" oraz [[}_; O(T;) maja je-
dyne (U(N))"-niezmiennicze miary probabilistyczne: A na [Tj_; O(T}) jest proporcjonalna

do m.p®". Bierzemy 5" (wy) < " (™ (m(wy))) = m. = (m(wy)) = ny. 0
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Dowaod addytywno$ci entropii przy zatoZeniu wolno$ci. < mamy zawsze, wystarczy udowod-
ni¢ >. Zalézmy najpierw, ze X; maja rozktad p; o nosniku [a, b], na ktérym maja C* dys-
trybuante o Sciéle dodatniej pochodnej. Zamiast dla X; zmienimy model: mozemy przyjac,
ze Xj = Ujh;(X)Us, gdzie X, Uy, ..., U, sa jak w poprzednim lemacie.

Uzywajac oznaczen poprzedniego lematu mamy, ze

limlogA(@(N)) —1og(A(Q(hy, N) % ... x Q(hy, N))) = 0

Stad, porzez podzielenie przez w7 i dodatnie modyfikatora § log N mamy, ze

1
X(X1, ..., Xnsm€) thsup log(A(Q(hj,N)) + §logN)

] 1 N—o0
czyli

X(Xb s 7Xn;ra E) > ZX(X
j=1
i bierzemy granice po r,e. Dlaczego mozemy mie¢ to dodatkowe zalozenie? Ze wzgledu
na gorng potciggtosé entropii, ktora daje nierownosc w dobra strone, pod warunkiem, ze
potrafimy znalezé takie aproksymacje X by X(X; (m)) — x(X;). Taka aproksymacja jest
mozliwa: wystarczy wziaé fi,, = p * P, gdme P.(z) = 1. 7.z jest jadrem Poissona.
Ono ma nastepujacag wlasnosé: P. x logm| - | = log| - +ie|, zatem logarytmiczne energie
(jednowymiarowe entropie) zbiegaja (dzieki — nieudowodnionej tutaj — analitycznej formule
na jednowymiarowa entropie). Aby wszystko byto dobrze, trzeba jeszcze przyciaé fi,, do
odcinka [—m,m] i renormalizowaé¢ do miary probabilistyczne;j. O

3.5. Zastosowania. Przedstawimy dwa zastosowania skoniczonosci wolnej entropii uktadu
operator6w zi,...,x, € M, dla opisu wtasnosci algebrooperatorowych W*(xq,...,x,),
tj: brak wlasnosci I' oraz brak algebr Cartana, oba naleza do Voiculescu, i w obu strategia z
grubsza jest nastepujaca: przettumaczy¢ te wlasnosci na wtasnosci aproksymant w zbiorze
mikrostanow i pokazaé, ze z doktadnoscia do zbioru matej miary, zbiér mikrostanow zawiera
sie nie tylko w produkcie n- kopii N-wymiarowych kul, ale wrecz w iloczynie kartezjanskim
n-kopii zbiorow bedacych produktami nizej wymiarowych kul, z doktadnosciag do zamiany
bazy (wspOlnie dla uktadu n aproksymant). Da to lepsze szacowania na objetosé zbioru
mikrostanow z gory, ktore bedg zaleze¢ od pewnego parametru, ktéry to parametr, gdy
zbiega do zera, wymusza, by entropia uktadu generatorow x1, ..., z, wynosita —oo. Uzywac
bedziemy nastepujacego wyniku:

Twierdzenie 3.6 (S. Szarek). Istnieje stala uniwersalna C' > 0 o nastepujgcej wltasnosci:
dla o >0,0< q,...,q, N € Z takich, ze g1 + ... + q < N, istnieje §-sie¢ (Us)s € S C
2

. ;. C N?—qi—..—q]
N) /U(Ch) x Ulg) x ... U(q) © licznodei [S| < <5) .

Uzyjemy tego twierdzenia dla [ =0 oraz dlal =2, ¢o = N — ¢.
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3.6. Brak wtlasnosci I'.

Definicja 3.7. Ciag (tx)k>1 W (M, 7) spetniajacy Vioen limg_oo |2t — tez|l2 = 0 na-
zwiemy ciagiem asymptotycznie centralnym. Jesli ciagg asymptotycznie centralny spetnia
limy o0 ||t — 7 (&) 1|2 = 0, to powiemy, ze jest trywialny. Powiemy, ze (M, 7) ma wtasnosé
I, jedli istnieje nietrywialny ciag asymptotycznie centralny w M.

Uwaga 3.8. Ciag centralny (tj. zawarty w Z(M)) jest, oczywiscie, asymptotycznie central-
ny. Stad brak wtasnosci I' implikuje bycie faktorem.

Twierdzenie 3.9. Niech xq,...,x, € M;,.. Jesli x(x) > —oo, to W*(x) nie ma wlasnosci
I.
Lemat 3.10. (M,7) - skoticzona algebra von Neumanna, generowana przez i, ...,T,

(n > 2) takie, ze T(x}) < 1. Niech 6 € (0,3) oraz p € M: rzut bedg takie, Ze 0 < T(p) <
1 —46. Jeslin > 2, to istniejg state Cy,Cy > 0, zalezne tylko od 0 i n takie, Ze jesh
[p2i — iplls < w, to x(z) < C1 + Calogw

Dowdéd twierdzenia. Jesli (t)x jest nietrywialnym ciagiem asymptotycznie centralnym, to
jego czesci rzeczywista i urojona sg ciggami asymptotycznie centralnymi elementéw samo-
sprzezonych, co najmniej jeden z nich nietrywialny. Rachunek spektralny pozwala nam na
wymienienie ich na asymptotycznie centralny ciag projektoréw takich, ze 6 < 7(px) < 1—6
dla pewnego 6 € (0, %) Korzystajgc z lematu dla py z k coraz wiekszym otrzymujemy, ze

x(z) < Cy + Cylog wy — —o0, sprzecznosé. O
Dowdéd lematu (pochodzgcy od P. Biane’a). Niech (Ai,...,A,) € I'(z; N,r,e) dla e > 0
maltego i r, N — duzego. Operator p jest || - ||2-granica wielomianéw w x, ..., z,, niech rzut

Q € M,(C),.. bedzie kopia p w I'(z; N,r,€). Niech dim QCY = ¢ = [ N7(p)|. Diagonali-

zujac () mamy:
0-ully 0 o

dla pewnego U € U(N) /U(q) x U(N —q) (tzn. nie ma znaczenia wybor bazy w obrebie
QCN oraz w obrebie (QCY)1). Niech

C; D,

Ttumaczac [|[A;, Q]||2.er < 2w W bazie otrzymanej przez sprzezenie przez U mamy:

U AU = [A" 02.1

2 o oo, A el T, o B
R e 1| e A | [ [ e

Stad Tr(C;C;) < Z(2w)? = 2Nw?. Dalej, skoro tr(A?) < 1+¢, stad Tr(A?) < (1+¢)N <
2N, i w szczegblnosci Tr(B2), Tr(D?) < 2N. Teraz, M, (C)y,. = RN" oznacza, ze:

e B, zawiera si¢ w kuli o promieniu V2N w podprzestrzeni wymiaru ¢2,

e D, zawiera sie w kuli o promieniu v/2N w podprzestrzeni wymiaru (N —q)?,

e C; zawiera sie w kuli o promieniu v4Nw w podprzestrzeni wymiaru 2q(N — q).
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Konkludujac, mamy, ze
TN S U [U(Bp(V2N) x Bagv—q)(WVAN) X By_2(V2N)) U]
N)Ju(q) x UV —1)

Korzystajac z twierdzenia Szarka znajdujemy o-sie¢ (Us)ses W U(N / Ulg —q)>
dzigki ktérej mamy, ze
(3.1) D(z;N,r,e) € | [Us (B(V2N) % Bagin—gp(w + 46)VAN) x Biy_q2(V2N)) U7
ses
Istotnie, jesli ||U — Us|| < w, to
| [UrA;Us, UQU] || < 2w + 8§
Zamieniajac role U na Uy otrzymujemy . W takim razie

n
(N-9? N2
2 2

C)NQ—QQ—W—W (2N)% ((w + 45)24N )1V -9 (2 )

A(D(z; N,r,e)) < (5 D(1+ £)0(1+g(N — ¢))0(1 + &322

Korzystajac ze wzoru Stirlinga otrzymujemy, ze

1
N2 log A(T'(z; N, r,€))

1
<K+ (1—-20%)1log =~ +2n(1 — 0)*log(w + 46) + —— 5

5 N2 log N (¢* + (N — g)* + 2¢(N — q))

n
~ 5Nz (¢*log ¢* — 2q(N — ) log (N — g) — (N — )’ log(N — q)°)

~ 1
< K + Cy(log 5T nlog(w + 40)) + glogN — log(ON)? (q2 +2¢(N —q)+ (N — q)2)

n

2N?
|

= C + Cy(log 5T nlog(w +49)) — %logN

Gdzie K zaabsorbowalo stata Szarka i state wynikajace z pojawiania si¢ wyrazen typu
log 2N, log 4N ete. ze wspotezynnikami postaci nf? itd. W konsekwencji

..
N2 log A(T'(X4, ..., X,; N1 €)) —l—ﬁlogN <Gy +C’2(logg+nlog(w+45))

Ktadac 6 = w mamy teze przy C; = C, + nloghiCy = (n— 1)6‘2. O

Uwaga 3.11. Warto zwroéci¢ uwage, ze dla n = 1 wszystko rowniez dziata, tylko wowczas
Cy = 0, a wiec mamy gbérne oszacowanie entropii przez stala — to nie jest zbyt uzyteczne.
Wyjasnienie konceptualne tego zjawiska jest takie, ze o ile zachodzenie pewnego zjawi-
ska dla jednego operatora samosprzezonego w ustalonej bazie nie jest niczym dziwnym:
i tak mozna go zdiagonalizowac i przeprowadzi¢ klasyczng analize tego zjawiska; o tyle
znalezienie bazy, w ktorej kilka operatoréw samosprzezonych mozna poddaé¢ odpowiedniej
analizie (w tym wypadku: mate w normie Hilberta-Schmidta bloki pozadiagonalne), jest
nietrywialnym zjawiskiem.
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3.7. Modyfikacja entropii. Potrzebujemy nastepujacej technicznej modyfikacji entropii:
ustalmy x1,...,x, € My, —zmienne nieprzemienne, ktore chcemy bada¢, oraz referencyjne
operatory yi,...,Ym € M., . Bedzie nas interesowaé zbiér mikrostanéw

dis rfr T,Y)Re
Dy Nore) = {(An o, A) € My(C)aa Bossapeansicrs, o S0 |

~edistrs (A,B)

n+m
s.a. °

Innymi stowy, I'(z : y; N, 7, €) to rzut na pierwsze n osi zbioru I'(z, y; N, r,e) C M,(C)
Reszta formul (definiujacych entropie) pozostaje taka sama, dowody podstawowych wta-

snosci zasadniczo réwniez. Mamy nowa wtasnosé:

Lemat 3.12. Jesli z1,...,20 € W*(y1, ..., Ym), to x(z:y) < x(z: 2).

Szkic dowodu. z; = s — limy_,o pY (y) =: limy_oo z](-t)

¢ . Zatem dla odpowiednio duzego 7,t
mamy, ze

D(z,z; N,r,2) D T(z, 29N, re)
Z drugiej strony tatwo widaé, ze
D(xz:z;N,r,2¢) DT(z:y; N,r', &
dla dostatecznie duzego r’ i dostatecznie matego &’ > 0. Wobec tego

Xz, 2e) > x(zy;r' €)= x(zy)

Whniosek 3.13. Przy oznaczeniach jak wyzej

(1) x(z:y) =x(z:y 2),
(2) x(z:y)=x(z:y,2), jesli Zy,..., 2 € W*(z,y).

Dowad. (1) > mamy z poprzedniego lematu. By uzasadni¢ < wystarczy zauwzy¢, ze
(A,B) e I'(z,y; N,r,e) = (A,B,A) €T(z,y,z;N,r,¢)
Zatem I'(z : y,2; N,r,e) D (z : y; N,r,€)
(2) > jest oczywiste. Uzywajac, kolejno, poprzedniej cze$ci wniosku i lematu raz jeszcze:
x(z:y) =x(z:yz) <x(z:yz2) O
3.8. Brak algebr Cartana. Szacowania.
Twierdzenie 3.14. Niechz; =x; € M,1<j<n,1 € BCW*(Xy,...,X,). Niech dany

bedzie cigg liczbowy (p(j))1<j<n 0raz x;; € pijMg;; dla pewnych projektorow p;j, ¢;; € B,
1 <i<p(y),1 <j<n o nastepujgcych wlasnosciach:

(1) [z; — Zfil Tij + il < w,

(2) S0y 29 7 (pyg)r(ay) < 0,

(3) llzjll2 < a oraz 2w < a.
Wowczas

x(z) < (1+20)loga+ (n—20 —1)logw + g log 8me + log(2C)
gdzie C to stala Szarka dla U(n).
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Dowdéd. Niech €2 C B: jednostki macierzowe. Bedziemy uzywaé (udowodnionego w po-
przedniej sekcji) faktu, ze x(z : ) = x(z).

Krok 1. Ustalmy 6 > 0. Mozna do niego dobra¢ r > 2 (duze), € > 0 (male) oraz Ny < 1
takie, ze dla kazdego N > Ny i dla dowolnego ((A;)7_, (T'(e))een) € I'(x,Q2; N, 7, ) istnieje
*-homomorfizm p: B — My taki, ze p(e) =5 T'(e) W || - ||l2.try Oraz 7 [pRstryop w || - ||.
Krok 2. Przy danym n > 0 mozna dobra¢ > 0 o nastepujacej wtasnosci. Dla dowolnego
N > 1, jedli p, p': B — My sg *~homomorfizmami takimi, ze try o p ~as tr, o p/, to istnieje
U e U(N) takie, ze AdU 0] p(b) %n”bH pl(b) w || . HQ

Krok 3. Dla N > N, z wybieramy p,,: B — My takie, ze ||[tryopy — 7 [5 || < 0.

Krok 4. Rozwazmy przestrzen Vy taka, ze

p(j)
{(E(T +T7))j=1 € Mn(C), |Ti; € pN(piJ')MNPN(qij)} C Vi C My(C),.

Zauwazmy, ze przestrzeni py (pi;) My (C)pn(gi;) jest wymiaru N2try(pn(pij))trn(pn(gi;))-
Zatem przestrzen z lewej strony inkluzji ma wymiar

n p(j) n p(j)
NQZ trn(p(pij)trn(pn(giz)) < N2ZZ T(pij) +6) (7(qij) + 6)
j=1i=1 j=1:=1

pj) np(j) np()
—N?(zz ) + 3 S o)+ 630 S (as) +62221)<N2
Jj=1:=1

j=11i=1 j=1li=1 j=1i=1

dla dostatecznie malego §. Mozemy zatem wybraé Vi takie, by dim Vyy = [2N?6].
Krok 5. Dla ¢ jak w kroku 4 mozemy dobra¢ € > 0, r > 1, Ny z kroku 1. i 2. tak, by dla
Ael(x:QN,re)istnial (T1,...,T,) € Vi, oraz U € U(N) takie, ze ||UA;U* —T}||2 < w.
Krok 6. Uzyjemy twierdzenia S. Szarka: istnieje a-sie¢ (Us)ses C U(N) wzgledem metryki
o\
jednostajnej taka, ze |S| < <) dla pewnej statej uniwersalnej C'.
a

Krok 7. Przy oznaczeniu a = maxicj<, ||7;||3 + ¢ mamy, ze
*
VAEF(Q:Q;N,T,E)EIZEVNHSGS ||USAjUs - T7||2 < w4+ 2aa

Niech By C Vi to kula o promieniu (nN)%a, niech By, C (My(C)s..)™ © Vi bedzie kula o
promieniu (nN)2(w + 2aa) (ze wzgledu na nieznormalizowany $lad)

[(z:Q;N,re) C U U™ (By @ By) (UP™)*

seS

(dobierzemy « tak, by w + 2aa < a). Stad:

/ C 2 N2 (TLN) ng CLPN QJ (w + 2aa)"N2_ PN%J
AT Vo) < SIAEABL) < () =% AL 1 5 R
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Korzystajac ze wzoru Stirlinga otrzymujemy, ze:

x(z) = lim sup <NlogA( (z; N,r,€)) + ZlogN)

N—oo

< lim sup <log 9 g log(mnN?) 4 201og a + (n — 26) log(w + 2aa)

N—oo

N20 n—291 (n—29)N2>

—91 _
08 e 2 08 2e

C 0 — 20 — 20
= log — + glog(ﬂn) + 20loga + (n — 20) log(w + 2aa) — Olog — — n 5 log n 5
a e e

= log ¢ + glog(wne) + 20loga + (n — 20)log(w + 2aa) — O log O — (g —0) log(g —0)
a

= log ¢ + glog(ﬂne) + 20 loga + (n — 20) log(w + 2aa)
a

20 20 20 n2 — 9) n

n
—— | —log— — (1 - —)lo — =1
2<no n ( n) o8 20gn

C
< log o + glog(%re) +20loga + (n — 20) log(w + 2aa)

Gdzie w drugiej nier6wnosci uzylismy, ze Alog A + (1 — A)log(1 — A) > —log2. Kladac
o= 21 i uzywajac (n — 20)log(2w) < (n — 20)logw + § log4 mamy, ze
a

x(z) < (n—20—1)logw + glog(&re) + (20 + 1) log a + log(2C) O

3.9. Brak algebr Cartana. Lokalizacja problemu.

Definicja 3.15. A C B — algebry von Neumanna. Normalizatorem A w B nazwiemy zbior
Np(A) = {u e U(B)|uAu" = A}

gdzie U(B) oznacza zbior elementéw unitarnych B. Powiemy, ze A C B jest algebrg Car-
tana, jesli A jest maksymalna abelowa oraz N(A)” = B.

Lemat 3.16. Niech B: I1; faktor, A C B: podalgebra Cartana, x1,...,x, € B, — gene-
ratory B. Niech € > 0. Wowczas istnieje skonczeniewymiarowa C*-algebra 1 € Ay C A,
p(j) € N dia 1 < j <n, projektory p;j € Ao i q;j € Ao oraz x;; € p;; Bq;j takie, Ze

p(5) n p(j)

||xj - Z(xw + I:])H? <€ oraz Z Z pzy qZ]
=1 j=1li=1
Twierdzenie 3.17. Niech x1,...,2, € M, , n > 2. Jesli x(z) > —oo, to W*(z) nie ma
algebry Cartana.

Dowdd twierdzenia. W*(x) jest II-faktorem (brak wlasnosci I'). Gdyby istniata algebra

Cartana, lemat dawalby nam Ay, p;;,q; przy ¢ — 0. Wtedy [paragraf 3.8 pokazuje, ze

x(z) < f(e) =% —o0, sprzecznosé. 0
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Dowdd lematu. Wykonamy serii redukeji, o ktérych prawdziwosci tatwo si¢ przekonac.
Redukcja 1. Wystarczy udowodn¢ lemat dla z; — niesamosprzezonych, zast¢pujac pierw-
szy warunek warunkiem |[z; — >, @452 <e.

Redukcja 2. Wystarczy udowodné lemat dla x; nalezacych do || - ||2-gestej podalgebry:
taka jest span Np(A), kosztem zamiany e.

Redukcja 3. Wystarczy udowodné lemat dla x; nalezacych do Np(A), gdyz kazdy element
span N (A) jest skoniczong kombinacjg takowych, to wszystko kosztem zamiany e.

Teraz juz musimy co$ policzy¢, niech wiec u1, . .., u,, € Ng(A) iniech L bedzie takie, ze
T < g; niech py, ..., py — rozklad jednosci w A taki, ze 7(p;) = % Niech
Qij = Ujpzuj
Mamy, ze
L
sz'ujchj =uj
oraz =

L m
S p)rlay) = mL oy < 2

i1 j=1

Zauwazmy jeszcze, ze ¢;; € A (bo u; € Ng(A)), stad ¢;;, p; rozpinaja skonczeniewymiaro-
wa podalgebre A (abelowa, wiec to odpowiada po prostu skorniczonej rodzinie skonczonych
podzialéw standardowej przestrzeni probabilistycznej, dla ktorych istnieje wspolne zagesz-
czenie skonczone). Ktadac p(j) = L i p;; = p; oraz z;; = p;;u;q;; mamy teze (nawet z € = 0
w warunku pierwszym). O
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4. WOLNA ENTROPIA - PODEJSCIE NIEMIKROSTANOWE
MATEUSZ WASILEWSKI

4.1. Informacja Fishera. Niech p(z;0) - rodzina rozkladéw (gestosci), indeksowana pa-
rametrem 6. Chcemy, z najwicksza wiarygodnoscia, znalez¢ parametr 6 zgodny z probko-
waniem rozktadu empirycznego. Bedziemy maksymalizowaé (ze wzgledu na 6) funkcjonal:

L($1, ey T 9) = log HP(%‘; 9) = Zlogp(xi; 9)
=1

=1

(wtedy maksymalizuje sie rozktad taczny) — tak otrzymujemy estymator 0(z1, . . ., x,,).
Przyktad 4.1. p(z;6) = W exp 29" _ rodzina rozktadéw normalnych N(6,1). Wtedy
1 n
L(zy, ..., 20 0) = =2 (z;— 0)* — n log 27

2 & 2
oL " no
— = i—0) =0 = §="==11
00 Zzzl(x ) n

Uwaga 4.2. Uwaga: maksimum wykry¢ “latwo”, gdy jest “ostre” — wokdt niego jest duza
zmiennos¢. Bedziemy mierzy¢ “informacje”, ktorg “niesie” ta duza zmiennosé.

Definicja 4.3. Informacjq Fishera rodziny p(z;0) nazwiemy funkcjonal
2
106) = [ (g 0xtp(2i0) ) o)

— “mierzy ile informacji uzyskamy estymujac funkcjonatem L”.

Definicja 4.4. Niech X — zmienna losowa o gestosci p(x). Funkcjonat

1) = | ( 9 Log(p(e)) )2p<x>dx -/ ppﬁ))d

nazywamy informacjg Fishera zmiennej X — “mierzy ptasko$é rozktadu X: tam, gdzie
rozkltad jest ptaski, mamy mato informacji o najbardziej spodziewanej wartosci rozktadu”.

4.2. Tozsamo$é de Bruijna. X, — ruch Browna startujacy z X, tj. X; ~ X +V/tG, gdzie
G ~ N(0,1). Wowczas

d
%S(Xt) 1(Xy)

Faktycznie,
d . .
— / pe(z) log p(x)da = — / pi(x) log py(z)dx — / pi(x)dw

B ()
=— /pt "og pi(z)dr = (@) dr = 1(Xy)

gdzie kropka oznaczamy pochodnag po t, zas primem — po x. Wowczas korzystamy, kolejno, z
réwnania ciepla p;(z) = py(z)” i statosci (jako funkeji t) wielkosci [ py(z)dz = 11 catkowania
przez czesci.
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4.3. Zmienna sprzezona. Niech X ~ p(z)dx, £ = —p—,(X) oraz f € C}(R). Mamy:

- /% ) fwpp(ayde = [ f'a E[f/(X) - 1]

ZL‘
Innymi stowy (€|f) = (12 f) = ((%) 1f), ezyli € = ()1 w L*(pdz). Stad I1(X) = [|€]12..

4.4. Wolne rdézniczkowania.

Definicja 4.5. Niech A = C(Xj, ..., X,,) — nieprzemienne wielomiany w Xi,..., X,,. Dla
P,Q € Aoraz R € A®? oznaczamy przez kropke naturalne dzialania z obu stron A na A®2,
czyli PR.Q = (P® 1)R(1 ® Q). Definiujemy wolne ilorazy réznicowe

Ox,=0;: A— AR A

przez 0;(1) =0, 0;(X;) = 6;;1 ® 1 oraz 0;(PQ) = (0;,P).Q + P.(0;,Q). Innymi stowy,

in

8i(X;, .. Z”k X O XX

CGdy n =1, C(X) = C[X] oraz C[X]®C[Y] = C[X, Y], wéwczas Ox P(x,y) = P(:C:Z:yp(y)

Twierdzenie 4.6 (wolna nieréwnos¢ Poincaré’go). Niech (M, T) — skoriczona; xq,. .., x, €

M, ,; C =+/2max; ||z,||. Dla dowolnego P = P* € C(Xy,...X,) zachodzi

|P(z1,. .., x) — T(P(z1, . x0)) lr2on < C YO P) (21, - - -, 20) || z2arenn)

Dowdd. Skorzystamy z tozsamosci (tatwo ja uzasadni¢ dla jednomianéw dzieki formule na
ich rézniczkowanie z definicji; prawa strona to suma teleskopowa):

(4.1) Pl1-1®P=> [(0;P)(X;®1)— (1®X;)(0;P)]
=1
Oznaczmy p = P(xq,...,2,), ¢ = 0; P(x1,...,2,). Bs.o. 7(p) = 0. Wowcezas:

lp@1—1®pl: < 2maX||%||Z||qz||2
=1

Z drugiej strony (korzystajac w przedostatnim kroku, ze 7 ® 7(p ® p) = 7(p)? = 0):
lpel-1epli=ror@el+1ap’ —2pap) =27 = 2||p|? O

4.5. 0; jako operator nieograniczony w L?(W*(x)). Zakladamy, ze 1, ..., x, sa alge-
braicznie wolne (nie spelniaja zadnych relacji wielomianowych). d; jest gesto okreslony, bo
alg(z) C D(9;) C L*(W*(z)). A domykalny? Czyli, czy 9 jest gesto okreslony?
Twierdzenie 4.7. Zaléimy, ze 1 @ 1 € D(97). Wtedy C(z)** C D(97) i dla P,Q €
C(X1,...,Xn), oznaczajac p = P(xy,...,2,),q = Q(x1,...,x,) mamy wzor:

I (p®q) =p.(0;(1®1)).q—p(r ®id)(9q) — (Id®T)(Iip)g =: £
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Dowéd. Cheemy sprawdzi¢, ze 7(£*R) = 7@7((p®q)*9; R) dla dowolnego R € C(xy, ..., z,)%%
Innymi stowy, chcemy sprawdzi¢, ze
7 ((¢0; (T @ 1)p — q(r @ 1d)(9ip) — (id @7)(dig)p)R) = 7 @ 7(p @ qO; )
Policzmy
7(q0; (1 @ 1)pR) = 7(9; (1 @ 1)pRq) = (T @ 7)(0:(pLq))
= (1®7)(0p.Rq) + 7R T(p.0;R.q) + T & T(pR.0;q)

Pozostaje porownac lewe i prawe strony. ]

4.6. Wolna informacja Fishera.

Definicja 4.8. Ustalamy xq,...,z, € (M, 7).

(1) Powiemy, ze &y, ..., &, € L*(M) spelniajg réwnania sprzezonosci, jesli
VI:’E(C(Xl ..... Xn) T(é.ip(xh cee ,Z‘n)) =T7Q T((alp)(xh <oy Ty Ty - 7xn))

(2) Jedli ponadto &y, ..., &, € L2(W*(xy, ..., x,)), to powiemy, ze &1, . . ., &, sa ukladem
zmaiennych sprzezonych.

Uwaga 4.9. Rzut na L?(W*(xy, ..., x,)) zmiennych spetniajace réwnania sprzezonosci jest
uktadem zmiennych sprzezonych.

Uwaga 4.10. Uktad zmiennych sprzezonych jest jedyny (jesli istnieje).

Twierdzenie 4.11 (Mai, Speicher, Weber). Jesli istnieje uklad zmiennych sprzezonych
dla xy1,..., Ty, to x1,...,2, sq¢ algebraicznie wolne oraz & = (0;)* (1 @ 1)

Definicja 4.12. Definiujemy wolng informacje Fishera wzorem:

Sl&GHE jeshi &, ..., &, jest ukladem zmiennych sprzezonych

+00 w przeciwnym przypadku

O*(zq,...,x,) = {

4.7. Wlasnosci wolnej informacji Fishera.

(1) Superaddytywno$cé: ®*(z1, ..., Tn, Y1, - Ym) = P*(x1, ..., ) +P* (Y1, - .-, Ym) (b0
rzut jest kontrakcja)

7’L2

(22 + ...+ 122)
rownos$é Schwartza dla ¢2(n) oraz 9;X; = 6;;1 ® 1).
(3) Wolna nieréwnos¢ Stama: jesli {xy,...,z,} [I{y1,...,yn}, to

(ze wzgledu na nie-

(2) Nieréwnosé¢ Cramera-Rao: ®*(xy,...,x,) >

O (x1 +y1, ... xn + yn)_l > O (x4, . .. ,xn)_l + " (yy, ... ,yn)_l

4) Gdy n = 1, to ®*(x) = 472 [ p(u)®du, jesli X ~ p(u)du; & = 2rH,(z), gdzie H, —
3 P p
transformata Hilberta funkcji p.
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Dowdéd wiasnosci (4).

r(2rH,(x —27T/H v)dv = 2// v)dudv
U—'U

_//_f dd+//p (u)dudy
-/ fu:U”p(u)p(v)dudv — 7 ®7(9f)

W takim razie 27 H,(z) jest zmienng sprzezona x, i stad ®*(z) = 472 [(H,(u))*p(u)du.
Uzyjemy jadra Poissona Py(s) =1 tQiSQ i jego jadra sprzezonego Qy(s) = * 2z Mamy, ze
Pi(s) +1iQ4(s) = Wsﬂt — jadro transformaty Cauchy’ego; G,(z) = [ %dt. Wiadomo, ze

—0 t—0
Pt*u—>u0rath*u—>H

Z drugiej strony, jesli p ma trzeci moment i e > 0, to [ G,(s + ic)3ds = 0. Wobec tego
?R/G s +ig)ds =0

— 3 / G(s +i2))*R(G(s + ic))ds = / R(G(s + ic))*ds

e [ (H,(w)p(dn = 2 [ p(wn
O
Twierdzenie 4.13 (Belinschi, Bercovici). Jesli istnieje zmienna sprzezona, to istnieje
gestosé i ona jest w L3,
4.8. Kumulantowa interpretacja réwnan sprzezonosci.

Twierdzenie 4.14 (Speicher). Niech xy,...,1, € M, oraz &, ...,&, € L*(M). Naste-
pujgce warunki sg rownowazne:

(1) &, ..., &, spelniajq rownania sprzezonosci,

(2) Kk1(&) =0, Ka(&i,miy) = 054y 0702 g1 (&, Tiy s - - - T,,) = 0 gdy m > 2.
Dowdd. (2 = 1). Chcemy sprawdzié, ze 7(§P) = (1@ 7)(0;P) dla P = x;, ... x;

T(ﬁ,-P) = Z H K\B\(- : )

TeNC(m+1) Berm

=> i > I syl 7€ B) [I Ay, :j € By)
k=1 TeNC(k—1) Biem Baems
T2 €NC(m—Fk)

- g:fsmk ( ) I s, 5 € Bl)) ( > II sz, 2 d € Bz))

mENC(k—1) B1€m m€NC(m—k) Ba€ma

m*

= Z(Si,z'ﬂ(l’il .. 'xik71>7—(l’ik+1 .. .Q?im> =T ®T(aZP® P)
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Krok pierwszy to formuta momentowo-kumulantowa. Dalej, z (2) wynika, ze jedyna ku-
mulanta, w ktorej wystepuje &;, to kumulanta druga, oraz wéwczas ta kumulanta wynosi
i i, gdy drugim argumentem jest z;,, za$ ze wzgledu na nieprzecinanie m oznacza to, ze
miedzy &; a z;, mamy nieprzecinajaca partycje my, za$ za 1, mamy hieprzecinajaca partycje
mo. Te sumy i iloczyny sa niezalezne, wigc mozna wyciagna¢ jedng sume przed druga: to
krok trzeci. Krok czwarty to ponowne wykorzystanie formuty momentowo-kumulantowej,
a w kroku pigtym korzystamy z .

Dowéd (1 = 2) przebiega indukeyjnie wzgledem stopnia kumulanty, oraz korzystajac
z formuty kumulantowo-momentowej; nie bedziemy go podawaé, jest podobny. U

Twierdzenie 4.15 (Voiculescu). ®*(z1,. .., Zn, Y1, Ym) = P (21, ..., 20)+P* (Y1, - - -, Ym),
gesti {x1, ...,z 1H{w1, -,y }-

Uwaga 4.16. W podejéciu mikrostanowym podobne twierdzenie zachodzi przy zatozeniu
pelnej wolnosci — tutaj wystarczag dwie wolne grupy zmiennych.

Dowdd R. Speichera. Z podaddytywnosci, jesli ®*(xq,...,x,) = oo lub ®*(yy1,...,y,) =
00, to nie ma czego dowodzi¢. B.s.o. ®*(xy,...,2,)+P*(y1, ..., ym) < 00. Niech (&,...,&,)
— uktad sprzezony do (xy,...,x,) oraz (m,...,ny,) — uklad sprzezony do (y1,...,Ym)-
Sprawdzimy przy pomocy poprzedniego twierdzenia, ze (1, ..., &n, M1, - - -, Nm) jest uktadem
sprzezonym do (Zy1,...,Tn, Y1, -, Ym). Mamy przypadKki:
o ¢ jest w kumulancie z samymi x;: kumulanty sg takie, jak trzeba, bo to byt uktad
Sprzezony;
e 7); jest w kumulancie z samymi y;: kumulanty sg takie, jak trzeba, bo to byt uktad
Sprzezony;
o ¢ jest w kumulancie z cho¢ jednym y;: kumulanta znika ze wzgledu na wolnos¢;
e 7; jest w kumulancie z cho¢ jednym z;: kumulanta znika ze wzgledu na wolnos¢.

O
4.9. Wolna entropia.
. 1 2o/ n . n
X (21, .., xp) = —/ ( — O (11 + Vst .. o+ \/an)) dt + — log(2me)
2Jo \1+t 2

gdzie s; — uktad wolnych zmiennych Wignera, wolny od {z1,...,z,}.
x* posiada nastepujace wtasnosci:

1)dlan=1, x = x5

2mec?

2) X (x1,...,2,) < glog ),gdzie ¢ =3 7(x});

(
(
(3
(4) x* jest addytywne tylko dla wolnych uktaddw;
(

)
) x* jest podaddytywne;
)
)

2
5) zachodzi nieréwnos¢ log-Sobolewa: x*(z1,...,x,) > n log ren
2 O* (21, ..., 1)

Bedziemy dalej pisa¢ np. z + ts majac na mysli (zq + sy, ..., 2¢Sy,).
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Dowad. (1)

—x(z + Vts) + ; /Ot O*(z + Vus)du = —x(z)

1
X(z + Vis) = 210gt+x(j¥ + )

zauwazmy jednoczesnie, ze X(\/i +8) == x(s). Przypomnijmy takze, ze

gt = LM g by
—logt = = u+ =1lo
2 %" T o b 1+u 2 %% 111

Wobec tego

@ -G+ 9 =5 [ (55 - ¥+ van) du

Zbiegajac obustronnie z ¢ — 0o otrzymujemy

x(@) — x(s) = ;/000 (lJlru - O*(z + ﬁs)) du

Wstawiajac x(s) = 3 log 2me otrzymujemy teze.

(2) uzywajemy nieréwnosci Cramera-Rao (zob. [paragraf 4.7)).

2 2

1 foo n n n n o0 < 1
(1) < = _ dt + Y log 2me = / n T 4102
iz 2/0 <1+t c2+nt> Tgesame 2(0 DG m)

t=00

14+t 2
= g (logC:—:_t ) + glog27re = g <log2 +10g27re> .

(3) Wynika z analogicznych wtasnosci dla ®*.
(4) Wynika z analogicznych wtasnosci dla ®*.

t=0

(5) Kumulantowa charakteryzacja zmiennych sprzezonych pokazuje w szczegdlnosei, ze
elementy Wignera sg swoimi wtasnymi zmiennymi sprzezonymi, zatem nierownosc

Stama (zob. [paragraf 4.7) méwi nam, ze

*(z + Vis) < <a + ;)_1

gdzie a = ®*(x). Kontynuujac,

n 00 1 1 n
() > 2 _ log 27e ) = (1 log 2
X'(z) > 5 </0 (1+t na+t)dt+ o8 m)  (log nar + log 2me)
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4.10. Zastosowania: brak wlasnosci I'.

Lemat 4.17. Zaloimy, ze ®*(x1,...,x,) < co. Wtedy
(1= Dl L 913 = Sl &) + 28 (30 1 0 L)) ).

Dowdd.

lp@1-1®pl;=(p,1o1],[pI®1])

= (Gjlp, z;], [p, L@ 1) — ([9;p, 5], [p, L © 1])
Wykorzystujac mozna rozpisa¢ pierwszy wyraz jako:
(Ojlp, z;], I, 1 ® 1)) = ([p, 2,], 0} (p ® 1) — 0} (1 @ p))
= (Ip, 7], p§; = (1d @7)(9jp) = §ip + (7 ®1d)(9;p))
= (lp =], [p, &) + (1 @ 1, [p, z;]], 9;p)
Za$ drugi rozpisuje siejako:
([Ojp, 2], [p, L@ 1)) = (Op, [p, L @ L, 23] ]) — (Ojp, [L @ L, [p, z5]].)

Sumujac obie strony po j i wykorzystujac dostajemy teze. U
Whiosek 4.18. Jesli *(z) < oo, to

n

(n—Dlt =7z < Z (£, @il [t, &) + 4ll[Es ]l 2120

Dowaod. Korzystamy z nierownosci Poincaré’go, poprzedniego lematu i standardowego osza-
cowania komutatora. O

Whiosek 4.19. Jesli *(x) < oo, to W*(x) nie ma wilasnosci I'.

Dowdd. Jesli (i) jest asymptotycznie centralny, to poprzedni wniosek pokazuje, ze jest
trywialny. U
4.11. Zastosowania: cigglosé rozktadu.

Twierdzenie 4.20. Jesli ®(z) < 00, to YVpec(a)\ (0} Vwew=@)\(oy pw # 0. W szczegdlnosci,

rozktady x nie majg atomow (atom rozkladu x; w X oznacza istnienie rzutu w py € W*(z)
takiego, Ze (x; — A)px =0).
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5. INFINITEZYMALNE ALGEBRY HOPFA
ADAM SKALSKI

5.1. e-bialgebry/Infinitezymalne algebry.
Definicja 5.1. Infinitezymalna bialgebra (albo e-bialgebra) to (A,m,A), gdzie (A,m) —
algebra, (A, A) — koalgebra; Aom = (m®id) o (id ®A) + (id ®m) o (A ®id), tzn. A(ab) =
a®1TA(b) + A(a)l @0.
Uwaga 5.2. e Jesli (A, m) ma jedynke, zas (A, A) ma kojedynke, to A jest trywialna.
e Jesli A jest skonczeniewymiarowa, to A* tez jest e-bialgebra.
e Czesto w literaturze pisze sie 0 zamiast A.
Przyktad 5.3. (1) (A,m,0).
(2) klx] z koproduktem A(1) = 0, A(z") = Y7 2" 7% @ ¥, Wéwezas, poniewaz
klz] @ klz] = k[z,y], to A(f)(x,y) = %jj(y) to tzw. koalgebra Newtona.
(3) P — przestrzen liniowa, ktérej baza sa > 2-elementowe skonczone zbiory uporzad-
kowane z elementami: maksymalnym 1 i minimalnym 0. Dla P, @ — takich zbiorow,
definiujemy ich produkt

PxQ=(P\{lp}) U (Q\{0g})
z porzadkiem P < @); definiujemy koprodukt
A(P) = Z 0p, 2] ® [z, 1p]
Op<z<lp

(4) Wolna bialgebra A = k(z1,...,x,) z koproduktem zadanym przez liniowe rozsze-
rzenie formuty:

n—1
A(xy) = Z Ti @ Tp—1—
i=1

(5) Algebra liczb dualnych k€] /22 7 koproduktem A(1) = 0, A(e) = e @ e.
Uwaga 5.4. Dla f,g € Homy(A) definiujemy dwa produkty: f* g =mo (f ® g) o A oraz

f®g = f+g+f*g. Algebry Hopfa definiuje si¢ jako bialgebry z antypodem: odwzorowaniem
S € Homy(A), ktore jest odwrotne do id wzgledem .

Definicja 5.5. Infinitezymalna algebra Hopfa to (A,m,A) z antypodem. Antypod dla e-

bialgebry to odwzorowanie S € Homy(A) odwrotne do id wzgledem splotu ® (elementem
neutralnym dziatania ® jest odwzorowanie zerowe).

Przyktad 5.6. (1) S=—-id
(2) S(x) = —(xz — 1)", ogdlnie: S(p(x)) = —p(xz — 1). W szczegdlnosci antypod jest
odwzorowaniem nieskonczonego rzedu.

(3) S<P) - Zn}l 20p<x1<...<zn_1<1p[0P7$1] * [xla x2] koK [xnfla 1P]
(4)

S(xy,) = Z Z Tpy—1Tny—1 - - - Tpy—1s

k=1 (ny,...,nk)€C(n+1,k)

gdzie C(n+1,k) = {(n1,...,m) € N¥|ny + ...+ mp =n+ 1},
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Uwaga 5.7. Antypod S ma nastepujace whasnodci:

e S(zy) = —S(y)S(x),
e S®SoA=—-AobS.

5.2. Koreprezentacje/elementy typu grupowego.

Definicja 5.8. Powiemy, ze o € M, (A) jest elementem typu grupowego (albo koreprezen-
tacjq), jesli (A ® ids, ) (o) = @ @u, @, 1o Aluj) — ohoq ik @ vy

Oznaczmy B = ker A. Od teraz bedziemy zaklada¢, ze dla pewnego X € A zachodzi
AX)=1x®1.

Twierdzenie 5.9. Jesli o« € M,(A) jest odwracalny i typu grupowego, to istnieje b €
M,(B) a=(b— X ®1,,)"". Odwrotnie, jesli b € M, (B) jest taki, ze (b— X ® 1ay,) jest
odwracalny, to (b— X ® 1y,)~1 jest typu grupowego.

Dowod to nietrudny rachunek, nie bedziemy go przedstawiac.

Definicja 5.10. Transformata dualnosci to odwzorowanie

A* > 2 ((SD @ ldMn)a)ael_ln Corepn € H H M?SO()

n=1 aeCorepn

5.3. Zastosowania. Niech 1 € B C M: algebry von Neumanna; z,y € M, sa B-wolne
W (M, EB)

H,(A)={t€ A|F.xo St =cl}2t=r—+is
zauwazmy, ze takie t s automatycznie odwracalne: t = 52 (s’%rs’% + z']l) s7 i operator w
nawiasie jest odwracalny ze wzgledu na rachunek spektralny

Twierdzenie 5.11 (Analityczna wolna subordynacja). Przy powyziszych oznaczeniach,
istnieje holomorficzne odwzorowanie F,: Hy (M, (B)) — Hy (M, (B)) spelniajgce

En, )y (X +Y) @1y, — ) = (X @ Lag, — Fu(B)) ™"
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