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Zaczelo sie od prostego zadania: znalezé grupe automorfizméw (ciala) prostej
rzeczywistej. Niech ¢ € Aut(R), pokazemy najpierw, ze ¢ jest ciagle: wystarczy
sprawdzi¢ to dla zbioréw bazowych topologii na R, czyli odcinkéw otwartych.
Pokazemy, ze przeciwobraz odcinka tez jest odcinkiem. Zauwazmy w tym celu,
ze dla ¢ > 0 mamy:

$(t) = (VE) = p(VD? > 0

gdzie ostatnia rowno$¢ wynika z tego, ze ¢ zachowuje mnozenie, a nieréwnosé
z tego, ze ¢ jest monomorfizmem, wiec jedynie zero przechodzi na zero. Niech
teraz b > a. Wtedy mamy:

¢(b) — d(a) = ¢(b—a) >0

wobec poprzedniego spostrzezenia. To znaczy, ze ¢ jest izomorfizmem porzadkowym,
a poniewaz rozumowanie mozna powtérzy¢ przy t < 0, wiec i odwrotny do ¢
jest izomorfizmem porzadkowym, zatem:

¢ Ha,b) ={r e R: a< d(z) <b} =
={zeR: ¢7'(a) <z <o (b)} = (¢ (a),0 " (b))
Teraz zauwazmy, ze ¢(1) = 1, wiec dlan € N

o) =d(1+1+...41) =) +d(1)+...4+¢(1) =1+1+...+1=n

n n n

Wobec tego, ze ¢ zachowuje dodawanie, mamy takze:
0=¢(0) = ¢(n+ (—n)) = ¢(n) + ¢(—n) = n+ ¢(—n)
czyli ¢ jest identycznoscia na liczbach catkowitych. Réwniez dla n € N:

L= 0(1) =0+ 2+t ) =6(C) +6(C) + o) =)
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oraz dla % € Q (bez straty ogdlnosci, ¢ € N)

czyli ¢ jest identycznoscia na liczbach wymiernych. Wobec gestosci liczb wymiernych
i ciaglosci ¢, grupa automorfizméw prostej rzeczywistej jest trywialna.



W rozwiazaniu korzystaliémy praktycznie wylacznie z wlasnosci zachowywania
mnozenia i dodawania przez automorfizm oraz tego, ze zachowuje on strukture
porzadku. Naturalnym w tym momencie wydaje sie pytanie o to, czy istnieje
cialo uporzadkowane, ktére ma nietrywialng grupe automorfizméw - odpowiedz
jest twierdzaca. Pierwszym kandydatem bylo jedno z najwiekszych znanych
przecietnemu cztowiekowi cial — cialo liczb hiperrzeczywistych. Niestety, o ile
kandydat dobry, o tyle znalezienie jakiegokolwiek automorfizmu nie jest tatwe.
Podamy natomiast konstrukcje innego ciala, ktére daje sie wlozy¢ w liczby hiper-
rzeczywiste. Na pytanie, czy automorfizm daje sie przedtuzy¢ do tego wiekszego
ciala odpowiedzi nie znam.

Na ciele R(X) wprowadzamy preporzadek formuta;

f2g =3eRVe>z9 f(z) <g(x)

Rozwazaé bedziemy cialo K = R(X)/~. Aby by¢ pewnym konstrukeji, sprawdzmy
najpierw, ze K faktycznie jest cialem: kluczowa jest dobra okreslonosé mnozenia
{dodawania}. Niech f; ~g;, i=1, 2. Mamy:

fi 2gi = Ve > xfi(x) < gi(z), i=1, 2

Ale dla x > max(z1, x2) f1(z) < g1(x) 1 fa(z) < go(x), tak wiec wéwezas f1(z)-
f2(z) < g1(2) - g2(2) { f1(2) + fa(z) < g1(x) +92(2)}, czyli fi-fo 2192 {fi +
f2 2 g1+g2}. W druga strone jednakowo, wiec f1-f2 = g1-g2 {f1+f2 = g1+ g2},
tzn. [f1-f2]~ = [91-92)~ {[f1+ f2]~ = [91 + 92]~}. Wobec dobrego zdefiniowania
dzialan, wszelkie aksjomaty ciala typu laczno$¢, rozdzielno$¢ sa w oczywisty
spos6b dziedziczone z ciala R(X). Dla liczby ¢ € Ry definiujemy funkcje ¢; :
R(X) — R(X) wzorem ¢:(f)(z) = f(tx). Pokazemy, ze zrzutowana na cialo K
jest dobrze okreslonym automorfizmem zachowujacym porzadek. Jasnym jest,
ze pokazanie zachowywania preporzadku na R(X) da nam automatycznie dobra,
okreslono$¢ oraz injektywnos¢ i zachowywanie porzadku na K. Jesli f < g, to
JzoVr > xo  f(x) < g(z). Wtedy takze, ktadac yo = %2,y = 7, Vy > yo f(ty) <
g(ty), co pokazuje teze. Surjektywnos¢ jest oczywista, nawet na R(X): Jesli
chcemy dostaé funkcje f(z), wystarczy za argument wziac funkcje f(%). Latwo
takze zauwazyé, ze ¢; zachowuje dzialania na R(X):

u(f-9)(x) = (f-9)(tz) = f(tz) - g(tx)
o:(f)(@) - de(g)(w) = f(tz) - g(tz)

i doktadnie tak samo dla dodawania. Skonstruowali$émy zatem dobrze okreslony
automorfizm zachowujacy porzadek w ciele K. Zauwazmy, ze w konstrukcji nie
korzystalismy z zadnych wlasnosci ani prostej rzeczywistej - konstrukcje zatem
mozna rozszerzy¢ na dowolne cialo uporzadkowane - ani z zadnych wilasnosci
ciala funkcyj wymiarnych - z wyjatkiem tego, ze jest cialem. Konstrukcje zatem
mozna rozszerzy¢ na dowolne ciato funkcyj nad dowolnym cialem uporzadkowanym
- tak ogdlna konstrukcja nosi nazwe ciala Hardy’ego.



