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Zacze‘ lo sie‘ od prostego zadania: znaleźć grupe‘ automorfizmów (cia la) prostej
rzeczywistej. Niech φ ∈ Aut(R), pokażemy najpierw, że φ jest cia‘g le: wystarczy
sprawdzić to dla zbiorów bazowych topologii na R, czyli odcinków otwartych.
Pokażemy, że przeciwobraz odcinka też jest odcinkiem. Zauważmy w tym celu,
że dla t > 0 mamy:

φ(t) = φ(
√
t
2
) = φ(

√
t)2 > 0

gdzie ostatnia równość wynika z tego, że φ zachowuje mnożenie, a nierówność
z tego, że φ jest monomorfizmem, wie‘c jedynie zero przechodzi na zero. Niech
teraz b > a. Wtedy mamy:

φ(b)− φ(a) = φ(b− a) > 0

wobec poprzedniego spostrzeżenia. To znaczy, że φ jest izomorfizmem porza‘dkowym,
a ponieważ rozumowanie można powtórzyć przy t < 0, wie‘c i odwrotny do φ
jest izomorfizmem porza‘dkowym, zatem:

φ−1(a, b) = {x ∈ R : a < φ(x) < b} =

= {x ∈ R : φ−1(a) < x < φ−1(b)} = (φ−1(a), φ−1(b))

Teraz zauważmy, że φ(1) = 1, wie‘c dla n ∈ N

φ(n) = φ(1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) = φ(1) + φ(1) + . . .+ φ(1)︸ ︷︷ ︸
n

= 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= n

Wobec tego, że φ zachowuje dodawanie, mamy także:

0 = φ(0) = φ(n+ (−n)) = φ(n) + φ(−n) = n+ φ(−n)

czyli φ jest identycznościa‘ na liczbach ca lkowitych. Również dla n ∈ N:
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oraz dla p
q ∈ Q (bez straty ogólności, q ∈ N)

φ(
p

q
) = φ(p · 1

q
) = φ(p) · φ(

1
q

) = p · 1
q

=
p

q

czyli φ jest identycznościa‘na liczbach wymiernych. Wobec ge‘stości liczb wymiernych
i cia‘g lości φ, grupa automorfizmów prostej rzeczywistej jest trywialna.
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W rozwia‘zaniu korzystalísmy praktycznie wy lacznie z w lasności zachowywania
mnożenia i dodawania przez automorfizm oraz tego, że zachowuje on strukture‘porza‘dku. Naturalnym w tym momencie wydaje sie‘ pytanie o to, czy istnieje
cia lo uporza‘dkowane, które ma nietrywialna‘ grupe‘ automorfizmów - odpowiedź
jest twierdza‘ca. Pierwszym kandydatem by lo jedno z najwie‘kszych znanych
przecie‘tnemu cz lowiekowi cia l – cia lo liczb hiperrzeczywistych. Niestety, o ile
kandydat dobry, o tyle znalezienie jakiegokolwiek automorfizmu nie jest  latwe.
Podamy natomiast konstrukcje‘ innego cia la, które daje sie‘ w lożyć w liczby hiper-
rzeczywiste. Na pytanie, czy automorfizm daje sie‘ przed lużyć do tego wie‘kszego
cia la odpowiedzi nie znam.
Na ciele R(X) wprowadzamy preporza‘dek formu la‘:

f � g ≡ ∃x0 ∈ R ∀x ≥ x0 f(x) ≤ g(x)

Rozważać be‘dziemy cia lo K = R(X)/≈. Aby być pewnym konstrukcji, sprawdźmy
najpierw, że K faktycznie jest cia lem: kluczowa jest dobra określoność mnożenia
{dodawania}. Niech fi ≈ gi, i = 1, 2. Mamy:

fi � gi ⇒ ∃xi∀x ≥ xifi(x) ≤ gi(x), i = 1, 2

Ale dla x ≥ max(x1, x2) f1(x) ≤ g1(x) i f2(x) ≤ g2(x), tak wie‘c wówczas f1(x) ·
f2(x) ≤ g1(x) ·g2(x) { f1(x)+f2(x) ≤ g1(x)+g2(x)}, czyli f1 ·f2 � g1 ·g2 {f1 +
f2 � g1+g2}. W druga‘ strone‘ jednakowo, wie‘c f1 ·f2 ≈ g1 ·g2 {f1+f2 ≈ g1+g2},
tzn. [f1 ·f2]≈ = [g1 ·g2]≈ {[f1+f2]≈ = [g1+g2]≈}. Wobec dobrego zdefiniowania
dzia lań, wszelkie aksjomaty cia la typu  laczność, rozdzielność sa‘ w oczywisty
sposób dziedziczone z cia la R(X). Dla liczby t ∈ R+ definiujemy funkcje‘ φt :
R(X)→ R(X) wzorem φt(f)(x) = f(tx). Pokażemy, że zrzutowana na cia lo K
jest dobrze określonym automorfizmem zachowuja‘cym porza‘dek. Jasnym jest,
że pokazanie zachowywania preporza‘dku na R(X) da nam automatycznie dobra‘określoność oraz injektywność i zachowywanie porza‘dku na K. Jeśli f � g, to
∃x0∀x ≥ x0 f(x) ≤ g(x). Wtedy także, k lada‘c y0 = x0

t , y = x
t , ∀y ≥ y0f(ty) ≤

g(ty), co pokazuje teze‘. Surjektywność jest oczywista, nawet na R(X): Jeśli
chcemy dostać funkcje‘ f(x), wystarczy za argument wzia‘c funkcje‘ f(x

t ).  Latwo
także zauważyć, że φt zachowuje dzia lania na R(X):

φt(f · g)(x) = (f · g)(tx) = f(tx) · g(tx)

φt(f)(x) · φt(g)(x) = f(tx) · g(tx)

i dok ladnie tak samo dla dodawania. Skonstruowalísmy zatem dobrze określony
automorfizm zachowuja‘cy porza‘dek w ciele K. Zauważmy, że w konstrukcji nie
korzystalísmy z żadnych w lasności ani prostej rzeczywistej - konstrukcje zatem
można rozszerzyć na dowolne cia lo uporza‘dkowane - ani z żadnych w lasności
cia la funkcyj wymiarnych - z wyja‘tkiem tego, że jest cia lem. Konstrukcje zatem
można rozszerzyć na dowolne cia lo funkcyj nad dowolnym cia lem uporza‘dkowanym
- tak ogólna konstrukcja nosi nazwe‘ cia la Hardy’ego.


