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Rozdziatl 1

Wstep

Jedng z metod pokazywania wlasno$ci Haagerupa okreslonych grup jest wskazanie wtasci-
wej funkcji warunkowo ujemnie okreslonej (bedziemy dalej pisali: funkcji (CND)). Natu-
ralnym kandydatem na takowa w przypadku grup dyskretnych skonczenie generowanych
jest funkcja dlugosci wzgledem ustalonego (skonczonego) zbioru generatoréw: w taki spo-
séb mozna tatwo pokazaé, ze grupa wolna ma wlasnos¢ Haagerupa ([%]), podobnie zrobili
M. Bozejko, T. Januszkiewicz i R.J. Spatzier w [2] pokazujac wlasno$é Haagerupa grup
Coxetera. Pytaniem rozwazanym w tej pracy jest to, czy mozna powiedzie¢ nieco wiecej
o tej funkcji: czy jest ona silnie warunkowo ujemnie okreslona (dalej bedziemy pisali, ze
metryka jest (SCND)). W rozdziale 2 pokazemy, ze wszystkie wolne (w katerogii grup Co-
xetera) grupy Coxetera maja te wlasnosé¢ wzgledem naturalnego (Coxeterowskiego) zbioru
generatoréw. W rozdziale 3 zadamy to pytanie w kontekscie dyskretnych przestrzeni me-
trycznych i pokazemy naturalna przeszkode do posiadania tej wtasnosci. Jako wniosek
dostaniemy nastepujace

Twierdzenie 1. Wiasnosé¢ (SCND) metryki dlugosci stow na grupie Cozetera charak-
teryzuje wolne grupy Cozetera.

W rozdziale 4 podamy interpretacje geometryczna przyrostka silna, co pozwoli wycig-
gnaé¢ wnioski dotyczace permanencji tej wlasnosci ze wzgledu na klasyczne konstrukcje
teoriografowe. Dostajemy nastepujace

Twierdzenie 2. Klasa graféw z metrykq grafowq bedacqg (SCND) jest zamknieta na bra-
nie produktu Markowa, produktu grzebieniowego oraz produktu wolnego. W szczegolnosci,
jesli metryki dlugosci stow grup G; = (S;|R;) (dlai=1,2) s¢ (SCND), to takze metryka
dlugosci stow G * Go = (S1 U S2|R1 U Ry) jest (SCND).

Co w szczegdlnodci pozwala w zgrabniejszy sposéb uzasadni¢ wynik z rozdziatu 2.

Okazuje si¢ ([11]), ze (CND) metryki odpowiada doktadnie istnieniu kwadratowo-
izometrycznego wlozenia przestrzeni metrycznej w przestrzen Hilberta. Interpretacja geo-
metryczna pozwala takze odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie, zasugerowane autorowi
przez Gero Fendlera:

Pytanie 1 (G. Fendler). Jaki jest minimalny wymiar przestrzeni Hilberta, ktory dopuszcza
takie wiozenie?

Okazuje sie, ze metryki (SCND) sa pod tym wzgledem bardzo sztywne: dla graféw
skonczonych (V, E) liczba ta jest #V — 1, gdzie przez #X rozumiemy liczno$é zbioru
skonczonego X, badz symbol co dla kazdej nieskonczonej liczby kardynalne;j.



Korzystajac z wypracowanych metod, w rozdziale 5 zaprezentujemy kilka przyktadow
grup, ktoérych metryki dlugosci stéw sa (SCND), oraz kilka przykladéw grup, ktérych
metryki dtugosci stéw nie sa (SCND), co w szczegblnosci pokaze, ze klasa obiektéw z me-
tryka (SCND) nie jest zamknieta na branie klasycznych konstrukeji teoriogrupowych, jak
produkt prosty, produkt wolny z amalgamacja oraz rozszerzenia przez ciagi doktadne. Co
gorsza, okazuje sie, ze wlasnos¢ ta jest wlasnoscig metryki, nie grupy - jej posiadanie badz
nie zalezy od odpowiedniego wyboru zbioru generatoréw grupy. W dalszej czesci rozdziatu
5 przyjrzymy sie temu zjawisku dla kilku przyktadéw ciaglych przestrzeni metrycznych.

W rozdziale 6 prébujemy uzasadnié, skad - dla tego problemu - pojawia si¢ postulowana
wszedzie warunkowo$é ujemnej okreslonosci metryki. Okazuje sie, ze w przypadku grup
skonczonych, prosta konstrukcja korzystajaca z metod teorii reprezentacji pokazuje, ze
unormowane funkcje silnie dodatnio okreslone odpowiadajg reprezentacjom izomorficznym
z reprezentacja lewg regularng, co mozna zinterpretowaé jako: “funkcja silnie dodatnio
okreslona jest w zasadzie jedna”. Na koncu zamieszczamy kilka pytan i potencjalnych
kierunkow dalszego badania tego zjawiska.

Chciatbym serdecznie podzigkowaé¢ Markowi Bozejce za wprowadzenie mnie w te te-
matyke, pomocne uwagi i opieke nad praca.



Rozdziat 2

Konstrukcja I: grupy Coxetera

2.1 Podstawowe definicje i narzedzia

W sekcji tej przywotujemy jedynie proste konstrukcje i klasyczne wyniki na ich temat.
Dowody mozna odnalez¢é chociazby w [5], chapitre VI.

Definicja 1. Grupg Cozxetera T' = (W, S) nazywamy grupe zadang przez prezentacje: S -
skoticzony zbior generatorow, R = {(st)"*t:s,t € S}, gdziemsy € {1,2,3, ... }U{ oo}
(relacje (st)™ interpretujemy jako: “Zadna sposréd (st)t, (st)?, (st)3, ... nie zachodzi”) oraz
mst = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s =t € S. T' = (S|R)

Niech dana bedzie grupa Coxetera (W, S), gdzie S - ustalony zbiér generatoréw liczno-
Sci n < 00, za$ V niech bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa wymiaru n. Ustalmy baze
(es)ses tej przestrzeni. Definiujemy na niej forme dwuliniowa (-|-): V x V' — R wzorem

<€ ‘€t> = o8 mt,t gdy Mgt < 00
S -1 gdy mst = OO

i rozszerzamy przez dwuliniowo$¢ na cale V' x V. W literaturze konstrukcje te spotyka
sie pod nazwa forma Titsa. Oczywiscie (-|-) jest symetryczne oraz (esles) = 1 dla s € S.
Definiujemy kanoniczna reprezentacje W na V. Dla x € V niech:

p(s)(z) =z — 2(x|es)es, seSs.
Mamy nastepujace wtanosci:
Fakt 3. Dla s,t € S, x,y € V zachodzi:
o p(s)?=1,
o (p(s)z|p(s)y) = (z|y),
e rzqd p(s)p(s’) to dokladnie my,
e p jest reprezentacjq wierng.

Ktére pozwalaja nam faktycznie méwié, ze to jest reprezentacja (pseudo-)ortogonalna
(forma moze mie¢ duze jadro). Rozwazamy teraz system pierwiastkéw @ dla tej reprezen-
tacji, niech wiec ® = {p(w)es:s € S, w € W}. Znane sa nastepujace wlasnosci systemu
pierwiastkdw:



Fakt 4 (Bourbaki). Dia ¢ € ® mamy ¢ = Y ases, gdzie wszystkie wspotczynniki as sq
tego samego znaku (mozna zatem pisaé ¢ > 0 lub, odpowiednio, ¢ < 0).
Ponadto, p(s)(p) < 0 dla pewnego ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p = es.

Powyzszy fakt motywuje zatem pisanie @+ = {p € ®:¢p > 0} oraz &~ = —d*. Dla
krétkosci opuszczaé bedziemy symbol p méwiac o dziataniu grupy W na V. Oznaczajac
przez # licznos¢ zbioru, zdefiniujmy teraz funkcje n: W — N wzorem:

n(w) = #(@TNw ™) = #{p > 0:wp < 0} = #(@N\w 'e™)

Funkcja n daje nam kombinatoryczna interpretacja funkcji dtugosci stowa w grupie Coxe-
tera (W, S). Precyzyjniej, zachodzi nastepujace

Twierdzenie 5. Dia dowolnego w € (W, S) mamy n(w) = l(w).

Dowdd tego klasycznego wyniku mozna odnalezé np. w [6], chapter 2. Niech G = (V, E)
bedzie grafem sp6jnym; odleglo$é (metryka) grafowa jest zakodowana w E: dg(z,y) =
d(x,y) to dlugo$¢ najkroétszej Sciezki w grafie, ktora taczy =,y € V. Dla sformulowania
glownego twierdzenia tego rozdzialu potrzebna jest

Definicja 2. Metryka jest warunkowo ujemnie okreslona (oznaczamy przez (CND)), gdy:
VAV = C (#supp()\) < oo A Z Az) = 0) = Z AMz)A(y)0(z,y) <0
zeV z,yeV
Metryka jest silnie warunkowo ujemnie okreslona (oznaczamy przez (SCND)), gdy:
VAV —C (O < #supp(A) < oo A Z AMz) = O) = Z AMz)A\(y)o(x,y) <0
xzeV z,yeV

Warunek (SCND) nalezy rozumieé jako: nieréwnoéé¢ z definicji (CND) jest zawsze
ostra, z wyjatkiem trywialnej przeszkody w postaci zerowego uktadu wpsétczynnikow.

2.2 Proste fakty o wolnych grupach Coxetera

Kluczowa dla naszych rozwazan obserwacja jest zawarta w ponizszym fakcie:
Fakt 6. Jesli s,t € S oraz w € W sq takie, Ze w(e;) = e, to s = wtw™!.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze

(w™ (v)ler) = (vlw(er)) = (vles) (2.1)

gdzie pierwsza réwnos¢ wynika z ortogonalnosci reprezentacji, za$ druga to zatozona wta-
snoéé¢ w. Rozwazmy y = wtw™'s. Wtedy dla dowolnego v € V mamy:

y(v) = wtw ™ (v — 2(v|es)es) = wt(w H(v) — 2(v]es)w (es)) =

— wt(w ™ (v) + (—2(vles))er) = w(w ™ (v) — 2w (V)]er)es + 2vles)er)

— ww™ () =,

co wobec wiernosci dziatania daje nam, ze y = e, co konczy rozumowanie. O



Whniosek 7. W wolnej grupie Coxetera nigdy nie zdarzy sie, by w(e;) = es dla pewnych
s,t €S oraze#weW.

Dowdd. Zatébzmy a contrario, ze mamy taka sytuacje. Wtedy z poprzedniego faktu, s =

wtw™". Niech w = s1 - ... - s; bedzie zapisem w w najkrétszej postaci. Poniewaz w wolnej
grupie Coxetera nie ma zadnych relacji poza trywialnymi, za§ s =s1-...-s;-t-s;-...- 81,
musza zachodzi¢ jakie$ skracania, a jedyne mozliwe to te postaci u? = e dla pewnego

generatora u € S. Skoro lewa strona ma dilugos¢ 1, po prawej musi zachodzié¢ skracanie,
wiec to skracanie musi byé¢ dokladnie na koncu w, czyli s; = t. W takim razie pozostaje
napis sy - ... 8-1-88-1- ... S1, ktéry jest w formie nieskracalnej, bowiem wczedniej
napisaliémy w w formie nieskracalnej, wiec w szczegdlnosci s;_1 # s;. Skoro stowo to jest
nieskracalne, a ma dtugosé 1, to l = 1 1 w szczegdlnosci w = t. Mamy zatem: s =t-t-t = t,
ale w tej sytuacji s(es) = —es # es, co konczy rozumowanie. O

Whniosek 8. Niech s1,...,8;,8 € S, za$ grupa Coxetera (W, S) bedzie wolna. Wowczas
Sk ... s1(es) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy s1 = s.

Dowdd. Nim zaczniemy dowdd, zbierzmy potrzebne obserwacje. Oczywiscie, t(es) = es +
2e;, wszak (esle) = —1 dla s # t. W takim razie takze

t(Z ases) = Z ases + (2( Z Q) — ey (2.2)

s€S seS\{t} seS\{t}

Zalézmy najpierw, ze s # s1. Aby dowies¢ powyzszego faktu, dowiedziemy indukcyjnie
ze wzgledu na dlugosé¢ stowa [, ze dla w; = s;- ...+ s1 w postaci zredukowanej oraz
o1 = wies) = Ygegales clag B = max{al:s € S} jest dcidle rosnacy, a najwyzszy
wspotczynnik stoi przy e, , czyli wektorze odpowiadajacemu ostatnio dokonanemu odbiciu.
Dla I = 1,2 teza jest oczywista, a wobec (2.2) krok indukcyjny takze (w odpowiedniej
sumie poprzedni najwiekszy wspélczynnik pojawia sie¢ dwukrotnie, wiec jego dwukrotnosé
pomniejszona o co$ Scisle mniejszego jest wieksza od wyjsciowego wspdlczynnika). Skoro
ciag f; jest Scisle rosnacy, a poczatkowy wektor byl w dodatnim oktancie, takze i koncowy

tam bedzie. W druga strone: jesli s; = s, to s - ... S2-s1(es;) = S - ... Sa(—es,) =
—Sk-...-s2(es; ), bo dzialanie jest liniowe, a wobec poprzedniego kroku, si-...-sa(es,) > 0,
czyli sg - ... s2-51(es,) <O. O

2.3 Gléwny rezultat
Wykorzystujac powyzsze mozna udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 9 (Bozejko-Januszkiewicz-Spatzier). Niech (W, S) bedzie grupg Cozetera,
® jej systemem pierwiastkowym z dodatnim oktantem ®.

1. Funkcja W 3 w — a(w) = Yo+ — Xo+ € 2(P) jest I-kocyklem lewej regularne;
reprezentacji (W, S) na £2(®) (xa to funkcja charakterystyczna zbioru A).

2. Dla v,w € W zachodzi tozsamosé 21(w™ ) = |la(v) — a(w)]|?
3. Funkcja dlugosci stowa na (W, S) jest (CND).

Dowéd. 1. Dlaw € W mamy l(w) = l(w™!) = #{p € ®T:wp < 0}, wiec nosnik funkcji
a(w) jest skonczony, zatem a(w) € £2(®). Tozsamoéé kocyklowa jest oczywista, bo
w - Oé(t) = Xuwtd+ = Xwd+-



2. Dla dowolnych dwu zbioréw A, B zachodzi: (xa — xB)?> = |xa — XB| = X4aB-
Zatem w naszym przypadku, dla w,v € W oraz ¢ € ® mamy: |x,o+ — Xea+|(©) =
Xuwd+\td+ (p)+ Xtd+H\wd+ (), zatem sumujac z kwadratem po wszystkich elementach
® mamy, ze

[|ev(w) ||2 Z [Xwa+ — Xtc1>+| Z IXwo+ — Xeat|(p) =
ped ped
=) Xworuor (9) F D Xeorwa+ (9) = #(ER\wP™) + #(wdT\tdT) =
ped ped

= #(@N\twdT) + #(@N\w e ") = n(t  w) + n(wt) = 2w t).

3. Ustalmy \: (W, S) — C. Mamy
Yayew M2)A(y)d(z,z) = QZzyGW Mz)A(y) ez ) a(z)|* =
L yew A@AW){al@) - aly)|a(@) - aley) > 3 z ,yem DA ll) ]|+
+1 e yew A AW eI = Sayew A@)A@) (al@)|aly)) = ()
przy czym pierwsze dwa sktadniki sa réwne zeru ze Wzgle;du nato, ze y_,cw A(x) =0,

za$ trzeci mozna napisa¢ w tej postaci, gdyz (a(z)|a(y)) € R. Kontynuujac te ra-
chunki mamy, ze:

() =~( ¥ A@a@)] ¥ Awa®) = | X va@)| <o @3)

zeW yeWw zeW

O
Whniosek 10. Wolne grupy Coxetera majg wilasnosé (SCND).

Dowdd. Wobec tozsamosci (2.3) wystarczy pokazaé, ze dla danego ukladu A1, ..., Ay € C
takich, ze Zévzl Aj =0, H;VZI Aj # 01 parami réznych punktéw z1,...,2xy € W funk-
cja F(p) = N, Mia(z;) () nie jest tozsamo$ciowo réwna zeru. Przypomnijmy sobie, ze
o) = Xpa+ — Xo+, tak wiec wobec faktu, ze SN | \; = 0 mamy

N N N N N
> oXio(m) =D Ai(Xaot — Xa+) = D AiXaat — D AiXa+ = D AiXao+
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

Zauwazmy, ze:
¢ ex®T ={zp:p>0} < Tp>0 z(p)=¢ < z7'(¢)>0.

Najprosciej pokazadé, ze F' nie jest tozsamo$ciowo rowna zeru poprzez wskazanie konkret-
nego elementu, na ktérym przyjmuje ona niezerowa wartosé. Postaé tej funkcji sugeruje
szukanie takiego ¢, ktéry bedzie naleze¢ do nosnika dokladnie jednego sposrod x,.¢+ -
wtedy funkcja da na nim warto$¢ \; - albo, rownowaznie, szukanie takiego ¢, ktory siedzi
we wszystkich zbiorach z;®" z wyjatkiem jednego - wtedy F(p) = —\;.

Rozwazmy teraz najdtuzsze stowo wsréd z1,...,zx - bez straty ogdlnosci niech bedzie
to x1 i niech jego najkrétsze przedstawienie to z; = s1 - ... s;. Rozwazmy element
©=251"...-S1—1(es;) = 81-...-51-1-51-51(es,;) = x151(€s,). Zgrupujmy kilka jego wlasnosci

1. ¢ > 0 - to wlasnie po to napisaliSmy wniosek 8.

2. ¢ ¢ x1®T: wobec ciagu réwnowaznosci chwile wezedniej sprawdzamy, ze :Ufl(go) =
a:l_l(xl -si(es,)) = si(es;) = —es, < 0.



3. ¢ € x;®T przy i > 1: poniewaz wybraliémy najdtuzsze slowo, skracania powoduja,
ze xi_l - x1 - 8¢ ma dlugos$é co najmniej 1 i nie jest to s;, jesli ma dlugosdé 1, a jesli
wigksza, to wobec wniosku 8, poniewaz pierwsza litera tego stowa jest rozna od sy,
jest to element dodatni.

Mamy zatem, ze ¢ ¢ x1®T oraz ¢ € x;®% dla i > 1, co pozwala nam policzy¢, ze
S AiXae (9) = o A =~ #0. O



Rozdziat 3

Podstawowa przeszkoda do
posiadania wlasnosci (SCND)

Niech G = (V, E) bedzie grafem spdjnym; odleglosé (metryka) grafowa jest zakodowana
w E: Op(x,y) = 0(x,y) to dlugosé najkrotszej Sciezki w grafie, ktéra taczy z,y € V.
Przygladajac sie definicji (SCND), mozemy podsumowaé kilka prostych uwag.

Uwaga 1. W naszych rozwazaniach nie jest istotne, czy graf jest prosty, czy nie: po-
tencjalne wielokrotne krawedzie i jednopunktowe petle i tak nie bedg wplywaé na dlugosc
nagkrotszej drogi miedzy ustalonymi punktami grafu.

Uwaga 2. Niech Gg C G bedzie podgrafem takim, Ze ta inkluzja jest izometrycznym wio-
Zeniem grafow traktowanych jako przestrzenie metryczne. Jesli G ma metryke (SCND),
to Gg tez.

Uwaga 3. Poprzednia uwaga mowi przede wszystkim o tym, Ze jesli w grafie znajdziemy
maly podgraf bez (SCND) - taki, Ze dodatkowe krawedzie w duzym grafie nie wplywajg na
odleglosci w malym grafie, to i wyjsciowy graf nie moze mie¢ (SCND).

Definicja 3. Prostokqtem w grafie nazwiemy taki uktad czterech wierzchotkéw (x;)iq,
ze ich macierz odleglosci ma postac:

0 k n+k n
n n+k k 0

Fakt 11. Graf zawierajgcy prostokqt nie moze mieé¢ metryki (SCND).

Dowdd. To proste: wektor v = (1,—1,1,—1) jest w jadrze macierzy metryki, co nalezy
czytaé: funkcja A(z;) = (—1)"t1, A(z) = 0 dla = # z;, przy oznaczeniach jak wyzej, zeruje
szukang sume. O

Fakt 12. Jesli w grafie minimalny cykl ma dlugo$é parzystq, to daje sie wen wpisac
prostokaqt.

Dowdd. Narysujmy ten najkrétszy cykl, niech ma on dlugosé 2n + 2. Przy Ll o2

oznaczeniach jak obok, macierz wzajemnych odleglosci (xi)?zl ma, postac:
0 1 n+1 n . .
1 0 n n+1 . .n
— N —
D = [8(x1’x])]i,j=1 - n4+1 n 0 1 ) ° °
n n+1 1 0
T4 T3

10



bo gdyby d(x1,z4) < n, to istnialby ciag krawedzi laczacy x1,x4 dlugosci mniejszej
niz n, ten uktad krawedzi wraz z ukladem krawedzi z minimalnego cyklu tworzylby
cykl o dlugosci < n +n < 2n + 2, sprzecznos¢. To samo dla 9(z2,x3), podobnie dla
8(%’1,1‘3),8(1’2,.@4). ]

Fakt 13. Jesli grupa Cozetera ma nietrywialng relacje, to nie ma wilasnosci (SCND).

Dowdd. Rozwazmy s # t takie, ze ms; > 2 jest minimalne wéréd relacyj. Wystarczy
teraz zauwazy¢, ze podgrupa naszej wyjsciowej grupy Coxetera generowana przez te dwa
elementy ma graf Cayleya bedacy 2m,; > 4-katem foremnym, zatem mozna w nim znalezé
prostokat. Z drugiej strony, wlozenie tej podgrupy w wyjsciowa grupe zachowuje odlegtosci
miedzy punktami na grafie Cayleya tej podgrupy, bo jest to najkrétszy cykl - specjalnie
wybraliSmy najmniejsze m ;. O

Ten fakt, wraz z ostatnim wnioskiem z rozdzialu 2, dowodzi zaanonsowanego we wstepie
twierdzenia 1.

11



Rozdziat 4

Konstrukcja 1I: Interpretacja
geometryczna

4.1 Konstrukcja Schoenberga

Zaczniemy od kilku prostych faktéw i definicyj.

Definicja 4. Jagdrem hermitowskim na zbiorze X nazwiemy funkcje K: X x X — C
takg, Ze K(z,y) = K(y,2).

Definicja 5. O jgdrze hermitowskim K powiemy, Ze jest [warunkowo] dodatnio (ujemnie)
okreslone, jesl

YAX - C > A2)A)o(z,y) =0 (<0) [dla > Ax)=0]
z,yeV zeX

Oczywiscie K jest [warunkowo| dodatnio (ujemnie) okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy
—K jest [warunkowo| ujemnie (dodatnio) okreslone, wiec dla ustalenia uwagi, wszystkie
pojawiajace si¢ w tym rozdziale dalej jadra beda [warunkowo] ujemnie okreslone.

Fakt 14. Niech K bedzie jodrem ujemnie okreslonym. Wowczas istnieje przestrzen Hil-
berta H oraz odwzorowanie v: X — H takie, ze (y(z)|v(y)) = —K(z,y).

Dowdd. Dowdd jest bardzo prosty: rozwazmy przestrzen liniowa
FIN(X)={f:X — C: #supp(f) < +o0}
oraz pre-iloczyn skalarny na tej przestrzeni zadany przez formule

(floypin == Y f(@)g(x)K(z,y).

r,yeX

Dzieki ujemnej okreslonosci K, jest to forma dodanio okre$lona, zatem wobec nieréwno-
sci Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwartza, zbiér N = {f € FIN(X) : (f|f) = 0} jest
podprzestrzenia liniowa w FIN(X). Definiujemy teraz

P

H=FIN(X) /5

gdzie duza tylda oznacza uzupelnienie, za$ vy(x) = d,+N. Sprawdzenie, ze tak zdefiniowane
odwzorowanie spelnia teze faktu, jest natychmiastowe. O
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FLatwo zauwazy¢, ze dowolne takie odwzorowanie zadaje jadro ujemnie okreélone przez
powyzszg formule, jest to zatem charakteryzacja jader ujemnie okreélonych.

Fakt 15. Niech A bedzie warunkowo ujemnie okreslonym jgdrem na zbiorze X. Wtedy
istnieja: jadro ujemnie okreslone K oraz funkcja F: X — C takie, ze K(x,y) = A(z,y) +

Dowdd. Ustalmy dowolny e € X, definiujemy
K(xv y) = A(‘Ta y) - A(JE, 6) - A(e7 y) + A(ev 6)

F(z) = —A(x,e) + %A(e, e).

Dzieki hermitowskosci jadra A powyzsza formula jest spetniona, pozostaje sprawdzi¢, ze
jadro K faktycznie jest ujemnie okreslone. Dla f,g € FIN(X) (zdefiniowane jak poprzed-
nio) oznaczmy

(floya= D Alz,y)f(x)g(y),

z,yeX

analogicznie wprowadzamy symbol (-|-)x z jadrem K w miejscu A. Zauwazmy, ze

15 = (F1)a = t8el f)a —T(f10e) + [t (Belde)a = (f — el f — tde) a,

gdziet =3 cx f(x), oraz 3, cx (f(x)—tde(x)) = 0, wiec jadro K faktycznie jest (CND).
O

Twierdzenie 16 (Schoenberg). Niech (X, d) bedzie przestrzeniqg metryczng. Jesli metryka
d jest (CND), to istnieje przestrzen Hilberta H oraz odwzorowanie o: X — H takie, Ze
la(z) —a(y)||? = d(z,y) (toisamosé te traktujemy jako definicje wlozenia kwadratowo-
izometrycznego).

Dowdd. Dowdd jest bardzo prosty: wobec poprzedniego faktu,
d(z,y) = K(z,y) + F(z) + F(y) = K(z,y) + F(z) + F(y),

gdzie F(z) = —d(z,e) dla pewnego ustalonego e € X (wiec w szczegélnosci jadro K jest
rzeczywiste). Rozwazmy przestrzen H i odwzorowanie v jak w fakcie 14. Kladac a: X — H,
a(zr) = %'y(x), bezposredni rachunek daje nam teze. O

Latwo zauwazy¢, ze kazde odwzorowanie o powyzszych wlasnoéciach pokazuje warun-
kowa ujemng okreslono$é¢ metryki, jest to wiec charakteryzacja przestrzeni metrycznych,
ktore wkladaja sie kwadratowo-izometrycznie w przestrzenie Hilberta. Naturalnym jest
zadanie pytania, co wiecej mozna powiedzie¢ o powyzszym odwzorowaniu, jesli metryka
jest (SCND). Okazuje sig, ze oznacza to dokladnie, iz obraz przestrzeni metrycznej przez
powyzsze odwzorowanie jest afinicznie niezalezny. Detale zebrane sa w ponizszej sekcji.

4.2 Kilka uwag o afinicznej niezaleznosci

Ustalmy uktad wektoréw {vo,...,v,} C V, gdzie V - przestrzen wektorowa nad cialem K

(w zasadzie do zastosowan istotne bedzie tylko cialo R). Potrzebna bedzie informacja

o wspoélezynnikach (jadro préoby konstrukeji bazy dualnej do ustalonych wektoréw):
U={(A, ..., \) € KM : Z)\kvk: 1,

jasnym jest, ze ten zbiér stanowi przestrzen liniows.

13



Oznaczmy takze:

W, = aff span{vg,...,vn} = { Z e Vg Z A = 1},
k=0 k=0

Kith = { (X, ..., M) € KMo Y 0 =0}
k=0

Jak powszechnie wiadomo, istnieje jedyny w € W, taki, ze W,, — w jest podprzestrzenia
liniowa V - jej wymiar traktujemy jako definicje wymiaru W,,. Rozpocznijmy formutujac
nastepujacy

Fakt 17. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) dim W,, = n,

(b) Uktad wektorow {vi — vy, ..., v, — v} jest liniowo niezaleiny,

(¢c) Ko™ nU = {0} (a zatem w szczegdlnosci U jest co najwyzej jednowymiarowy),

(d) (w przypadku, gdy K = R ) istnieje jedyna n — 1-wymiarowa sfera w V', na ktdrej lezg
wszystkie punkty {vo,...,vn}.

Dowdd. Pokazmy najpierw, ze W, — w = span{v; — vg,...,v, — v9}. Oznaczmy w =
Y h—o wrvg dla pewnych wspélczynnikow wy.

C:

n n
TEWp—w < z+weW, < IAo,.... M) z+w=> Nvp, > Ip=1,
k=0 k=0

wtedy oczywiscie z =31 _(( Ak — Wk )Uk=>_1—o AUk, gdzie w naturalny sposéb \j = A —wy.
Oczywiscie Y j_o A;, = 0, wigc A\ = — > 1_; A}, skad mamy takze, ze

n n n
r=— Z Ao + Z PYRTRES Z N (vg — vg) € span{vy — vg, ..., v, — o}
k=1 k=1 k=1

D: dowdd jest w zasadzie taki sam,

n
x € span{v) — vg,...,Vp —Vo} = T = Z)\k(vk —9)
k=1
dla pewnego ukladu wspétezynnikéw (Mg, ..., A,). Kladac A\g = — >_j_; Ax mamy, ze
T =310 Vg oraz > p_o A = 0. Wtedy > 1_o(Ax + wg) = 1, zatem

n

r+w= Z()\k + wg)v, € Wy,

k=0
Roéwnowaznosé (a) i (b) z powyzszego juz wynika, wszak uktad {vi—vo, ..., vp—v0} jest
liniowo niezalezny <= n=dim span{v—vy, . .., v,—vp } = dim (W,,—w) <= dim W,, = n.

(b) <= (c): jedli mamy uklad skalaréw (Ao, ..., \,) € KBTI NU, to Ag = — 71 M
oraz oczywiscie 0 = Y 1o AUk = D jpeq AUk — Do pe1 AV0 = 2 _p—q Me(Vk — v0), cO wobec
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liniowej niezaleznosci {v1 — v, ..., v, —vo} pociaga, ze A\ = 0 dla kazdego k = 0,1,...,n.
Odwrotnie: jesli mamy uklad skalaréw (A1,...,A\,) taki, ze 0 = Y17 1 A\g(vk — vg), to
dookredlajac jak wezesniej \g = — S.7_; A, mamy, ze (Ao, ..., \,) € KiT nU = {0}, co
dowodzi liniowej niezaleznosci uktadu {v; — v, ..., v, — vo}.

(b) <= (d): Jasnym jest, ze trzy rézne punkty na plasczyznie, jesli nie sa wspétliniowe,
wyznaczaja okrag. Dalej rozumujemy indukcyjnie: wobec (b) skoro {vq — vy, ..., v, —vo}
jest liniowo niezalezny, takze {v1—vy, ..., vn—1—v0} jest liniowo niezalezny, wiec z zalozenia
indukcyjnego istnieje n — 2-wymiarowa sfera S w {v,, — vo}*: niech jej érodek nazywa sie
x. Rozwazmy teraz rodzine n — l-wymiarowych sfer S; o srodkach w x + ¢ - (v, — vg)
dla t > 0 i promieniach takich, by {v, —vo}* N'S; = S dla kazdego t > 0 - jasnym
jest, ze dla kazdego t istnieje jedyny taki promien. Krétka obserwacja méwi nam takze,
ze tylko dla jednego t pewna sfera S; zawiera punkt v, oraz kazda sfera S’ zawierajaca
wszystkie te punkty musi spetniaé¢ {v, —vo}+ NS’ = S (dla naturalnego iloczynu skalarnego
w R™, wiec musi by¢ tozsama z wlasnie skonstruowang sferg S;. Odwrotnie: jesli mamy
uktad punktéow {vy,...,v,} nie spelniajacy zalozenia (b) i mamy jaka$ n — l-wymiarowa
sfere S o srodku w x spelniajaca warunek d, w V istnieje jakis kierunek ortogonalny do
span{v; — vg,...,v, — vo} 1 przesuwajac ¢ w tymze kierunku ortogonalnym w podobny
sposob jak wcezeéniej dostajemy nieskonczenie wiele sfer zawierajacych wspomniane wyzej
punkty. O

W momencie pisania autorowi wydawalo sie, ze warunek (d) bedzie uzyteczny - okazalo
sie, ze nie, ale poniewaz jest w jakim$ sensie tadny, pozostal on w powyzszej klasyfikacji.
Niemniej jednak, dzieki temu faktowi poprawna jest nastepujaca

Definicja 6. Uklad wektorow { vy, ..., v, } C V nazwiemy afinicznie niezalezZnym
jgesli zachodzi ktorykolwiek (réwnowaznie: kazdy) z powyzszych warunkéw (a), (b), (c), (d).

Wykorzystamy jeszcze jeden, bardzo klasyczny, wynik.

Twierdzenie 18 (Courant-Fischer-Weyl). Jesli A jest macierzq symetryczng n X n nad
R, zas§ A\1 = Ao > ... = A\, to wartosci wlasne tej macierzy, to wyrazone sq one formulg

Ak = max{min{ <2173’§>;> cx e Ve #0}: V <R", dimV = k}

A
Ak = min{max{<< T|x>> cxeVe#0}: V<R, dimV =n—k+1}
x|z
Dowdéd tego twierdzenia w powyzszej wersji jest elementarny, za$ jego znacznie ogdlniej-
szg wersje, dla operatoréw zwartych na przestrzeni Hilberta, mozna odnalezé na przyktad
w [11], chapter XIII.

Fakt 19. Jesli G = (V, E) jest skoriczonym grafem z wlasnoscig (CND), za$ o : V — H
jest wspomnianym wioZeniem, to nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) 0 ¢ o(D), gdzie D : £2(V) — £2(V) jest zdefiniowany jako Dy, = 3 ,cy O(w,v)d,
(innymi stowy, macierz D metryki jest nieosobliwa),

(b) Uklad wektorow {a(v) : v € V'} jest afinicznie niezalezny,
(¢) G ma wlasnosé¢ (SCND).
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Dowdd. (¢) <= (a): wprost z twierdzenia mini-maksowego Couranta-Fischera-Weyla
o wartosciach wtasnych macierzy.

(¢) <= (b): poniewaz 0(v, w) = |la(v) — a(w)||* = [|a(v) > + [l(w) [|* = 2cx(v) |ex(w)),

mamy:

2| ¥ A@)a()? = 2 AN a(w)a(w) = S AE)Nw) >||2+|ra<w>||2—a<v,w>)

veV v,weV v,weV

~ (X 20)( X Awat H2> (S )(ZA la)IF) - SACN @, w),
veV veV veV veV v,weV

jesli wiec wezmiemy dowolny ukltad wspélczynnikow A : V' — C taki, ze Y oy A(v) = 0

widzimy, ze ostatnia strona tozsamosci jest réwna wielkosci z definicji (SCND), wiec jest

ona dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy uklad wektoréw {a(v) : v € V} jest afinicznie

niezalezny (definicja (¢)). O

Mozemy sformutowaé nastepujacy

Whniosek 20 (Finitarnosé). Jesli G = (V, E) jest (CND), to G jest (SCND) wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy skoriczony podgraf metryczny Go C G ma wlasnosé¢ (SCND).

Dowdd. =-: Jesli G ma wlasnos¢ (SCND), to oczywiscie kazdy metryczny podgraf tego
grafu takze ma te wlasnosé, zgodnie ze sformutowana juz uwaga 2.

<: Jedli kazdy skonczony podgraf metryczny ma te wlasnosé, to dowolna A\: G — C
ma noénik zawarty w jakims$ skonczonym podgrafie metrycznym: wystarczy zauwazyé, ze
dany skonczony uktad punktéw wyznacza nam skonczong macierz wzajemnych odlegtosci,
wiec punkty te mozemy modelowaé na jakims skonczonym podgrafie, ktéry - dzieki temu,
ze jest modelem dla tego uktadu wzajemnych odlegtodci, jest izomorficzny z metrycznym
podgrafem wyjsciowego grafu. Poniewaz zwiazane z tym ukladem skalaréw wlozenie daje
obraz afinicznie niezalezny, szukana wielkos¢ jest niezerowa. O

Whniosek 21 (Pytanie Fendlera). Dia grafu skoriczonego G = (V, E), minimalny wymiar
przestrzens Hilberta H dopuszczajgcej takie wiozenie wynosi #V — 1.

Dowadd. Dzieki temu, ze obraz przez « jest afinicznie niezalezny, wynosi co najmniej #V —1.
7 drugiej strony, jesli « jest wlozeniem takim, ze obraz jest liniowo niezalezny, mozemy
ztozy¢ to odwzorowanie z translacja i przesta¢ dowolny (ustalony) wierzchotek w 0 € H;
obraz zlozenia nie moze by¢ liniowo niezalezny, wiec w szczegdlnosci, rozpinana przez
obraz podprzestrzen Hilberta ma wymiar istotnie mniejszy niz #V, co daje szacowanie
przeciwne. O

4.3 Suma Markowa. Fundamentalny lemat konstrukcyjny

Konstrukcja, ktéra bedzie uzywa we wszelkich wyliczeniach, sprowadza sie do obserwacji
poczynionej juz niegdys$ przez M. Bozejke [3]: niech dane beda dwa grafy, (Vi, E1), (Va, Ea)
ze zbiorami krawedzi, ktorych pisanie bedziemy dalej pomijaé, i ustalone punkty v; € V;.
Tworzymy graf V. = ViUV jo=: V] 4k, Vo = Vi x Vo, gdzie relacja jest najprostsza z moz-
liwych: v; ~ v i nic poza tym. W literaturze, teoretycy graféw nazywaja te konstrukcje
sumq Markowa grafow, zas topolodzy - bukietem zbazowanych przestrzeni topologicznych.

16



Graficznie oznacza to dokladnie tyle, ze sklejamy te dwie przestrzenie jednopunktowo.
W szczegdblnosci, metryka na V' jest zadana przez:

O1(z,y) gdy z,y € Vi,
O1(z,v1) + O2(ve,y) gdy z € Vi,y € Vo,
Oa(w,v9) + O1(v1,y) edy =z € Va,y€ Vi,
d2(,y) gdy =,y € Va,

8(‘T7y) =

gdzie 0; to metryka na V;, i = 1,2. Suma Markowa graféw jest wazna z punktu widzenia
wolnej probabilistyki i analizy spektralnej na grafach: macierz incydencji takiej konstrukcji,
traktowana jako operator na £?(V') rozpada sie na sume dwu boolowsko niezaleznych ope-
ratorow: macierzy incydencji graféw sktadowych. Ponadto konstrukcja ta jest przydatna
do innych konstrukeji teoriografowych, jak produkt grzebieniowy (zwiazany z monotonicz-
na niezaleznodcia) oraz produkt wolny (zwiazany z wolnoscia), wiecej szczegéléw mozna
odnalez¢é na przyklad w [9]. Prawdziwy jest nastepujacy

Fakt 22. Jesli V; 3 v; sq grafami z wyréznionymi punktami posiadajgcymi (SCND), to
Vi x Vo tez ma (SCND).

Dowdd. Niech a;: V; — H; beda wlozeniami jak w poprzedniej sekcji, przy czym, poniewaz
wszystkie wlasnosci wlozenia zostana zachowane, jesli ztozymy je z przesunieciem, mozna
bez straty ogdélnosci przyjaé, ze a;(v;) = 0. Definiujemy o = a; @ ag: Vi * Vo — Hy @ Ho
i jasnym jest, ze wlozenie to, zgodnie z definicja metryki na produkcie Markowa graféw, jest
kwadratowo-izometryczne: dzieki temu, ze przestrzenie te sg ortogonalne w sumie prostej
oraz twierdzeniu Pitagorasa, odwzorowanie to spelnia formute kwadratowej izometrii; raz
jeszcze dzigki ortogonalnoéci, obraz przez o grafu Vi x Vs jest afinicznie niezalezny. O

Produkt grzebieniowy dwu graféw (patrz na przyktad [9] albo [10]) konstruuje sie
w podobny sposéb: niech dane beda dwa grafy, (Vi, E1), (Va, E3) ze zbiorami krawedzi,
ktorych pisanie bedziemy dalej pomijaé, i ustalony punkt ve € V. Tworzymy graf V =
Vi by, Vo = Vi > Vo przez doklejanie do kazdego punktu Vi kopii Va zbazowanej w vg,
czyli: dla kazdego wierzchotka v € V] wykonujemy operacje opisana przez sume Markowa
V1 v, Va. Dzieki poprzedniemu spostrzezeniu mamy oczywiscie nastepujacy

Fakt 23. Jesli V; sq grafami jok wyzej posiadajacymi metryki (SCND), to Vi > Va tez
jest (SCND).

Produkt wolny graféw ma znacznie zmudniejszg konstrukcje, choé¢ dla osoby zaznajo-
mionej z konstrukcja grupy wolnej nie jest niczym zaskakujacym. Formalnie definiuje sie
go nastepujaco: dla rodziny zbioréw z wyrdznionym punktem (S;, e;);er definiujemy ich
produkt wolny jako zbiér z wyréznionym punktem (S, e) = (x;c75;, €), gdzie:

S={e}U{s1...5m s €S \{ei} oraz iy # iz # ... # iy, m € N}.

Zbiorem wierzchotkéw produktu wolnego graféw jest zbidr *;ecr(V;,v;). Odpowiadajacy
produktowi wolnemu graféw (V;, F;);cr zbior krawedzi definiujemy przez:

*icr By = {{vu,vu'} 1 {v,0'} € U E; oraz u,vu,v'u € *;e1Vi}.
el

Wiecej o tej konstrukeji mozna znalezé na przyktad w [1]. Dzieki temu, ze w G1* G2 mozna
wybraé rosnacy ciag podgraféw {H,} taki, ze

e H, powstaje poprzez skofniczenie wiele powtérzen operacji sumy Markowa dla graféw

G17G27
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e H, daje sie izometrycznie wlozy¢ w G * Ga,
e (31 * (G5 jest granica induktywna H,,.
mamy juz za darmo nastepujacy

Fakt 24. Jesli (V;,v;), 1 = 1,2 sq grafami z wyréznionymi punktami posiadajgcymi metryki
(SCND), to Vi * Vs, tez jest (SCND).

Najbardziej interesujace sa aplikacje tego zjawiska dla graféw Cayleya grup dyskret-
nych. Dzieki poprzednim faktom mamy nastepujacy

Fakt 25. Jesli I'; = (S;|R;), i = 1,2 sq grupami dyskretnymi takimi, ze Cay(T;, S;) jest
(SCND), to i Cay(Gy * G2,S51 U Ss) jest (SCND).

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze graf Cayleya produktu wolnego jest induktywnag granica
ciggu podgraféw utrzymywanych przez skonczona ilo$é operacji sumy Markowa graféw
C ay(Fi, Sz) O

Zauwazmy, ze grafy majace < 3 wierzchotki maja metryki (SCND) z pobudek czysto
arytmetycznych, wiec daje to nam zgrabniejszy dowdd twierdzenia z rozdziatu 2.
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Rozdziatl 5

Zastosowania 1 przyklady

5.1 Kilka prostych przyktadéw grafowych

Fakt 26. Kazdy graf pelny o n + 1 wierzcholkach ma (SCND) dla n € N.

Dowdd. W grafie takim wystarczy popatrzy¢ na maksymalna macierz metryki (czyli A o mak-
symalnym nosniku), gdyz jego podgrafy metryczne takze sa pelne. Ma ona postaé:

01 1 1
101 1
pD=|110 1
111 ...0

Wtedy dla dowolnego uktadu wspétczynnikéw A= (A, Ay, ..., A, Ans1)?, oznaczajac przez
A =P A mamy: DA = (A — A, A = Xgyoo o, A= Ay A= A1) T # 0 dla A # 0, co

wobec faktu 19(a) daje nam teze. O
Whniosek 27. (SCND) jest wlasno$cig metryki, nie grupy.

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze wobec powyzszego faktu, Cay(Z /4,{0,1,2,3}) ma wia-
snoéé (SCND), za$ dzieki faktowi 11, Cay(Z /4,{1}), nie. O

Fakt 28. (2n + 1)-kqt foremny ma wlasnosé¢ (SCND).

Dowdd. Oznaczmy przez 74 = XA — XA - funkcje przyjmujaca warto$¢ +1 na zbiorze
A oraz —1 na jego dopelnieniu. Z dokladnoscia do statej normalizujacej mozna napisaé
bardzo tadne wlozenie: k — 71 opy, gdy 0 <k <n, (n+k) — 71, 2k—1y, gdy 0 < k <
n + 1 i teraz krotka kontemplacja pozwala na stwierdzenie, ze wlozenie to faktycznie jest
kwadratowo-izometryczne oraz wierzcholki sa liniowo (wiec w szczegdlnosci: afinicznie)
niezalezne. O

Whiosek 29. PSL(2,Z) = Z /9 x Z /3 ma wlasnosé (SCND) wzgledem zbioru genera-

, 0 -1 0 -1
tomw{a,b}—{[1 0 ] ,[1 1 ] }
Dowéd. Wystarczy zauwazyé, ze (przy powyzszych oznaczeniach) a? = —Id = b, za$

dzieki temu, ze elementy te to dokladnie inwersja oraz ztozenie translacji z inwersja, przy
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interpretacji jako grupa izometrii ptaszczyzny hiperbolicznej H?, elementy te generuja cala
grupe, zatem po wydzieleniu przez {Id, —Id} mamy, ze

0 -1 0 -1
= =7 Z
PSL(2,2) <l1 0 ] >*<l1 1 ] )=5/2x5/3.
U
Fakt 30. SL(2,7Z) =2 /4 /o Z |4 nie ma wtasnosci (SCND) wzgledem zbioru gene-

mtoréw{a,b}:{l(l) _01 ] , [(1) _11 ]}

Dowdéd. Zauwazmy, ze w tej sytuacji, podobnie jak powyzej, mamy relacje a* = 1, ktora
jest najkrétsza relacja, wiec w tym grafie Cayleya mozna odnalezé prostokat, co daje teze
za faktem 12. O

Whniosek 31. Wiasnosé (SCND) nie musi by¢ dziedziczona przez rozszerzenia (SCND )-
(SCND) przez ciggi dokladne.

Dowdéd. Mamy ciag doktadny {e} — % /9 — SL(2,7) — PSL(2,7) — {e}, gdzie drugi i
czwarty element ciagu ma wlasno$é (SCND), za$ odwzorowanie zachowuje zbiér generu-
jacy (identycznosciwo), jednak graf Cayleya grupy tak rozszerzonej nie ma (SCND). [

Fakt 32. Produkt wolny z amalgamacjg nie musi dziedziczyé wlasnosci (SCND).

Dowdd. Rozwazmy Z /g *Z/3 Z |g = (a,bla®,a*b>), czyli ze zbiorem generatoréw w na-

turalny sposéb pochodzacym od posiadajacych wlasnosé Z /9 = (a|a®). Zauwazmy, ze
najkrétsza relacja w tej prezentacji to a® = b, ktéra ma dlugoéé parzysta, wiec za fak-
tem 12 mamy teze. O

Fakt 33. Suma prosta I'y @ I'y = (S1 U S3|R1 U Ry U {818281_152_1 0 s; € Si}) nie ma
(SCND )dla dowolnych grup I'; = (S;|R;), i = 1,2.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze w grafie Cayleya sumy prostej relacja postaci sy 8281_182_ !
dla s; € S; zadaje izometycznie wlozony prostokat. O

Fakt 34. Grupy wolne F,, majg wlasnos¢ (SCND) dla wolnego zbioru generatoréw.

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze rozwazany graf to *}!_,Z = *iﬁlz /2, o ktérym juz wie-
my, ze ma metryke (SCND). O

Definicja 7. Grupg Artina nazywamy grupe I zadang przez prezentacje: S - skoriczony
zbior generatorow, R = {(s,t)™st = (t,s)™st:s,t € S}, gdziemgsy € {2,3, ... }U{ o0}
(relacje (s,t)>° = (t,s)> interpretujemy podobnie jak w przypadku grup Coxetera: Zadna
sposrod (s, t)F = (t,s)* nie zachodzi dla k > 1), symbol (-,-)¥, oznaczajgcy uogélniong
relacje weztowq, jest uproszczong formaq zapisu iloczynu alternujgcego diugosci k, czyli
(s,t)3 = sts, (s,t)* = stst etc. T' = (S|R)

Fakt 35. (SCND) w klasie grup Artina charakteryzuje grupy wolne.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze dowolna uogdlniona relacja weztowa jest parzysta, wiec
teza wynika z poprzedniego faktu oraz faktu 11. O

Uwaga 4. Nie wiadomo w ogdlnosci, czy grupy Artina (a nawet grupy warkoczy, czyli takie
grupy Artina, w ktorych dla S = {s1,...,sn}, ms,s; = 2 dla |i — j| > 2, ms, 5,., = 3)
majg wlasnosé Haagerupa, w szczegdlnosci wiec: czy metryka dlugosci stéow jest (CND).
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5.2 Przyklad ciggly

W poprzedniej sekcji byto wiecej przyktadéw negatywnych niz pozytywnych, co pozwala
nabraé przekonania, ze zjawisko (SCND) jest dosé¢ efemeryczne. W szczeg6lnosci, przykla-
dy pozytywne - inne niz produkty wolne - wydaja sie by¢ niemal nieosiggalne, dlatego tym
ciekawsze jest odnalezienie takowego. Celem tej sekcji bedzie pokazanie, ze R™ z metryka
euklidesowa ma wlasno$¢ (SCND). Wykorzystamy nastepujace

Twierdzenie 36. Dla dowolnego t > 0 zachodzi

/ o= 2tmllzll ,~2midelz) g — t-c -
R (@ +lIgl*) =

gdzie ¢y, jest stalg zalezng jedynie od wymiaru i wynosi ¢, = F(%)\/E(fkfl),

Dowéd mozna odnalezé na przyktad w [13], chapter 1.

Twierdzenie 37 (Schoenberg). Metryka euklidesowa na R* jest (SCND).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze lim,, o n(ff%”x” —1) = —||z||. Ustalmy skonczony uklad
punktéw X C R*, uklad skalaréw A: X — C taki, ze >wex AMz) = 0. Mamy:

= A@)AW)llz -yl = lim 7 > M) My) (e wlell — 1) = lim n Y A@)A(y Yellel
z,yeX z,yeX e r,yeX

gdzie ostatnia réwno$¢ wynika z tego, ze >, x A = 0. Skorzystamy teraz z poprzedniego
twierdzenia, piszac odwrotng transformat@ Fouriera. Aby byé w zgodzie z poprzednimi

oznaczeniami, ktadziemy ¢ = % Kontynuujac:
. EVARY t-cg i (€|z—
— limn 3 )\(x)A(y)/ __ ok omilela-i)ge =
T aex RE (2 + 1607 =

a g [ Sewex AW
2mnmee Sl (12 4 g]12)

dg d¢
% lim | )\ 27rz £|x I / | 27T'L<£|m>
2 Z T % e

dzigki temu, ze funkCJa podcatkowa jest nieujemna i niezerowa, gdyz exponensy sa linio-
wo niezalezne (w przypadku jednowymiarowym jest to prosty wniosek ze znanego faktu
o wyznaczniku macierzy Vandermonde’a: przypadek ogélny sprowadzamy do przypadku
jednowymiarowego przez spostrzezenie, ze poniewaz uktad punktéw X C R* jest skoficzo-
ny, mozna dobra¢ prostg t-v krojaca sie ze zbiorem Ui#j{:z:i — xj}l # RF na 0 € R¥),
zatem dostajemy wyrazenie Scisle dodatnie. O

mi(§|z) e2mi f\y)dg —

Zauwazmy takze, ze jesli potraktujemy otrzymane wyrazenie jako funkcje na R™ 3 A,
gdzie m = # X, to jest to odwzorowanie ciagle, zas warto$¢ wyrazenia jest proporcjonalna
do ||A||?, wiec na sferze jednostkowej przyjmuje jakie$§ minimum. To motywuje sformuto-
wanie - potrzebnej w nastepnej sekcji - technicznej definicji.

Jednym z pytan, ktére motywowalo te badania, bylo to zadane przez Z. Skoczylasa
w [12]: czy dla dowolnych punktéw zq,...,xx € RE, (=1)" - det(||lz; — z||)131 ;58 < 07
Jasnym jest, ze poniewaz wyrazenie owe jest ciagle, wystarczy pokazaé, ze si¢ nigdzie nie
zeruje (i przetestowaé na jakims tatwym uktadzie punktéw) - stad tez pytanie o (SCND)
w przypadku innych znanych obiektéw, jednak brak ciggloéci, jak w przypadku przestrzeni
euklidesowej, wymusza zalozenie posiadania co najmniej (CND).
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5.3 Opis kwantytatywny
Celem tej sekcji bedzie nastepujace
Twierdzenie 38. Wsrdd R-grafow (SCND) charakteryzuje R-drzewa.

Oczywiscie jesli w R-grafie istnieje cykl, to analogon faktu 11 daje nam implikacje w
jedna strone. Opis kwantytatywny pozwoli nam uzyska¢ implikacje odwrotng. W tym celu
wprowadzona jest pomocnicza

Definicja 8. Metryka jest silnie warunkowo ujemnie okreslona (bedziemy dalej pisali, Ze
jest (SCND)) z ciggiem stalych ¢, > 0, gdy:

YAV —C (o < #supp(A) < oo A Y Ax) = 0) = > A@)AW)(z,y) < —cllAf3
zeV z,yeV

gdzie || - ||2 oznacza standardowq norme euklidesowq, zas n = #supp(A).

Fakt 39. Jesli (X;,x;) sq zbazowanymi przestrzeniami metrycznymi, ktorych metryki sq
(SCND) z ciggami statych ¢!, i = 1,2, to ich bukiet X1 V Xo ma metryke (SCND) 2

n’

ciggiem stalych ¢, = %min{c,lf,ci ck<n}.

Dowdd. Niech A\: X;V X3 — C bedzie uktadem skalaréw jak w definicji (SCND), rozwaz-
my funkcje:

A(z) gdy z € X;\{z},

Ai(@) =9 —Xyexi\fa AW) gdy z=u

0 gdy x € ngi\{l‘gfi}.
Zauwazmy, ze supp(\;) C X, D, cx Ai(x) = 0 oraz Ai(z) + A2(z) = A(x), ponadto przy-
najmniej jedna z tych dwu funkcyj jest niezerowa. Jesli jedna z nich jest zerowa (czyli
supp(A) C X; dla pewnego i), to teza jest oczywista. Zal6zmy, ze zadna z nich nie jest.

> (al2) + X(@)(Aa(y) + Ae(y))d(z, y) = Y M(@)M(y)d(e,y)

z,yeX1VX2 z,yeX1U~ X2

z,yeX1U~ X2 z,yeX1Un X2 z,yeX1U~ X2

Przy czym druga i trzecia suma jest réwna zeru: przekrdj nosnikéw tych dwu funkcyj
jest najwyzej jednopunktowy, a d(xi,z2) = 0. Korzystajac z zalozen, mozemy calo$é
oszacowac:

1
() < =¢j M5 = flM2ll3 < —eallMllz + [Aall3) < =S en(lM + Aall3)

gdzie ostatnie przejscie to nieréwnosci ||z + y||? < (||lz| + lyI)? < 2(||=)1* + ||ly[/?). O

Warto tutaj doda¢ komentarz, ze bukiet graféw to doktadnie co$, co wczesniej nazywa-
liSmy produktem Markowa, w szczegdlnosci - metryka na bukiecie przestrzeni metrycznych
definiuje sie podobna formuta. Przygladajac sie dowodowi twierdzenia z poprzedniej sekcji,
a raczej komentarzowi do niemu, mozemy sformutowaé

Whniosek 40. R jest (SCND) z pewnym ciggiem stalych c, > 0.

Fakt 41. Niech X bedzie R-drzewem. Wowczas metryka grafowa na X jest (SCND).
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Dowdd. Ustalmy skoficzenie wiele punktéw z X. Leza one na skonczenie wielu gateziach
tego R-drzewa, wiec mozemy modelowaé te sytuacje (konkretniej: macierz wzajemnych
odleglosci tych skonczenie wielu punktéw) na R-drzewie, ktére powstalo przy pomocy
skonczonego ciaggu operacji brania bukietu prostych. Skoro tam szukane wyrazenie jest
ujemne, to i w wyjéciowym R-drzewie bylo. O

Uwaga 5. Rozumowanie to jest de facto stwierdzeniem, Ze dowolne R-drzewo powstaje
jako granica induktywna obiektow powstalych jako skoriczony cigg operacji brania bukietow
prostych, podobnie jak argumentowalismy posiadanie (SCND) przez produkt wolny grafow.

Fakt ten daje nam to zatem nietrywialny na pierwszy rzut oka przyklad przestrzeni z
metryka (SCND)

Whniosek 42. Plaszczyzna euklidesowa z metrykq “rzeka” ma metryke (SCND).
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Rozdziat 6

Uwagi koncowe i problemy

6.1 Uwagi koncowe. Dlaczego “warunkowo”?
Jedna z motywacji do badania jader majacych (SCND) bylo nastepujace:

Twierdzenie 43 (Schoenberg). Niech K: X x X — C bedzie jadrem. Jesli K jest (CND),
toViso e K0 jest dodatnio okreslone. Ponadto, przeciwna implikacja zachodzi dla jeder
K spelniajgcych: K(z,y) € R, K(x,z) > 0.

Prawa strona tej rownowaznosci jest interesujaca, gdyz wobec twierdzenia Gelfanda-
Naimarka-Segala funkcje dodatnio okreélone na grupie sa w odpowiednioéci z cyklicznymi
reprezentacjami. Naturalnym pytaniem, jakie mozna sobie zadac, jest:

Pytanie 2. Czy jesli zalozmymy o jadrze (SCND) zamiast (CND), dostaniemy co$
wiecej? W szczegolnosci, czy dostaniemy jadro Scisle dodatnio okreslone?

Tutaj jadro Scidle dodatnio okreélone rozumiemy w jedyny mozliwy sposob, by by¢
w zgodzie ze zdefiniowanymi juz pojeciami dodatniej oraz silnej warunkowej dodatniej
okreslonodci.

Odpowiedz jest niestety negatywna z bardzo prozaicznych przyczyn. Wystarczy przyj-
rzeé sie dowodowi twierdzenia Schoenberga: najpierw trzeba pokazaé, ze punktowy iloczyn
jader dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslony - wynika to z twierdzenia faktoryzacyj-
nego (fakt 14) oraz obserwacji, ze produkt punktowy (zwany czasem, z dos¢ naturalnych
powodéw, produktem Schura macierzy) odpowiada dokladnie produktowi tensorowemu
dwu faktoryzacyj. Potem trzeba wykorzystaé fakt 15 by stwierdzié¢, ze skoro jadro warun-
kowo ujemnie okreslone rozpada sie na dwa kawalki, podobnie dziac¢ sie bedzie z exponen-
sem oraz wykorzystaé obserwacje, iz S(z,y) = ef’ @)eF(¥) réwniez jest jadrem dodatnio
okreslonym. Szczegdly mozna znalezé na przyklad w [1], chapter 1. O ile oba fakty mozna
dos¢ tatwo poprawié, by pasowaly do tych zatozen z analogiczna teza, o tyle jadro postaci
S zawsze bedzie generowalo zero w czeSciowym spektrum. Diuzszy oglad tego zjawiska
pozwolil postawié¢ nastepujace (tym razem prawdziwe) przypuszczenie, iz jader $cisle do-
datnio okreslonych - na grupach skonczonych, o postaci macierzy Toepliza - w zasadzie
nie ma. Wyjadnimy to w ponizszej serii faktéw.

Fakt 44. Jesli dwie reprezentacje unitarne sqg réwnowazne, to s¢ unitarnie rownowazne.

Dowdéd. Niech m;:T' — U(H;) beda dwiema reprezentacjami, ktérych réwnowaznosé ustala
operator A. Poniewaz jest to operator odwracalny, w rozkladzie biegunowym A = |A|U na
operator dodatni |A| oraz cze$ciowa izometrie U, spektrum operatora A (wiec i |A|) odcina
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sie od zera (ze zwartosci spektrum), wiec istnieje |A|7!, zatem: |A|Un (z) = mo(x)|A|U,
a poniewaz | A| jest granica wielomianéw od A, A*, ktére przeplataja te dwie reprezentacje,
mozemy pomnozyé z lewej strony przez |A|~! i dostaé Uy (z) = mo(z)U. Poniewaz jadro
A jest trywialne, U jest unitarny, gdyz jest odwracalng czesciows izometria: U = |A|71A
jest iloczynem dwu odwracalnych operatoréw. O

Fakt 45. Niech I' bedzie skoniczong grupg, za$ ¢:1I' — C bedzie funkcjg $cisle dodatnio
okreslong (i.e. jodro typu Toeplitza ® : T x I' — C zadane wzorem ®(x,y) = p(y~1x) jest
scisle dodatnio okreslone), unormowang (i.e. p(e) =1). Wowczas reprezentacja zwigzana
z tg funkcjg jest unitarnie réwnowazna reprezentacji lewej reqularne.

Dowdd. By dowiesé tezy musimy czesciowo powtorzy¢ konstrukecje GNS. Na algebrze gru-
powej C[I'] wprowadzamy forme kwadratowa wzorem: (9,|dy) = ®(x,y) i przedluzamy na
calg algebre grupowa przez dwuliniowo$é. Podobnie jak w dowodzie faktu 14, nastepnym
krokiem w konstrukcji GNS jest wydzielenie tej przestrzeni liniowej przez jgdro tejze for-
my kwadratowej. W przypadku jadra $cisle dodatnio okreslonego, jest to podprzestrzen
trywialna: jedli C[I'] 3 A = > cp A(2)d, # 0, to mamy

(S A@)5] MA@ = 3 M@ G.08,) = 3 M@ ,y) > 0.

zel zel z,yel’ z,y€el

Ponadto, dla wektoréw bazowych (0;]0,) = 1, wiec jesli H okreslimy jako C[I'] z tym ilo-
czynem skalarnym, odwzorowanie identycznosciowe a: C[I'] — C[I'] C £°T (te inkluzje ro-
zumiemy jako dziedziczenie normy), poniewaz na skoficzenie-wymiarowych przestrzeniach
Banacha wszystkie normy sg réwnowazne, jest ograniczone oraz jej odwrotne réwniez jest
ograniczone; ponadto a komutuje z reprezentacja, gdyz w obu przypadkach - jak w dowo-
dzie twierdzenia GNS - jest to po prostu lewe mnozenie. Majac réwnowazno$é, unitarng
rownowaznos¢ otrzymujemy dzigki poprzedniemu faktowi. O

W takim razie na grupach skoniczonych wszystkie funkcje $cidle dodatnio okreslone sa
rownowazne funkcji d., wspotczynnikowi reprezentacji lewej regularnej. Oczywiscie powyz-
sze stwierdzenie nie jest prawdziwe dla grup nieskoniczonych: dzieki twierdzeniu Bochnera,
na 7 funkcje Scisle dodatnio okreslone odpowiadaja dokladnie miarom o pelnym nosniku
naZ=2=5"-a istnieja miary o pelnym nos$niku, ktére nie sa absolutnie ciagte wzgledem
miary Lesbegue’a.

6.2 Kilka probleméw otwartych

Jednym z najbardziej naturalnych pytan jest: czy istnieje inny niz podany w rozdziale 3
przyktad grafu, ktory posiada metryke (CND), ale nie (SCND)? Wyliczenia kompute-
rowe dla malych graféw sugeruja odpowiedz negatywna: wszystkie grafy majace (CND),
ale nie (SCND), mialy jako metryczny podgraf prostokat. Ma to ciekawa interpretacje z
punktu widzenia informatyki teoretycznej: pytanie tak postawione komputerowi, by mégt
je przeliczy¢, musi sprawdzaé spektra wszystkich podgraféw metrycznych - a poniewaz
podzbioréw zbioru n-elementowego jest 2"-wiele, a priori jest to pytanie z klasy NP -
probleméw majacych rozwigzanie w czasie niewielomianowym (w tym przypadku: ekspo-
nencjalnym). Jednak pozytywna odpowiedz na ponizsze

Pytanie 3. Czy jesli graf (V, E) ma metryke (CND), ale nie (SCND), musi zawierac
jako podgraf metryczny prostokqt?
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redukuje zagadnienie do problemu rozwigzywalnego w czasie wielomianowym - rzedu naj-
wyzej n* - gdyz zbadaé nalezy najwyzej wszystkie spektra macierzy opisujacych wzajemne
odleglosci czwérki réznych punktow grafu. Ostabieniem tego pytania, na ktore ewentualna
pozytywna odpowiedZ miataby ciekawe konsekwencje dla informatyki, jest

Pytanie 4. Czy posiadanie zera w spektrum macierzy wzajemnych odleglosci jest wiasno-
Scig skonczenie wielu punktow? Konkretniej: czy istnieje N (globalna stala dla wszystkich
grafow), ze jesli wszystkie podmacierze wzajemnych odleglosci rozmiaru najwyzej N x N
nie majqg zera w spektrum, to i pelna macierz bedzie nieosobliwa?

Analogicznie jak poprzednio, daloby to, ze problem o metryke (SCND)jest rozwiazy-
walny w czasie wielomianowym n”V (tak naprawde, nalezy jeszcze doliczyé czas potrzebny
na policzenie tego wyznacznika, ktéry - dzieki metodzie Gaussa - daje sie zrobié¢ réw-
niez w czasie wielomianowym rzedu n3 - a aby by¢ jeszcze blizej prawdy, nalezy dodadé,
ze metoda ta, z powodu probleméw z obliczeniami zmiennoprzecinkowymi, ma ztozonosé
n? jedynie w prostych przypadkach - jak na przyktad w tym kontekécie, gdzie wyrazy
macierzy sa wylacznie catkowitoliczbowe). Oczywiscie charakteryzacja zjawiska (SCND)
podana w fakcie 19(a) odpowiada nam w spos6b niekonstruktywny na pytanie o zlozonosé
tego problemu: poniewaz wystarczy wiedzieé, czy zero nalezy do spektrum, mozemy po-
zwoli¢ sobie na policzenie metoda Gaussa wyznacznika odpowiedniej macierzy. Jednak nie
daje to odpowiedzi na pytanie - w przypadku otrzymania odpowiedzi zero - ktéry podgraf
spowodowal osobliwo$¢ tego operatora.

Inng naturalng obserwacja jest to, iz okrag S! z metryka geodezyjna zachowuje sie z
badanej w tej pracy perspektywy w zasadzie jak prostokat (istnieje nan uklad czterech
punktéw o macierzy wzajemnych odleglosci jak w przykladzie prostokata). W szczegdl-
nosci, poniewaz S' C S™ dla dowolnego n naturalnego, zadna przestrzen tego typu nie
moze posiadaé¢ metryki (SCND). Z drugiej strony, jak pokazaliSmy, wszystkie drzewa
oraz przestrzenie euklidesowe majg te wlasnosé. Mozna wieé postawié

Pytanie 5. Czy wlasnos$é (SCND) jest zwigzana z krzywizng metryki? W szczegdlnosci,
czy zadna przestrzen o geometrii sferycznej nie ma (SCND), a czy kazda przestrzen o
geometrii hiperbolicznej ma te wlasno$é?

W pracy [7] J. Faraut i K. Harzallah pokazali, ze przestrzenie hiperboliczne H" maja
metryke bedaca (CND), jednak ich dowéd nie daje sie zaadoptowaé¢ do naszego pytania
i nie jestedémy w stanie stwierdzi¢, czy chociaz ptaszczyzna hiperboliczna H? ma metryke
(SCND).

Znanym i naturalnym pytaniem, zwigzanym z geometrig grup Artina, jest nastepujace:

Pytanie 6. Czy metryka dlugosci stow na tych grupach jest (CND)? Czy grupy Artina
majg wiasnosé Haagerupa?

W fakcie 35 pokazaliSmy, ze w zasadzie nie moga mie¢ (SCND). Z drugiej strony, jesli
chcemy (CND), ustalamy uklad wspélezynnikéw i badamy warunkowa ujemna okreslo-
no$é. Argument uzyty w dowodzie wspomnianego faktu pokazuje, ze czesto ta wielkosé
wynosi 0. Z drugiej strony, jesli uktad wspotezynnikéw ma noénik okreslony na takich ele-
mentach, ktérych odlegloéci sa modelowane przez wolne grupy Artina (czyli grupy wolne),
szukana wielko$¢ jest oczywiscie ujemna. W takim razie ewentualnego braku (CND)nalezy
upatrywaé¢ wérod grup o relacjach “Sredniej” wielkosci, wéréd uktadéw wspodlczynnikéw o
noénikach przecinajacych cykl w grafie Cayleya na “Sredniej” ilosci punktéw. Nie pokaze to
jednak braku wtasnosci Haagerupa tej klasy grup, gdyz twierdzenie Akermanna-Waltersa
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zapewnia jedynie istnienie wlasciwej funkcji warunkowo ujemnie okreélonej - to wcale nie
musi by¢é metryka.

Kolejnym zagadnieniem jest to zwiazane z ostatnig sekcja: zgodnie z twierdzeniem
Schoenberga, jesli na grupie istnieje funkcja typu dlugosci: rzeczywista, nieujemna, kté-
ra ma wlasnos¢ (CND), to potrafimy zen wyprodukowaé caly ciag funkcyj dodatnio
okreslonych - ktére zgodnie z konstrukcja GNS odpowiadaja reprezentacjom z wektorem
cyklicznym. Juz w poprzedniej sekcji implicite postawiliémy nastepujace

Pytanie 7. Czy zalozenie o funkcji (SCND) zamiast (CND) daje nam jakies lepsze
wlasnodci zwigzanej reprezentacyi?

Oczywiscie pierwotne przypuszczenie, jak pokazaliSmy w poprzedniej sekcji, jest dalekie
od bycia prawdziwym. Jednak by¢ moze istnieja jakie§ inne wlasnosci, ktére mozna z tego
opisu wydedukowag.
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