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Na koétku gimnazjalnym zajmujemy sie rozdziatami 1-6; na kétku licealnym zajmujemy sie roz-
dzialami 4-8; na koétku olimpijskim zajmujemy sie rozdziatami 9-12. Dzis zakladamy, ze wszystkie
liczby x,y, a, b, ¢ to liczby rzeczywiste dodatnie, zas m,n, k to liczby naturalne - 1,2,3, ...

1 Prawda czy falsz?

Ocen prawdziwosé nieréwnosci - udowodnij, ze dana nieréwno$¢ jest prawdziwa dla liczb dodatnich
albo podaj kontrprzyktad:

1. a®> > a,

2. a®+1>a,
3. a®+d?>aq,
4

L a®+1>ad?,

2 Nieréwnosci rozgrzewkowe
Przeksztalé nieréwnosci do postaci, w ktérej sa oczywiste:
1. 222 + 6xy + Ty? < 1222 + 8y,
2. a®+ 2> 2a+/a,
3. = <3(WEk+1-Vk),

=

4. n< i(n+1)* —n?|,
5 52 %~
6. a+b>2Vab.



3 Metoda teleskopowa

Zwana czasem sumowaniem nieréwnosci stronami. By¢ moze warto sprobowaé wykorzystaé nie-
roéwnosci z poprzedniej czesci:

1 1 1 1
Lofs+ggtagt -+ amm <L

1 1 1 1
2. ﬁ+ﬁ+ﬁ++ﬁ<3\/n+ —3,

3014243+, +n<5(n+1)2 -3,

1
m—+1"

1 1 1 1

m2

Si=

4 Srednia arytmetyczna i geometryczna

Podstawa bedzie teraz dla nas nieréwno$¢, ktérej dowiedliémy w punkcie 2.6: a + b > 2V ab.
Udowodnij:

1. 14+ a > 2a,
2. Lya>2,
a b

1,1 4
5 at5 2 axp
6. (a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe,
1 2 n . . ..
7. % o T (Fanaran T T Grenare) (e < 2, gdy liczby aq,aq,...,a, spelniaja
warunek: aj - as - ... ar > 1 dla dowolnego 1 < k < n.

Jesli zadanie 4.7 nie wychodzi od razu, sprébuj zrobi¢ je w nieco prostszej wersji: 1+1a1 + (1+a1)1(1+a2) +

o+ (1+a1)(1+;2)m(1+a 5 < 1 przy tych samych zalozeniach o liczbach aq,...,a,. Potem pewien
trick pozwoli rozwiazac i zadanie 4.7.

5 Uzupelnianie do pelnego kwadratu

Jak w tytule: uzupelnij wyrazenie do pelnego kwadratu i skorzystaj ze wzoréw skréconego mno-
zenia. Ta metoda udowodnij:

La?+v+c2+d®>>(a+b+c)d
2. “7‘2+b2+c2>abfac+2bc

a?+b2+ab>3(a+b—1)

- W

a2+ +5+2>3

5. at+ b +c2+1>2a(ab®> —a+c+1)



6 Sumy kwadratow

Zwana takze nieréwnoscig o monotonicznosci indeksow. Gléwny pomyst wyglada tak: Niech dane
beda liczby as, ..., a,, przyjmijmy oznaczenie a,+1; = a;. Mamy:

(a; — aip1)” = @ — 20,0541 + aj 4
Dodajmy to stronami, wowczas:
(a1 —a2)* + (as —a1)* + ... 4 (an —a1)? =2(a? + a2 + ... +a2) — 2(ar1az + azaz + ... a,a1)

Dzielac obie strony przez 2 i zamieniajac strony mamy:
2, 2 2 1 2 2 2
(af +a3+...+a5)— (ara2 + azaz +...ana1) = 5[(011 —a2)+(ag—a1)"+...+(an—a1)*] 20

wiec innymi stowy:
2 2 2
aj+az;+...+a, 2 aaz +aa3 +...apa1

Udowodnié¢ nieréwnoéci przy pomocy pomystu pokazanego powyzej:
1. (a+b+c)? > 3(ab+ be+ ca)
2. a* +b* +c* > abe(a+b+c)

3@yt Asatbtc
2 2 2
4. /@ +l?3 +c > a+§+c

7 Nieréwnosci miedzy Srednimi

Oznaczmy Mi(aq,...,a,) = \t/ Zl%a dlat # 0, Mo(ay,...,an) = Y/ay - ... ap. Zachodzi naste-

pujacy fakt: jesli t < s, to My(ay,...,a,) < Mg(ay,...,ay,) oraz réwnosé¢ ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy a1 = a2 = ... = a,. W zwyczajowych przypadkach beda nas interesowaé zastosowa-
nia tej nieréwnosci w przypadku, gdy n = 2,3,4, zas t = —1 (tzw. Srednia harmoniczna), t = 0

(tzw. érednia geometryczna), t = 1 (tzw. érednia arytmetyczna), t = 2 (tzw. rednia kwadratowa).
Mozna teraz udowodni¢ kilka tadnych nieréwnoéci:

1. a® + b > 12ab® — 64
a b c d
2. E+E+H+E>4

3 ety bty ctas

(&

4. Vabe+ Vbed + Veda + Vdab < a+b+c+d

b Yy i > 25 gdzie0<a;<1l,aS=a1+...+ay

i=1 1—ay

2 2 2 9
6. a+b + btc + cta > a+b+c

7.vV2a+14+vV2b+14+v2c+1< V15, 0ilea+b+c=1

8. Yy gh 2 iy, edzie S=ar+... Fay
9. 2(a® +b3)% > (a® + b?)3
10. a+b+c <9 dla a,b,c takich, ze a® + b3 4 ¢ = 81

1. a® + 02+ > 16\/2 dla a, b, c takich, ze a® + b®> + c*> = 8



12. Vab+ Vbe + t/ca < V372 dla a,b, ¢ takich, ze a + b+ c=1

1 1
13. a-+ab+abc + b+bc+bea + c+ca+cab < 3. M( + + )

14. 37 (2i — 1)™ > pmtl

8 Nieré6wnos¢ Bernoulliego

Tym razem wystarczy nam, by z > —1. Zachodzi nastepujacy fakt, zwany nierénoscia Bernoulliego:
e jeSliO<a<l,to(l4+2)*<1+ax
ejeslia>1,to(1+x)*>1+ax

za$ réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0. Mozna teraz udowodnié¢ kilka nieréwnosci:

L (145" <1+ 7",

2. ()" < Ay dlan>2,
3. n" > (n+1)"
4. (1+ %)”“ > (1 + )",

5. v/a—

9 Monotonicznosé indeksow

Tym razem tak naprawde (vide: Sumy kwadratéw), czyli jako uogdlnienie metody sumy kwadra-
tow z punktu 6. Zalézmy, ze mamy dwa ciagi aq,...,a, oraz by,...,b,. Dokonujemy sparowania
elementéw tych dwu ciggédw, to znaczy: kazdego aj zenimy z jednym b; tak, aby zaden z b; nie
mialdwu mezéw. Tak dobrana pare mnozymy (algebraicznie) i sumujemy wszystkie wyniki. Kiedy
otrzymamy najwieksza warto$é¢, a kiedy najmniejsza? Okazuje sie, ze nawieksza wartos¢ bedzie
wtedy, gdy najwiekszy aj ozenimy z najwiekszym b;, drugi najwiekszy aj z drugim najwiekszym
b;, ..., najmniejszy aj z najmniejszym b; (w skrécie, powiemy, ze ciagi a i b; sa jednakowo upo-
rzadkowane), za$ najmniejsza wtedy, gdy a, ozenimy z namniejszym b;, drugi najwiekszy aj z
drugim najmniejszym b;, ..., najmniejszy ar z najwiekszym b; (w skrécie, powiemy, ze ciagi ay, i
b; sa przeciwnie uporzadkowane). Wszystkie posrednie sparowania dadza jakie$ wyniki posrednie.
Przy pomocy tego faktu, mozna pokazaé kilka tadnych nieréwnoéci:

1. (XXIV MOM, ’83) a3b + b3c + c®a > a?bc + b2ca + c*ab

2. ai’+a§+ .+ dy, > afay +a3as + ...+ an_yan T apa
o2 a? a?

3. a;+ + +%+ﬁ>al+a2+"'+a”
4L3+b3>a + b2

ap 4 a4z An—1 ap T 1
7. a§+a?+...+ 7 + %>a1+u2+...+an




10 Nieréwnosé¢ Czebyszewa
Przy oznaczeniach jak w poprzednim paragrafie, zachodzi ponizszy fakt:

o n(aiby + asby + ...+ apby) > (a1 + a2 + ...+ an)(b1 + b2+ ...+ by), jesli ciagi ay, b; sa
jednakowo uporzadkowane.

[ ] n(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn) < (a1 +as + ...+ an)(bl + bg + ...+ bn), Jeéll Cl@gl ag, bj S5q
przeciwnie uporzadkowane.

Mozna teraz udownidni¢ tatwo ponizsza nieréwnosé:

Sf—lal—&—sﬁ—flz—l—...ﬂ—zn} sy dlan>2 S=a+ax+...+a,

Ale ciekawsze zastosowania nierownosci Czebyszewa maja miejsce, gdy uogdlnimy to na przypadek
wiekszej ilosci ciagdw:

Niech a;1,a:2,...,a;n dla 1l < i < m, m > 2 bedg ciggami liczb nieujemnych. Jesli ciagi te sg
jednakowo uporzadkowane (tzn. kazde dwa sa jednakowo uporzadkowane), to zachodzi nier6wnosé:

n m m n
m—1
Y (T es) = 11O @)
j=1 i=1 i=1 j=1
m—1
n (011710271 I 1 770 | + 1,222 ...  Qm 2 + ...+ A1,na2n * .- amyn) >

> (a1}1 +ayo+...+ al’n)(ag)l +ago+ ...+ agm) R (am)l +amao+ ...+ am’n)

Jak zawsze, w zastosowaniach konkursowych powyzsze twierdzenie jest interesujace glownie dla
m = 2,3,4 i n podobnego rzedu. Mozna teraz tatwo udowodnié¢ ponizsze nieréwnosci:

atb  a®4b% P4 al4b8
L. 2 2 2 < 2

2. 9(a® + b5 +c) > (a+b+c)(a® + %+ c2)(a® + 1% + 3)

2 2 2
3. (e + e T o) (@) 23 + 2 + 232)
4. (hg+hy+he)(a+b+c) > 185, gdzie a, b, ¢ - dlugosci bokéw trojkata o polu S, zas hg, hy, he
sa dtugosciami wysokosci opuszczonych na boki a, b, ¢, odpowiednio.

11 Monotonicznos¢ indekséw - wiecej!

Zalézmy, ze mamy m ciagdw aq i, . . ., n,i, dla 1 < ¢ < m. Dokonujemy sparowania elementéw tych
ciagu, to znaczy: kazdego ay,1 zenimy z jednym a; o, tych zas z jednym a; 3 et cetera tak, aby zaden
z aj; pojawil si¢ w tylko jednym takim ukladzie. Tak dobrang m-ke¢ mnozymy (algebraicznie) i
sumujemy wszystkie wyniki. Kiedy otrzymamy najwieksza warto$¢? Okazuje sig, ze nawieksza
wartos¢ bedzie wtedy, gdy wszystkie ciagi ay,; sa parami jednakowo uporzadkowane. Mozemy
podowodzi¢ teraz kilku sympatycznych nieréwnosci:

Loa?™™ a3 a2 > (e dag+ . ag)(arag - .- ap)?
2. A+ b0+ +d° > (a+ b+ c+ d)abed

g b
A R R

a®—b3c b2 —c2a —a?b
4. ) + Z+a? + a2 1b2 >0




12 Nierownosé Jensena

Funkcje f nazywamy wypukla, jesli dla kazdych dwu punktéw jej dziedziny, odcinek taczacy
odpowiadajace tym punktom punkty wykresu lezy ponad wykresem. Formalnie: f(tx+ (1 —1)y) <
tf(z)+ (1 —t)f(y) dla 0 <t < 1. Okazuje sig, ze analogiczna rzecz mozna napisa¢ dla dowolnie
duzej ilosci punktéw: f(3 1 tix;) < Doyt f(x;), gdzie Y . | t; = 1. Zadania do tej nieréwnosci:
V3+ U3+ 3/3—\3/§<2\3/§

AVT=a2+ V1= </4—(a+b)2dla-1<ab<1

—_

[\

®

[Ty o > (—27’:1“”02121“@'

n

4. (a25b2)2 > /ang2 _ a+b gdy a, b %

i —a) > (n=1)vn

(@1

13 Odpowiedzi i rozwigzania

Prawda czy fatsz?

. Nieprawda, podstaw a = %

. Prawda, jedli a > 1, to a® > a, jesli a < 1, to jedynka zalatwia sprawe.

. Nieprawda, podstaw a =

. Nieprawda, podstaw a =

[

1
2
1
3 3
4. Prawda, jedli a > 1, to a® > a2, jedli a < 1, to jedynka zalatwia sprawe.
9
5 10
6

. Prawda, poniewaz = > 0, mozemy przemnozy¢ nier6wno$¢ stronami i zapisa¢ ja w postaci
(x—1)241>0

7. Nieprawda, podstaw z =y = %

Nieréwnosci rozgrzewkowe

2. (a/a—1)2+1>0
3.4/14+4+<2

4 ngn—i—%

5. %2 A

Metoda teleskopowa

1 1 1 1 1 1 1 1
L ggtestsattrmm=G-2+G-3)+G-D+ - +G-mp)=1-77 <L,

2. Przez zsumowanie stronami nieréwnosci z zadania 2.3,
3. Przez zsumowanie stronami nieréwnosci z zadania 2.4,

4. Przez zsumowanie stronami nieréwnoéci z zadania 2.5.



Srednia arytmetyczna i geometryczna

1.
2.

1+ a > 2y/a wprost z wyjsciowe]j nieréwnosci,

2 + a > 2 wprost z wyjsciowej nieréwnosci,

T+ 3 > 2 wprost z wyjsSciowej nierownosci,

2(a? +b?) — (a + b)? = a% + b — 2ab > 0 wprost z wyjsciowej nieréwnosci,

1,1 4 _ (atb)®>—4ab o, . ey, . . . . .
+ b b = ab(ath) > 0 z wyjsciowej nieréwnosci po spierwiastkowaniu licznika,

(a +b)(b+ ¢)(c + a) > 8abc po trzykrotnym, osobno dla kazdego nawiasu, zastosowaniu
wyjsciowej nieréwnosci

Najpierw wskazéwke: zajmijmy sie pojedynczym mianownikiem.

(1+a)(1+az)...(0+ap) >2VT-a1-2V/T-ag-...-2y1-a, = 2"\ Jajas - ... -ar > 2F

wiec po przejsciu do mianownika, (1+a1)(1+;2)~~(1+ak) < ik, czyli

1 1 1 1,1 11,1 1,11
o T Fan(Ta) T T Fen(Fas) (iFay S 2ttt tor = gtet. Ao tor—a =
Il + ==l b bbb <L

Jak z tego wynika nasze zadanie? Jak powyZej, mamy (1+a1)(1+§2)_“(1+%) < %, wiec
1 1

2 _ 1
14+a, + (1+a1)(1+az) +...+ (1+a1)(1+a2) (1+a,) + 22 =+ . +% = (§+2—2+,,,+ﬁ)+
(2%—’_2%—"_—’—%)4_+(2n1—1+21n)+21n<% %'i_ +2n%1+%<2

Uzupelnianie do pelnego kwadratu

1.
2.

@224 - D4 - DR+ (P50
2

(5 —b+c)?>0

a=¥2)P+0b+5)2>0
(0 =a*)?+ (c—a)+(a—1)2>0

Sumy kwadratow

1.
2.

Whprost z wyj$ciowe]j nieréwnoéci, po rozpisaniu lewej strony
at+ b+t = ()2 + (b?)% +(c?)? > (ab)? + (be)? + (ca)? > ab’c+bc2a+ca?b = abe(a+b+c)

Po przemnozeniu obu stron przez abc otrzymujemy nieréwnosé¢ w postaci jak w drugim kroku
zadania 2.

. Po podniesieniu do kwadratu otrzymujemy nieréwno$¢ w postaci jak w zadaniu 1.



Nieréwnosci miedzy srednimi

1.
2.

10.
11.
12.
13.

14.

Proste.
Proste.

DodaJ@c i odejmujac w kazdym liczniku brakujaca litere sprowadzamy to do (a +b+ c)( +
3+ 1) > 09, ktére jest rownowazne Mi(a,b,c) > M_1(a,b,c).

Do kazdego ze sktadnikéw stosujemy nierdwnosé My < M;.

DodaJ@c i odejmujac 1 w kazdym liczniku dochodzimy do réwnowaznej postaci M (—— ToaTs e ﬁ) >
5. Teraz stosujemy My > M_;.

Skorzysta¢ z M_1(a +b,b+c,c+a) < Mi(a+b,b+c,c+a).
Skorzystac z My 2(2a + 1,20+ 1,2c+1) < M1(2a+ 1,20+ 1,2c + 1).

n
=1 1_%

Odejmujac i dodajac S do kaZdego 1icznika przeksztalcamy do réwnowaznej postaci ————=- — >
— i korzystamy z Ml(é7 R an ) > M4 (—?, cee ﬁ)

Proste

Korzystamy z M; < Ms.

Korzystamy z My < M3

Korzystamy z Mj /,,(ab, be, ca) < Mo(ab, be, ca) = Mo(a, b, ¢)? < My(a,b,c)?.

Mnozac obie strony przez 3, mozemy napisaé M (a, ab, abc)~™ 1—|—M1(b bc bca) 1—|—M1 (¢, ca,cab)™t <
Mo(a,ab,abc) =t + My (b, be, bca)_1 —|— Moy(c, ca, cab)_1 \/L( oo + 3/7 \3/127) Pozo-

1
staje wiec udowodnié, ze \3/7 + \3/— + \3/27 + + ~. Korzystamy teraz z Vo =

Mo(a,a,b)~t < M_q(a,a,b)"! = 37 + 3b i podobme dla pozostalych dwdch skladnikéw.

Przeksztalcajac, badana nier6wnosé jest réwnowazna nieréwnosci M,,(1,3,...,2n — 1) >
n = M(1,3,...,2n — 1). Nier6wnos¢ jest ostra, gdyz argumenty nie sa wszystkie réwne.

Nieréwnos¢ Bernoulliego

R N (( e a

. Dzielac obie strony przez (1-+ n%_l

n+1 < ;- .
) < (1 4+ n_.1 = (14 —37)"*! z nieréwnosci Bernoulliego
oraz monotonicznosci funkeji & — ™t

2

()" =(

nm = (14 (n—1)7)" < (L)

1 n _ n 1 1 . n
nr"fl)n <1+n271 _1+n+1 Th—1 < 1+n71 ~ n—1"

)n+1

n+1
1+21 ) _

, analizujemy lewa strone nieréwnosci: (1 "
n+1

(n+1)? ntt 1+ +1>1+ n+1 > 14+ dzi . . St
n(n+2) n(n+2) D) n+1’ gdzie pierwsza nieréwnosé to

nieréwnoéé Bernoulliego, a druga jest réwnowazna (n+ 1)% > n(n +2), ktéra jest oczywista.

(1+ “T_l)” L= a, wyciggamy obustronny pierwiastek stopnia n i przenosimy 1 na
druga strone nieréwnosci.




Monotonicznosé¢ indeksow

1.

- W

Jedli (bso) a > b > ¢, to a® > b > ¢? oraz ab > ca > bc. Wowezas a? - ab+ b2 - be + % - ca >
a?-bc+b*-ca+c? - ab.

Oczywiste
Oczywiste
Oczywiste

Niech (bso) a > b. Wtedy%}ﬁorazw%er‘ﬁ}w%qu%.

. Niech (bso) g > b. Wtedy a3\f f oraz vb < v/a. W konsekwencji d\f V4 - FTE Wa <

1 1

@ T

Korzystamy z metody przy ax = aj, oraz by, = a%, prawa strona nieréwnosci daje najmniejsze
k

mozliwe sparowanie.

Mamy, ze a® + b3 + ¢ +a® + b3 + ¢ > a?b+ bc+ c2a + a’c+ b%a + b = ab(a + b) + be(b+
¢) + ca(c + a) zgodnie z metoda.

. Jedli (bso) a > b > ¢, tobi > 1 a5 Wtedy (35 + b e () >

a+c
b
(ai-‘rb + btc + c-‘:c-a) + (c-‘ra + a+b + b+()

3

Nierownosé Czebyszewa

Do uzupelnienia.

Monotonicznosé¢ indekséw - wiecej!

Do uzupelnienia.

Nierownosé Jensena

Do uzupetnienia.



