
Sola‘uprawiania matematyki jest zawsze rozwia‘zywanie zadań, szukanie dowodów
nowych, a czasem też i starych, faktów. Z tego też powodu zebralísmy kilka
ciekawszych zadań, które polecamy do samodzielnego rozwia‘zania. Aby u latwić
wdrożenie sie‘ w ten styl zadań, napisalísmy rozwia‘zania kilku z nich, a do kilku
podalísmy wskazówki tudzież szkice rozwia‘zań.

Zadanie 1. Wykaż, że iloczyn odleg lości ognisk danej elipsy od prostej sty-
cznej do tej elipsy nie zależy od wyboru stycznej.
Rozwia

‘
zanie: Oznaczmy przez F1, F2 - ognika elipsy, E - punkt stycznoci.

Oczywíscie bez straty ogólności EF2 ≥ EF1; P1, P2 - rzuty F1, F2 na styczna‘.Odbicie symetryczne ogniska F1 przez prosta‘ styczna‘ oznaczamy F ′1, punkt prze-
cicia prostej F2P2 i prostej równoleg lej do stycznej przechodzcej przez F ′1 oz-
naczamy F ′2. JakoQ oznaczamy punkt przecicia prostej P2F2 i prostej równoleg lej
do stycznej przechodza‘cej przez F1. Trójka‘ty P1EF1 i P1EF

′
1 sa‘ przystaja‘ce,

wie‘c F1E = F ′1E. Ka‘ty F1EP1 i F2EP2 sa‘ równe, bo prosta P1P2 jest sty-
czn, sta‘d ka‘ty P1EF

′
1 i F2EP2 sa‘ równe, wie‘c F2, E, F ′1 leża‘ na jednej prostej.
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Lewa strona to iloczyn odleg lości ognisk od stycznej, a prawa strona nie zależy
od wyboru stycznej, bo F1F2 - odleg lość ognisk i F2E + EF1 - suma odleg lości
punktu od ognisk - sta le.

Zadanie 2. Znajdź zbiór punktów, z których dana‘ elipse‘ widać pod ka‘tem
prostym.

Zadanie 3. W trójka‘cie ABC punkt O jest środkiem okre‘gu opisanego, punkt
H - ortocentrum. Udowodnij, że na bokach AB,BC,CA istnieja‘ odpowiednio
takie punkty F,E,D, że OD +DH = OE + EH = OF + FH
Wskazówka: Wystarczy pokazać, że można wpisać w ten trójka‘t elipse‘ o og-
niskach: H,O.

Zadanie 4. Dany jest czworościan ABCD. Pokazać, że sfera wpisana jest sty-
czna do ściany BCD w jej ortocentrum wtedy i tylko wtedy, gdy sfera dopisana
do ściany BCD jest styczna w środku okre‘gu opisanego.

Zadanie 5. Punkt P leża‘cy wewna‘trz czworoka‘ta wypuk lego ABCD ma
te‘ w lasność, że jego rzuty na boki czworoka‘ta leża‘ na jednym okre‘gu. Pokazać,
że jest on wspó lliniowy ze środkami przeka‘tnych czworoka‘ta.

Zadanie 6. Dany jest trójka‘t ABC, w którym AC = BC. Punkty P i Q leża‘wewna‘trz tego trójka‘ta, przy czym 6 PAC = 6 ABQ oraz 6 PBC = 6 BAQ.



Pokazać, że punkty C,P,Q sa‘ wspó lliniowe.

Zadanie 7. W czworoka‘cie ABCD miara ka‘ta wewne‘trznego przy wierz-
cho lku A jest wie‘ksza niż π rad oraz zachodzi równość AB · CD = AD · BC.
Punkt P jest symetryczny do punktu A wzgle‘dem prostej BD. Udowodnić, że
6 PCB = 6 ACD.

Zadanie 8. Mamy dana‘ hiperbole‘, tzn. jej dwa ogniska F1, F2 oraz punkt P
leża‘cy na jednej z ga le‘zi. Znależć zbiór środków okre‘gów wpisanych w trójka‘ty
F1F2P , przy zmieniaja‘cym sie‘ P .
Rozwia

‘
zanie: Bez straty oglności F2P ≥ F1P . A,B,C - punkty styczności

okrgu wpisanego z bokami F1F2, F1P , F2P odpowiednio, X - środek okre‘gu
wpisanego. P leży na hiperboli, wie‘c c = F2P − F1P nie zależy od P . c =
F2C + CP − PB − F1B = F2C − F1B = F1A− F2A, sta‘d F1A = c+ F2A.
F1F2 = F1A + F2A = c + 2 · F2A , wie‘c F2A = F1F2−c

2 . Zatem A nie zależy
od P. Wiemy, że X leży na prostej prostopad lej do F1F2 przechodza‘cej przez A,
sta‘d szukanym zbiorem jest ta prosta.

Zadanie 9. W trzech wersjach:

1. Dana jest prosta l oraz okra‘g o, jak na rysunku 1. Znależć zbiór środkow
okre‘gów stycznych zewne‘trznie do tego okre‘gu oraz do danej prostej.

2. Dane sa‘ okre‘gi o1 i o2 po lożone wzgle‘dem siebie jak na rysunku 2. Znależć
zbiór środków okre‘gów stycznych wewne‘trznie do o1 oraz zewne‘trznie do
o2.

3. Dane sa‘ dwa roz la‘czne okre‘gi o1 i o2 po lożone jak na rysunku 3. Znależć
zbiór środków okre‘gów stycznych zewne‘trznie do o1 i o2.

Wskazówki: Przydatne sa‘ definicje stożkowych przy pomocy kierownicy, choć
przypadek 2. można zrobić (nawet prościej) bez odwo lywania sie‘ do tej definicji.

Zadanie 10. Dana jest elipsa, tzn. dane sa‘ ogniska F1 i F2 oraz punkt P
należa‘cy do niej. Skonstruować styczna‘ do tej elipsy w punkcie P .
Wskazówka: Styczna ma pewna‘w lasność zwia‘zana‘ z ka‘tem: jest jego dwusieczna‘.Który to ka‘t?

Zadanie 11. Znaleźć zbiór obrazów ogniska F2 przez symetrie wzgle‘dem sty-
cznych do elipsy.

Zadanie 12. Znależć zbiór rzutów prostoka‘tnych ogniska F2 na styczne do
elipsy.
Rozwia

‘
zanie: F1, F2 - ogniska, S - środek elipsy. Prowadzimy równoleg le

styczne do elipsy w punktach A i B. Czworoka‘t F1BF2A jest symetryczny
wzgle‘dem S, wie‘c jest równoleg lobokiem. Oznaczmy P,Q rzuty F1, F2 na
styczna‘ w A i S,R rzuty F1, F2 na styczna‘ w B. A′ odbicie symetryczne A
wzgle‘dem prostej PF1, wtedy F1A

′ = F1A. Z symetrii wzgle‘dem S mamy
A′P = AP = BR, zatem PRBA′ jest równoleg lobokiem, sta‘d PR = A′B.
PunktyA′, F1, B s wspó lliniowe, bo α = 6 F1AP = 6 F2AQ = 6 PA′F1, 6 AF1B =
π − 6 F1AF2 = π − (π − 2α) = 2α, 6 A′F1A = π − 2α, 6 A′F1A + 6 AF1B =



π − 2α + 2α = π. Mamy PR = A′B = A′F1 + F1B = AF1 + F1B = 2a, gdzie
a to duża pó loś. Sta‘d PS = 1

2PR = a. Zatem P tworza‘ okra‘g o środku w S i
promieniu a.

Zadanie 13. Dana jest elipsa (tzn. znamy jej ogniska F1 i F2 oraz 2a - d lugość
dużej pó losi) oraz punkt Y leża‘cy na zewna‘trz niej. Skonstruować prosta‘ styczna‘do elipsy z punktu Y ; skonstruować również punkt styczności.
Szkic: Z punktu Y prowadzimy dwie proste przecinaja‘ce nasza elipse‘, oznaczmy
punkty przecie‘cia przez A,B,C,D. Rozważmy punkty: P - środek czworka‘ta
ABCD, Q - punkt przecie‘cia prostych AB, CD i prosta‘ je  lacza‘ca. Punkty
przecie‘cia prostej PQ z elipsa‘ to szukane punkty - dlaczego?

Zadanie 14. Ogniska elipsy maja‘ wspó lrze‘dne: F1 = (−3, 0) i F2 = (3, 0).
Prosta styczna do elipsy ma równanie: x+ y = 5. Znaleźć równanie elipsy.

Zadanie 15. Dana jest parabola: ognisko F i kierownica k oraz punkt P
leża‘cy na paraboli. Skonstruować styczna‘ do paraboli w punkcie P .
Rozwia

‘
zanie: Oznaczmy: Q - rzut P na k. Styczna‘ jest dwusieczna ka‘ta

FPQ. Za lóżmy, że nie jest styczna‘, wtedy istnieje na niej punkt P ′ różny od
P , ktry też leży na paraboli, oznaczmy Q′ - rzut P ′ na k. Trójka‘t FPQ jest
równoramienny, wie‘c dwusieczna przecina FQ pod ka‘tem prostym i przechodzi
przez środek FQ, zatem jest ona symetralna‘ FQ, sta‘d FP ′=P ′Q. Ka‘t QQ

′P ′

jest prosty, i Q jest różne od Q′, zatem FP ′ = QP ′ > Q′P ′ - sprzeczność z
FP ′ = P ′Q′.

Zadanie 16: Znaleźć zbiór obrazów ogniska paraboli wzgle‘dem stycznych do
paraboli.

Zadanie 17: Znaleźć zbiór rzutów prostoka‘tnych ogniska paraboli na styczne
do paraboli.


