Sola uprawiania matematyki jest zawsze rozwigzywanie zadan, szukanie dowodéw
nowych, a czasem tez i starych, faktéw. Z tego tez powodu zebraliSmy kilka
ciekawszych zadan, ktore polecamy do samodzielnego rozwiazania. Aby ulatwié¢
wdrozenie si¢ w ten styl zadan, napisali$my rozwiazania kilku z nich, a do kilku
podalismy wskazéwki tudziez szkice rozwiazan.

Zadanie 1. Wykaz, ze iloczyn odleglodci ognisk danej elipsy od prostej sty-
cznej do tej elipsy nie zalezy od wyboru styczne;j.

Rozwiazanie: Oznaczmy przez Fi, F - ognika elipsy, E - punkt stycznoci.
Oczywiscie bez straty ogdlnosci FFy > EFy; Py, Py - rzuty F1, F5 na styczna,.
Odbicie symetryczne ogniska Fy przez prosta styczna oznaczamy Fy, punkt prze-
cicia prostej FyP» i prostej réwnoleglej do stycznej przechodzcej przez Fy oz-
naczamy Fj. Jako Q oznaczamy punkt przecicia prostej Py Fy i prostej réwnoleglej
do stycznej przechodzacej przez Fy. Tréjkaty PLEF) i PLEF] sa przystajace,
wigc iE = F|E. Katy F1EP, i FoEPs sa réwne, bo prosta PP jest sty-
czn, stad katy Py EF] 1 FoEPs sa réwne, wiec Fy, E| F| leza na jednej prostej.
Katy F1P1E, EPQQ, FlQFQ, PlFl/FQ/7 F{FQ/PQ S proste, wic FlQ = F{FQ/ i
F\P, = P F| = P,F} = P,Q. Korzystajac z tw. Pitagorasa mamy:

FF} — FF; = FiFy? = Q% = F1Fy — F,Q°
(FoE + EF))? — (FoPy + PoFy)? = 1 Ff — (Fo Py — PQ)?
(FoE + EF))? — (FoPy + FIP))? = [\ F} — (FoPy — F1Py)?
(FoE+EF))? —FyP;—F PP —2F\P,-Fo Py = F\F} —Fy Py — P +2F, P, - F> Py

(FLE + EFy)? — Fy F?
4

Lewa strona to iloczyn odleglosci ognisk od stycznej, a prawa strona nie zalezy
od wyboru stycznej, bo F; F5 - odleglo$¢ ognisk i Fo E 4+ EF) - suma odlegtosci
punktu od ognisk - stale.

P - FyPo =

Zadanie 2. Znajdz zbiér punktow, z ktérych dana elipse wida¢ pod katem
prostym.

Zadanie 3. W trdjkacie ABC punkt O jest srodkiem okregu opisanego, punkt
H - ortocentrum. Udowodnij, ze na bokach AB, BC,C A istnieja, odpowiednio
takie punkty F, E, D, ze OD+ DH =OF+ EH =OF + FH

Wiskazéwka: Wystarczy pokazaé, ze mozna wpisa¢ w ten tréjkat elipse o og-
niskach: H,O.

Zadanie 4. Dany jest czworoscian ABCD. Pokazaé, ze sfera wpisana jest sty-
czna do Sciany BC'D w jej ortocentrum wtedy i tylko wtedy, gdy sfera dopisana
do $ciany BCD jest styczna w srodku okregu opisanego.

Zadanie 5. Punkt P lezacy wewnatrz czworokata wypuklego ABC'D ma
te wlasnosé, ze jego rzuty na boki czworokata leza na jednym okregu. Pokazad,
ze jest on wspolliniowy ze srodkami przekatnych czworokata.

Zadanie 6. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Punkty P i Q leza
wewnatrz tego tréjkata, przy czym /PAC = /ABQ oraz /PBC = /BAQ.



Pokazaé, ze punkty C, P, Q) sa wspdlliniowe.

Zadanie 7. W czworokacie ABCD miara kata wewnetrznego przy wierz-
chotku A jest wigksza niz 7 rad oraz zachodzi réwnos¢ AB - CD = AD - BC.
Punkt P jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD. Udowodnié, ze
/PCB = /ACD.

Zadanie 8. Mamy dana, hiperbole, tzn. jej dwa ogniska Fy, Fs oraz punkt P
lezacy na jednej z galezi. Znalez¢ zbidr srodkéw okregéow wpisanych w tréjkaty
F1F> P, przy zmieniajacym sie P.

Rozwiazanie: Bez straty oglnodci FoP > F1P. A, B,C - punkty stycznosci
okrgu wpisanego z bokami FyF5, Fy P, F5 P odpowiednio, X - érodek okregu
wpisanego. P lezy na hiperboli, wiec ¢ = FyP — F} P nie zalezy od P. ¢ =
FQC + CP—-PB— FlB = FQC - FlB = FlA - FQA, Stad FlA =c+ FQA
FIFy, = FlA+ oA =c+ 2 FA |, wige FobA = £E2=¢ Zatem A nie zalezy
od P. Wiemy, ze X lezy na prostej prostopadlej do F F» przechodzacej przez A,
stad szukanym zbiorem jest ta prosta.

Zadanie 9. W trzech wersjach:

1. Dana jest prosta [ oraz okrag o, jak na rysunku 1. Znalez¢ zbiér srodkow
okregéw stycznych zewnetrznie do tego okregu oraz do danej proste;j.

2. Dane sa, okregi 01 i 02 polozone wzgledem siebie jak na rysunku 2. Znalezé
zbiér $rodkow okregdéw stycznych wewnetrznie do oy oraz zewnetrznie do
02.

3. Dane sa dwa rozlaczne okregi o1 i 02 polozone jak na rysunku 3. Znalezé
zbidr srodkéw okregdéw stycznych zewnetrznie do o1 i 0s.

Wskazéwki: Przydatne sa definicje stozkowych przy pomocy kierownicy, choé
przypadek 2. mozna zrobié¢ (nawet prosciej) bez odwolywania sie do tej definicji.

Zadanie 10. Dana jest elipsa, tzn. dane sa ogniska Fy i F, oraz punkt P
nalezacy do niej. Skonstruowaé styczna do tej elipsy w punkcie P.

Wskazéwka: Styczna ma pewna, wlasno$é zwiazana z katem: jest jego dwusieczna,
Ktéry to kat?

Zadanie 11. Znalezé¢ zbiér obrazéw ogniska Fh przez symetrie wzgledem sty-
cznych do elipsy.

Zadanie 12. Znalez¢ zbior rzutéw prostokatnych ogniska Fy na styczne do
elipsy.

Rozwiazanie: Fy,F, - ogniska, S - srodek elipsy. Prowadzimy réwnolegte
styczne do elipsy w punktach A i B. Czworokat FyBFyA jest symetryczny
wzgledem S, wiec jest réwnoleglobokiem. Oznaczmy P,Q rzuty Fi, F: na
styczng, w A i S, R rzuty Fi, F> na styczna w B. A’ odbicie symetryczne A
wzgledem prostej PFy, wtedy F1 A" = F1A. 7 symetrii wzgledem S mamy
A'P = AP = BR, zatem PRBA’ jest réwnoleglobokiem, stad PR = A’B.
Punkty A’, Fy, B s wspélliniowe, boa = /F1 AP = /F,b AQ = /PA'Fy, /AF\B =
m— [FAF, =1 — (7 — 2a) = 20, LAFIA =7 —2a, L/AFMA+ /AFB =



T —2a+ 20 =m. Mamy PR=A'B=A'F, + F1B = AF, + F|B = 2a, gdzie
a to duza poélos. Stad PS = %PR = a. Zatem P tworza okrag o srodku w S i
promieniu a.

Zadanie 13. Dana jest elipsa (tzn. znamy jej ogniska Fy i Fy oraz 2a - dlugosé
duzej pélosi) oraz punkt Y lezacy na zewnatrz niej. Skonstruowaé prosta, styczna,
do elipsy z punktu Y; skonstruowaé¢ réwniez punkt stycznosci.

Szkic: Z punktu Y prowadzimy dwie proste przecinajace nasza elipse, oznaczmy
punkty przeciecia przez A, B,C, D. Rozwazmy punkty: P - srodek czworkata
ABCD, @ - punkt przeciecia prostych AB, C'D i prosta je laczaca. Punkty
przeciecia prostej PQ z elipsa, to szukane punkty - dlaczego?

Zadanie 14. Ogniska elipsy maja wspélrzedne: F; = (=3, 0) i Fr = (3, 0).
Prosta styczna do elipsy ma réwnanie: z + y = 5. Znalez¢ réwnanie elipsy.

Zadanie 15. Dana jest parabola: ognisko F' i kierownica k oraz punkt P
lezacy na paraboli. Skonstruowaé styczng do paraboli w punkcie P.
Rozwiagzanie: Oznaczmy: @ - rzut P na k. Styczna jest dwusieczna kata
FPQ. Zalézmy, ze nie jest styczna, wtedy istnieje na niej punkt P’ rézny od
P, ktry tez lezy na paraboli, oznaczmy Q' - rzut P’ na k. Tréjkat FPQ jest
réwnoramienny, wiec dwusieczna przecina F'Q) pod katem prostym i przechodzi
przez $rodek F'Q, zatem jest ona symetralna F'Q, stad FP'=P'Q. Kat QQ'P’
jest prosty, i Q jest rézne od @', zatem FP' = QP > Q'P’ - sprzeczno$é z
FP =P'Q.

Zadanie 16: Znalez¢ zbiér obrazéw ogniska paraboli wzgledem stycznych do
paraboli.

Zadanie 17: Znalez¢ zbiér rzutéw prostokatnych ogniska paraboli na styczne
do paraboli.



