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1 Pojecia wstepne

Wielomianem zmiennej rzeczywistej ¢ nazywamy funkcje postaci:
n
P(t) = apt™ +ap 1t" '+ Fart+ap = Zaktk
k=0

Taka postaé¢ wielomianu nazywamy postacia kanoniczng. W szczegélnosci interesuja nas wielomiany
drugiego i trzeciego stopnia:

P(t) = at®* + bt + ¢

oraz
Q) =at® +bt* +ct +d

Pierwiastkiem wielomianu nazywamy taka liczbe x, ze P(z) = 0. Pierwiastki to zwykle to, co interesuje
nas najbardziej, dlatego duzo uwagi poswieca sie sposobom ich szukania. Znajac pierwiastki, mozemy
przedstawié¢ wielomian w postaci:

Pt)=a,(t —z1)(t —a2)(t —23) - (t —2pn) = an H(t — ) (%)
k=1

Dla wielomianéw drugiego stopnia istnieja, wzory, dzieki ktérym potrafimy latwo odnalezé pierwiastki.
Zachodzi ponizszy fakt:

Pierwiastki réwnania kwadratowego at? + bt + ¢ = 0 mozna znalezé dokladnie wtedy, gdy wyréznik
rownania, oznaczany symbolem A, jest nieujemny.

A=0b>—4ac>0

Sa one réwne:
—b— VA —b+ VA
= y =
2a 2a

Gdy wyrdznik jest rowny zeru, wtedy = y, co oznacza, ze wielomian przecina o OX doktadnie w
jednym punkcie; gdy wyrdznik jest ujemny, to wielomian ten nie ma punktéw wspélnych z osig odcietych.
Dla wielomianéw trzeciego stopnia sprawa nie jest juz taka tatwa. Co prawda istnieja, wzory pozwalajace
policzy¢ pierwiastki takiego réwnania, zwane wzorami Cardano, sa one jednak do$¢ skomplikowane i nie
daja, wymiernych efektow. Majac do czynienia z réwnaniem trzeciego stopnia, bedziemy musieli sie zdaé
na inuicje (przynajmniej w przypadku znajdowania pierwszego pierwiastka: gdy mamy juz jeden, mozemy
znalezé pozostale dwa liczac wyréznik pozostalej czesci).



Dalej, interesuje nas zagadnienie dzielenia wielomianéw: bo jesli znajdziemy (zgadniemy) jeden pier-
wiastek rownania trzeciego stopnia, to zamiast pisaé

P(t)=at® +bt* + ct +d
mozemy zapisa¢ to w postaci zblizonej do (*):
P(t) =a(t — 2)(t* + et + f)

A pierwiastki réwnania (t2 + et + f) potrafimy znalezé liczac wyréznik.
Dla uproszczenia notacji, bedziemy przyjmowac, ze wspolczynnik przy najwyzszej potedze jest rowny 1
(zawsze mozemy réwnanie podzieli¢ przez rézna, od zera stala).

2 Pojecia gléwne

Zachodzi bardzo interesujacy fakt:

x,y sa pierwiastkami wielomianu P(t) = t? + at + b dokladnie wtedy, gdy: = +y = —b oraz zy = c.
Dowdd tego prostego faktu pozostawimy czytelnikowi jako nietrudne éwiczenie (wykorzystujace wzory z
wyréznikiem).

Zapisujemy to takze w postaci: Pierwiastkami réwnania

2 —(x+y)t+azy=0

sa liczby z,y. Fakt ten nazywamy wzorami Viete’y. Zachodzi naturalne rozwinigcie wzoréw Viete’y dla
wielomianéw wyzszych stopni: Pierwiastkami réwnania

t3—(x+y+2)t2 + (vy +yz+20)t —xyz =0

sa, liczby x,y, z. I analogicznie dla kolejnych wielomianéw: wspolczynnik przy najwyzszej potedze to 1,
przy kolejnej: suma pierwiastkéw ze znakiem minus, przy kolejnej: suma iloczynéw par pierwiastkéw,
dalej: suma tréjek ze znakiem minus, suma czwoérek ze znakiem plus etc, az dochodzimy do wyrazu wol-
nego (tj. takiego, ktéry stoi przy t°), ktéry jest réwny iloczynowi wszystkich pierwiastkéw (z odpowiednim
znakiem: plus, jesli mamy parzystg ilos¢ pierwiastkéw i minus, jesli nieparzysta). Fakt ten jest tatwo
zauwazalny, jesli z postaci (*) przechodzimy do postaci kanonicznej wielomianu. Oznaczmy przez o,
wspolezynnik stojacy przy n-tym wyrazie od przodu (za wyjatkiem pierwszego) wielomianu w postaci
kanonicznej, przy czym o bedzie zapominaé¢ znak, tj. sigmy beda réwne sumom odpowiednich iloczynow.
Dla przykladu, dla wielomianu trzeciego stopnia bedziemy mieli:

o1=x+Yy+=z
09 =Y + Yz + zx
03 = TYZ

I wielomian zapiszemy jako:
P(t) =t* — 01t? + oot — 03

Oznaczamy oprocz tego sume potegowa, czyli sume n-tych poteg:

(odpowiednio, s, = z™ 4+ y" dla wielomianéw drugiego stopnia - dla czytelnosci sume potegowa, trzech
zmiennych bedziemy oznaczaé¢ duzym S, dwu zmiennych - s). Jeszcze tylko jedna obserwacja i mozemy
stosowaé poznang wiedze.

Dla wielomianéw drugiego stopnia mamy:

Spy2 = xn+2 + yn+2 _ $n+2 + yn+2 4 xn—i—ly + yn+1m _ xn—i—ly _ yn—i-lx



= 2"z +y) +y" (@ +y) -2 ey — Yy
= @y (@ +y) —ay(a” —y") = spr101 = 5,09

Analogiczne przeksztalcenia dla sum potegowych trzech wyrazéw daja nam wyrazenie:

Snt3 = Snt201 — Spy102 + Sno3
Zauwazmy teraz jeszcze tylko, ze dla wielomianéw dwu zmiennych:

or=z+y=s
so = a2 +y? = 2% + 9% 4 2zy — 20y = (x + y)? — 22y = 07 — 209
A dla wielomianéw trzech zmiennych:
Si=x4+y+z=o0;
Sy =a® 4 9%+ 22 = 2% + 9% + 22 + 20y + 2yz + 220 — 2(xy + yz + 2x) =
=(z+y+2)? =200 =07 — 20,
So=a+y°+2°=3

Majac pierwsze wyrazy tego ciagu, mozemy zawsze latwo wyznaczy¢ sigmy: a znajac sigmy, potozy¢ je
do wielomianu i znalez¢ pierwiastki.

3 Zadania

1. Liczby z,y, z spelniaja réwnosci:

+
+

{

Udowodnij, ze co najmniej jedna z nich réwna sie a.

+
+

8= 8
<=
w =N
Q= Q

2. Suma trzech liczb calkowitych x,%,z jest réwna 0. Udowodnij, ze liczba 222 + 2y? + 222 jest
kwadratem liczby catkowite;j.

3. Rozwiaz uklad réwnan:

r + y + z = 2
2?2+ oy 4+ 22 = 14
2 o+ oy + 2 = 2
4. Rozwiaz uklad réwnan:
r + y 4+ z =1
2+ 2+ 22 = 3
2 4+ oy 4+ 2 =1

5. Udowodnij, ze dla liczb nieujemnych z,y, z, ktérych suma jest réwna 1, zachodzi ponizsze szacow-
anie:

7
O§xy+yz+zx—2xyz§2—7

6. Rozwiaza¢ uklad réwnan.

»¥ o+ oy + 2 = 37
zt + oyt + 2t = 2483
T Y z = 21



7. Rozwiazaé uklad réwnan.

» 4+ ¢y = 35
T y = 6
8. Rozwiazaé¢ uklad réwnan.
{ 1 + 1 3
z Y
3 3 9
x + vy s
9. Rozwiazaé uklad réwnan.
r + y = 5
4+ oyt = 97

Rozwiazania
1. Pomnézmy drugie wyrazenie przez xyz, mamy:

TYZz
Ty +yz+zr=—
a

03 = A03

oraz oczywiscie
o1 =a

Napiszmy zatem wielomian o pierwiastkach x,y, z:
P(t) =t* — at® + oot — 09a = t*(t — a) + o2(t — a) = (t — a)(t* — 02)
Jednym z pierwiastkéw wielomianu P(t) jest a, wiec jedna, z liczb z,y, z musi byc a, cbdo.

2. Oczywidcie, wprowadzmy wielomian o pierwiastkach z,y, z. P(t) = t3 — 01t% + 09t — 03. Na mocy
twierdzenia Viete’a: 01 = ¢ 4+ y + z = 0 Wstawiamy do tego wielomianu x,y, z:

0 = 22 + oo — o3
0 = o + oy — o3
0 = ZS + O92%2 — g3

Pomnézmy te rownania odpowiednio przez 2z, 2y, 2z i dodajmy stronami. Mamy:
224 4 20922 — 203x + 2y4 + 2023/2 — 203y + 224 4 20922 — 2032 =10
20" +2y* + 22" + 205 (2* + y® + 2%) — 203(z +y +2) =0
22 + 2y* + 221 4+ 200 (2% + 42 +2%) =0

Ponadto wiemy, ze:
P+ = (4 y+2)? — 200 = 20,

Wstawiajac to do poprzedniego réwnania mamy:

224 4 2y + 221 = (205)?

3. Mamy, ze
0'1:2
(r+y+2)?2—22—y?—-22 22-14
09 = = :75
2 2

o LBty - (@ P+ -y —yz— )ty +2)

3= =
3



Sz —(S2—o02)o1 20 —2(14+5)

— -6
3 3

Mamy zatem wielomian:
Pt)=t>—2t> -5t +6

Nietrudno zauwazy¢, ze pierwiastki tego wielomianu to 1, -2 oraz 3.
. latwo zauwazy¢, ze pierwiastki to 1, 11 -1.

. Lewa strona nieréwnosci jest trywialna:
xy+yz+ze —2ayz=ay—zyzt+yz —ayz+ze =xy(l —z) +yz(l —z) + za =

= ay(z +y) +yzly +2) + 22 > 0
Prawa natomiast, juz ciekawsza, pozwala na wykorzystanie swiezo zdobytej wiedzy. Oznaczmy

zgodnie ze schematem:
TY + Yz + 2T = 02

TYz = 03

Nasza nieré6wnos$é¢ przyjmuje zatem postac:

203 < ’
09 — 203 < —
Y
Zgodnie z tredcia zadania mamy:

g1 = 1

No i nasz ulubiony wielomian ma teraz postac:

20’2t - 2(73

Pt)=t>—t*+ oot —0o3 =13 —t> + 5

Widzimy, ze koncéwka tego wyrazenia jest do$¢ podobna do wyrazenia, ktére mamy szacowaé.
Policzmy P(1) :
1 1 1 g9 — 203
8 4 2
1

Wystarczy zatem pokazac, ze P(%) < 576 Ljest to dos¢ jasne: jesli ktoras z liczb x,y, 2 jest wigksza

od 1, i tylko jedna moze taka by¢, wtedy P(1) = (3 —z)(3 —y)(3 —z) < 0 Jedli natomiast wszystkie

sa, mniejsze od %, mozemy skorzystac z szacowania pomiedzy Srednia geometryczna a arytmetyczna;

1_pal_ i1 .,
Pl =G -G -n}-ncrtravrsze 1
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. Rozwiazania: %, 1.

. Rozwiazanie: 2, 3.



