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David Hilbert formulujac sw6j 15. problem nie stawial przed matematykami
konkretnego zadania matematycznego. Apelowal on raczej o stworzenie precyzyjnej
teorii, ktora by pozwolila na $ciste uzasadnienie rachunkow jakie w 2. polowie 19.
wieku wykonal Hermann Schubert. Oto tlumaczenie tekstu Hilberta:

,,Problem polega na tym, aby otrzymac w scisly sposéb z doktadnym
wyznaczeniem zakresu ich prawdziwosci te liczby geometryczne, ktore
Schubert wyznaczyl w stworzonym przez siebie rachunku opierajacym
sie glowme na tzw. zasadzie specjalnego polozenia lub zachowania
11czby

Oto prosty (i standardowy) przyklad na czym polega zasada specjalnego poloze-
nia. Rozwazmy nastepujace zadanie:

Ile istnieje prostych przecinajacych 4 dane proste w P3(C) 7

Aby rozwiazac to zadanie zmieniamy polozenie 4 prostych tak by pierwsza przecina-
la druga a trzecia czwarta. Woéwcezas istnieja dokladnie 2 proste przecinajace dane
4 proste: prosta przechodzaca przez punkty przeciecia 2 par prostych oraz prosta
bedaca punktem przeciecia 2 plaszczyzn rozpietych przez 2 pary prostych. Zasada
specjalnego polozenia orzeka wowczas, ze szukana liczba dla dowolnego ukiadu 4
prostych w P3(C) jest réwna 2 ( o ile jest skoniczona ).

O ile ta sytuacja jest raczej prosta, o tyle liczby: 666 841 048 kwadryk stycznych
do 9 danych kwadryk w P3(C) oraz 5 819 539 783 680 skosnych krzywych stopnia
3 stycznych do 9 danych kwadryk w P3(C) uzyskane przy pomocy tej samej zasady,
wydaja sie by¢ bardziej intrygujace.

W rzeczy samej, Schubert aby rozwiazywa¢ takie problemy jak te opisane wyzej
stosowal pewien intuicyjnie bardzo prosty aparat algebraiczny, ktérego zasady byly
nastepujace. Przypusémy, ze interesujemy sie zbiorem pewnych obiektéw geome-
trycznych, w skrécie: figur. Kazdemu geometrycznemu warunkowi nalozonemu
na figure przyporzadkowujemy symbol algebraiczny. Wowczas nalozenie chociazby
jednego z dwoch warunkéw przedstawiamy jako sume odpowiadajacych im sym-
boli, natomiast nalozenie dwoch niezaleznych warunkow interpretujemy jako iloczyn
odpowiadajacych im symboli. Tak okreslone operacje dodawania i mnozenia sa
przemienne, taczne i spetniaja prawo rozdzielno$ci. Rozpatrywane figury zaleza od
pewnej liczby parametréw (maja pewien ,,stopien swobody” ). Réwnos$é dwéch sym-
boli oznacza, ze odpowiadajace im warunki ograniczaja stopien swobody o tyle samo
oraz dla dowolnego trzeciego warunku takiego, ze moce zbioréw figur spetniajacych
warunki pierwszy i trzeci oraz odpowiednio drugi i trzeci sg liczbami skonczonymi,
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zachodzi rownos¢ tych dwoch ostatnich liczb. Zasada zachowania liczby orzeka, ze
zmieniajac parametry warunku w sposob ciagly, symbol odpowiadajacego warunku
nie ulega zmianie.

Zilustrujmy ten algebraiczny rachunek Schuberta na przykladzie pierwszego z
opisanych powyzej zadan. ,,Figurami” sa tu proste w P3(C). ,,Warunki” natozone
na figure ujete sa w nastepujacej tabelce:

Symbol Warunek Stopient swobody
[ prosta przecina ustalona prosta 3
lp prosta przechodzi przez ustalony punkt 2
lx prosta lezy w ustalonej plaszczyznie 2
ls prosta przechodzi przez ustalony punkt
i lezy w ustalonej plaszczyznie 1
|| prosta pokrywa sie z ustalona prosta 0

Miedzy tymi symbolami zachodza nastepujace relacje algebraiczne:

1% =i : istnieje doktadnie jedna prosta przechodzaca przez 2 rézne punkty,

12 =i : istnieje doktadnie jedna prosta w przecieciu 2 réznych plaszczyzn,

Ilp-l; =0 : nie istnieje prosta, ktéra jednoczes$nie lezy na plaszczyznie i prze-
chodzi przez punkt, ktéry na tej plaszczyznie nie lezy.

1?2 = Ip + I : przy wyprowadzeniu tej relacji stosuje Schubert zasade specjalnego
polozenia. Symbol [? reprezentuje warunek: ,,prosta przecina 2
ustalone proste”. Zalézmy, ze te proste sie przecinaja. Mamy wow-
czas 2 mozliwosci: albo prosta przechodzi przez punkt przeciecia
pary ustalonych prostych albo prosta lezy na plaszczyznie wyznaczo-

nej przez pare ustalonych prostych. Poniewaz tym dwém warunkom
odpowiadaja symbole [p oraz [, otrzymujemy zadana relacje.

Skoro I* = (Ip + Ix)? = 1% + 2lpl, + 12 = 2|l|, Schubert wnosi, ze istnieja 2 proste
przecinajace 4 proste w P3(C) w potozeniu ogélnym.

Zasada specjalnego polozenia (lub zachowania liczby), pod jeszcze inng nazwa
,,zasady ciaglodci” byta po raz pierwszy swiadomie uzyta przez J.V. Ponceleta w
roku 1822 do rozwiazania szeregu probleméw geometrii rzutowej. Poncelet uzywat
jej na prawach aksjomatu. Schubert, ktéry uzyskal bez watpienia najbardziej spek-
takularne rezultaty (liczby) stosujac te zasade, wydawal si¢ by¢ swiadom tego,
ze zasada ta powinna uzyska¢ przekonywujace algebro-geometryczne uzasadnienie.
Bylo to na pewno spowodowane krytyka wielu matematykéw przelomu 19. i 20.
wieku skierowana pod adresem tej zasady. Niewatpliwie kontrowersje te sklonity
Hilberta do sformulowania jakby ,,metamatematycznego” 15. problemu, ktérego
mys$la przewodnig bylo skonstruowanie teorii, w ktérej owa zasada bedzie logicznym
wnioskiem (a nie aksjomatem).

Kilka pokolen matematykéw zwiazalo swa prace z 15. problemem Hilberta. Wy-
mienmy nazwiska niektérych z nich (ta lista na pewno nie jest pela): Schubert,
Chasles, Severi, Zeuthen, Giambelli, Pieri, Halphen, van der Waerden, Poincaré,
Kronecker, Lefschetz, Chow, Chevalley, Zariski, Weil, Hodge, Grobner, Samuel,
Hirzebruch, Serre, Grothendieck, Kleiman, Fulton, MacPherson, Quillen, Arakelov,
Faltings, Gillet, Soulé ...



Jezyk, ktory umozliwil precyzyjna i zgodna z dzisiejszymi standardami Scistosci
odpowiedz na 15. problem Hilberta zostal wypracowany przez geometrie alge-
braiczng i topologie algebraiczng. W tym ujeciu ,,figury”, o ktérych mowa wyzej sa
to punkty pewnej rozmaitosci algebraicznej (,,przestrzeni parametréw”). Warunek
natozony na figure definiuje pewien podzbiér tej rozmaitosci. Warunek jest stop-
nia swobody t jezeli odpowiadajacy mu podzbiér ma — jako rozmaitos¢ — wymiar
t. Warunkom, ktére sa niezalezne odpowiadaja podzbiory w polozeniu ogolnym.
Iloczyn niezaleznych warunkéow odpowiada przecieciu odpowiadajacych podzbiorow
(przy czym skladowe takiego przekroju nalezy wyposazy¢ w odpowiednie krotnosci).
Rownos¢ warunkéw odpowiada — w dzisiejszej terminologii — numerycznej réwno-
waznosci odpowiadajacych podzbioréw.

Mozna wiec powiedzie¢, ze 15. problem Hilberta skladat sie z grubsza z dwéch
podprobleméw:

1) precyzyjne skonstruowanie przestrzeni parametréw (”parameter spaces”) dla
rodzin figur wystepujacych w problemach geometrii enumeratywnej (jest to
proponowane tlumaczenie terminu ”enumerative geometry”),

2) zbudowanie precyzyjnej teorii przecieé dla przestrzeni parametréow — lub ogdl-
niej — rozmaitosci algebraicznych i schematéw Grothendiecka.

Przestrzenie parametrow

Konstrukcja przestrzeni parametrow byta zadaniem subtelnym, na ktore bylo
nalozonych szereg warunkéw. Zat6zmy, ze dana jest rodzina {X,} podrozmaitosci
w P™ o ustalonych pewnych niezmiennikach (np wymiarze i stopniu). Zadanie
polega na skonstruowaniu rozmaitosci algebraicznej X, ktorej punkty sa w bijekcji
ze zbiorem {X,}. Ale sama bijekcja nie wystarcza. Od przestrzeni parametréow
zada sie ponadto, ze gdy punkt zmienia si¢ w sposéb ciagly w X to wspolczynniki
réwnan odpowiadajacej podrozmaitosci tez zmieniaja sie w sposob ciagly. Poza
tym jezeli istnieje algebraiczna rodzina podrozmaitosci w P to odpowiadajacy jej
elementom podzbiér w X musi by¢ podrozmaitoscig algebraiczna.

Istnieja zasadniczo 2 konstrukcje tego typu przestrzeni parametrow: schematy
Chow i schematy Hilberta.

Schematy Chow (teoria ta zostala zbudowana przez W.L. Chow i B.L. van der
Waerden) parametryzuja efektywne cykle ustalonego wymiaru i stopnia lezace w
ustalonej rozmaitosci rzutowe;.

Schematy Hilberta (teoria ta zostala zbudowana przez A. Grothendiecka) pa-
rametryzuja domkniete podschematy ustalonej rozmaitosci rzutowej posiadajace
ustalony wielomian Hilberta-Samuela. Obiekty te sa wyposazone w tzw. ,,uni-
wersalne rodziny”, z ktérych kazda inna rodzina podrozmaitosci (z ustalonymi
odpowiednimi dyskretnymi niezmiennikami) moze byé¢ otrzymana za pomoca za-
miany bazy.

Obie konstrukcje sa dalece nieefektywne. Precyzyjny opis geometrii tych obiek-
tow jest nadal atrakcyjnym problemem ogniskujacym prace wielu wspolczesnych
geometrow algebraicznych. Dla przykltadu podajmy, ze nadal otwartym jest prob-
lem:

Ile skiadowych nieprzywiedlnych posiadaja schematy Chow (odpowiednio Hilberta)
krzywych w P3 i jaki jest precyzyjny opis geometryczny tych sktadowych?



Trudniejszym problemem jest parametryzacja klas izomorfizmu rozmaitosci be-
dacych elementami pewnej rodziny rozmaitosci, czyli tzw. problem ,,moduli”. Tu-
taj technika geometrii rzutowej zastosowana przy konstrukcji schematéw Chow i
Hilberta okazuje si¢ niewystarczajaca. Geometryczna teoria niezmiennikéw D.
Mumforda a zwlaszcza pojecie stabilnosci i ilorazu geometrycznego pozwolily na
skonstruowanie przestrzeni moduli dla pewnych rodzin rozmaitosci. Dla przykiadu,
dla krzywych o ustalonym genusie g, sensowna przestrzen moduli mozna zbudowaé
dla krzywych spéjnych, majacych tylko punkty podwdjne jako osobliwosci oraz
skoniczona grupe automorfizméw. Ta przestrzen moduli jest nieprzywiedlng roz-
maitoscig rzutowa wymiaru 3g — 3. Geometria przestrzeni moduli krzywych zostala
wszechstronnie zbadana w pracach giéwnie J. Harrisa w latach 80-tych.

W latach 80-tych zostaly skonstruowane przestrzenie parametréw pozwalajace
na precyzyjne uzasadnienie rachunkéw Schuberta, G.Z. Giambelli’ego i innych kla-
sykow geometrii enumeratywnej dotyczace kwadryk, korrelacji, trojkatéw itd. Sa to
tzw. przestrzenie zupetnych kwadryk, korrelacyi, trojkatow itd., ktorych konstrukcja
czesto odwoluje sie do teorii reprezentacji grup algebraicznych.

Teoria przecieé

Skoncentrujmy sie teraz na jadrze 15. problemu Hilberta tzn. na konstrukcji
teorii przeciec. Wydaje sie, ze pierwsza teoria spelniajaca postulaty 15. prob-
lemu Hilberta pochodzi z topologii algebraicznej. Mianowicie van der Waerden
pokazal, ze symplicjalna teoria homologii rozwinieta przez S. Lefschetza w latach
dwudziestych (i zainspirowana ideami H. Poincaré) spelia postulaty wymagane
od teorii przecie¢. W topologii kazdej podrozmaitosci w bazowej (gladkiej) roz-
maitosci przyporzadkowana jest jej klasa kohomologii. Ciagla deformacja danej
podrozmaitosci do innej nie zmienia tej klasy. Jezeli 2 podrozmaitosci znajduja
si¢ w polozeniu ogolnym wzgledem siebie to ich ,,kohomologiczny przekrd)” dany
jest przez U—iloczyn odpowiadajacych klas kohomologii. Zatem jezeli kilka podroz-
maitosci w polozeniu ogdlnym przecina sie¢ w skonczonej liczbie punktéw to liczba
tych punktéw (liczac z krotnosciami) nie zmienia sie gdy parametry danych podroz-
maitosci zmieniaja sie w sposoéb ciagly, poniewaz ta liczba jest rowna U—iloczynowi
odpowiadajacych klas a te sa niezmiennicze. To jest , kohomologiczne uzasad-
nienie” zasady zachowania liczby. Od czaséw Lefschetza topologia algebraiczna
wyprodukowala kilka innych teorii kohomologii spelniajacych postulaty 15. prob-
lemu Hilberta. Wymienmy niektére z nich : homologie Borela-Moore’a, homologie
de Rhama, K-teoria; na szczegllna uwage zasluguje tu stworzona w latach 80-tych
w pracach R. MacPhersona i M. Goreskiego teorta homologii przecie¢ — bardzo
subtelne i silne narzedzie wspolczesnej geometrii i topologii.

Zajmijmy sie nieco szczegolowiej teoria przecie¢ w geometrii algebraicznej.

Lata 50-te i 60-te

W tym okresie teoria przecie¢ byla miejscem aktywnych badan geometrow al-
gebraicznych zajmujacych sie konstruowaniem podstaw tej teorii. Pracowali nad
nia: Chow, Serre, Chevalley, Grothendieck, Weil, Samuel, Hirzebruch, Kleiman -
by wymieni¢ nazwiska tylko kilku.

Wypracowana teoria dotyczyla rozmaitosci gladkich i opierala sie na dwéch
sktadnikach: lemacie Chow o przesuwaniu cykli oraz na teorii krotnosci Serre’a.



Doktadniej, w grupie cykli wprowadza si¢ relacje wymierne; rownowaznosci uz-
najac dwa cykle za réwnowazne jezeli jeden z nich mozna zdeformowac¢ do drugiego
wzdhuz P!. Lemat Chow o przesuwaniu méwi wéwczas, ze jezeli Y i Z sa cyklami
na gladkiej rozmaitosci X to istnieje cykl Z’ wymiernie rownowazny z Z taki, ze
Y 1 Z' znajduja sie wzgledem siebie w polozeniu ogélnym. Ponadto jezeli Z” ma
podobna wlasnosé co Z' to Y.Z' oraz Y.Z" sa wymiernie réwnowazne. Operacja
przecinania cykli jest nader subtelna poniewaz zaangazowane sa w nia krotnosci.
Jezeli Y 1 Z sa podrozmaitosciami X w polozeniu ogélnym wzgledem siebie to
Y.Z = > i(Y,Z;W;)W;, gdzie suma przebiega po skladowych nieprzywiedlnych
W; przekroju Y 1 Z oraz

iV, Z;W) = 3 (~1)7 diugosé (Torg?(c')/a, O/b)),
J
gdzie O jest pierscieniem lokalnym punktu ogélnego W na X, za$ a i b sa idealami
YiZwO.

W oparciu o te dwa narzedzia mozna stowarzyszy¢ z gladka rozmaitoscia X jej
pierscieri Chow A(X) (z gradacja przez kowymiar), ktérego elementami sy klasy
wymiernej rownowaznosci cykli i w ktérym mnozenie indukowane jest przez operacje
przecinania cyKkli.

Idee Grothendiecka pozwolily dostrzec w tej konstrukcji jej charakter funkto-
rialny: przyporzadkowanie X — A(X) , jest funktorem z kategorii gladkich roz-
maitosci algebraicznych do kategorii pierscieni przemiennych z gradacja spelniaja-
cych kilka warunkéw (pomijamy je tutaj), ktére go w pelni charakteryzyja. Rowniez
Grothendieckowi zawdziecza geometria algebraiczna wprowadzenie don klas Cherna
stowarzyszonych z wiazkami wektorowymi. Wartosci klas Cherna leza w pierscieniu
Chow i sa jednym z podstawowych narzedzi rachunkowych wspolczesnej enumera-
tywnej geometrii algebraiczne;j.

Lata 70-te i 80-te

W tym okresie, dzieki przede wszystkim pracom W. Fultona i MacPhersona,
zostala stworzona zadawalajaca algebraiczna teoria przeciec¢ dla rozmaitosci osobli-
wych. Podstawowa technika deformacjyi do wigzki normalnej pojawila sie juz we
wcezesniejszych pracach J.P. Jouanolou, A. Lascu-Mumforda-D.B. Scotta oraz M.
Gerstenhabera, ale dopiero dwaj wymienieni wyzej autorzy uSwiadomili sobie ze w
oparciu o te metode mozna zbudowa¢ nowa teorie przecie¢, nie uzywajaca lematu o
przesuwaniu i prawdziwa takze dla rozmaitosci osobliwych. Jezeli Y i Z sa dwiema
podrozmaitosciamiw (mozliwie osobliwej) rozmaitosci X, niekoniecznie w potozeniu
ogolnym wzgledem siebie, to produkt Y.Z w teorii Fultona i MacPhersona jest do-
brze zdefiniowany ,,juz” w sumie grup cykli modulo wymierna rownowazno$c sto-
warzyszonych z 7(C;) gdzie C; sa sktadowymi nieprzywiedlnymi stozka normalnego
YNZwY xZ amw jest projekcja m : C — Y N Z. Szczegdlowy wyklad teorii
przecie¢ dla rozmaitosci osobliwych zawiera fundamentalna ksiazka Fultona ”Inter-
section Theory”, ktoéra jest encyklopedia tego co do roku 1984 zostalo napisane na
temat réznych aspektéw 15. problemu Hilberta.

Wracajac do przestrzeni parametréw - lata 80-te to okres intensywnej pracy nad
ich pierscieniami Chow. W wielu wypadkach (przynajmniej struktura addytywna



tych obiektow) moze by¢ opisana dzigki teorii dzialari torusa A. Bialynickiego-Biruli.
Jako ,,egzotyczna” ciekawostke podajmy, ze w swojej pracy nad enumeratywna
geometria tréjkatéw, A. Collino i Fulton znalezli 2 bledy w oryginalnych rachunkach
Schuberta; o ile autorowi wiadomo, sa to jedyne znalezione bledy wsrdd tysiecy liczb
bedacych produktem rachunkowego geniuszu Schuberta.

Wspolcze$ni geometrzy enumeratywni, skupieni gléwnie wokét S.Kleimana przy
pomocy obecnie dostepnej teorii przecie¢ potwierdzili wiele liczbowych wynikéw
Schuberta. Na przyklad dwie intrygujace liczby wymienione na poczatku tego
artykutu znalazty Sciste uzasadnienie.

Twierdzenia typu Riemanna-Rocha

Sa to centralne twierdzenia wspodlczesnej teorii przecie¢. Moze dla celéw tego
artykutlu najbardziej zasadne bedzie sformutowanie tego twierdzenia w wersji F.Hir-
zebrucha. Jezeli E jest wiazka wektorowa nad gladka rozmaitoscia rzutowa X to
liczba Y (—1)" dim H*(X, E) daje si¢ wyliczy¢ jako stopien 0-wymiarowej sktadowej
iloczynu ch(E) - Td(Tx) gdzie ch(E), Td(FE) sa nastepujacymi elementami w
AX) @ Q

T

ch(E) = Zexp(ai) , Td(E) = Hai/(l —exp(—a;));

=1

r jest ranga E, a; sa pierwiastkami Cherna E a Tx jest wigzkg styczng do X.
Twierdzenie R-R w wersji Hirzebrucha zainspirowane bylo (poza klasycznymi sytu-
acjami gdy X jest krzywa albo powierzchnig) rachunkami J.E. Todda. Grothendieck
podal, noszace znamiona geniuszu, uogolnienie powyzszej rownosci dla morfizmu
wtasciwego miedzy dwiema gladkimi rozmaito$ciami. Twierdzenie R-R w wersji
Grothendiecka orzeka o przemiennosci pewnego diagramu zlozonego z K-grup i
grup Chow. P. Baum, Fulton i MacPherson uogdlnili twierdzenie R-R w wersji
Grothendiecka na przypadek rozmaitosci osobliwych. Kluczem do tego uogdlnienia
jest pewien wariant deformacji do wiazki normalnej znany pod nazwa konstrukcyi
wykresu Grassmannianowego MacPhersona, a wzmiankowana nowa wersja twier-
dzenia R-R sformulowana jest jako istnienie pewnej naturalnej transformacji miedzy
funktorem K i funktorem grup Chow.

R6zne wersje twierdzenia R-R wystepuja w wielu zastosowaniach enumeratywne;j
geometrii algebraicznej. Odnotujmy, ze dzieki pracom P. Robertsa z ostatnich
lat, twierdzenie R-R dla rozmaitosci osobliwych pozwolilo na udowodnienie kilku
waznych , hipotez przecie¢” w algebrze przemiennej.

Arytmetyczna teoria przecieé

Ta teoria zostala stworzona na poczatku lat 90-tych gtownie przez H. Gilleta i
Ch. Soulé. Stanowi ona rozwiniecie teorii przecie¢ S.J. Arakelova dla powierzchni
arytmetycznych - pionierskiej pracy z poczatku lat 70-tych. Niewatpliwa inspiracja
dla stworzenia arytmetycznej teorii przecie¢ byt dowod hipotezy Mordella uzyskany
przez G. Faltingsa przy pomocy teorii przecie¢ na powierzchniach arytmetycznych
(przypomnijmy, ze Faltings uhonorowany zostal za te prace medalem Fieldsa).
Obiektami arytmetycznej teorii przecie¢ sa rozmaitosci arytmetyczne: schematy



Grothendiecka nad Z. Odpowiednikiem grup Chow sa arytmetyczne grupy Chow,
ktore interpoluja miedzy ,,zwyklymi” grupami Chow oraz homologiami typu De
Rhama z formami rézniczkowymi zastapionymi przez strumienie (ang. ”currents”)
Greena. W tej teorii istnieja arytmetyczne klasy Cherna zdefiniowane dla wigzek
hermitowskich, udowodnione jest arytmetyczne twierdzenie Riemanna-Rocha-Hirze-
brucha (i prawdopodobnie wkrétce dowiedzione zostana arytmetyczne twierdzenia
R-R w wersji Grothendiecka i dla schematéw osobliwych). Z arytmetycznego twier-
dzenia Riemanna-Rocha-Hirzebrucha mozna - jak to pokazali niedawno P. Vojta
i Faltings - uzyska¢ nowe rezultaty oraz nowe, proste dowody starych twierdzen
w teorit aproksymacyi liczb algebraicznych. Dokladniej, rezultaty uzyskane przez
tych autoréw obejmuja: uogdlnienie klasycznego twierdzenia Thue-Siegel-Dyson-
Gel’fonda na przypadek krzywych genusu wiekszego niz 1, nowy dowdd hipotezy
Mordella oraz rezultaty o skonczonosci liczby punktéw wymiernych pewnych po-
drozmaitosci rozmaitosci abelowych. Wydaje sie, ze arytmetyczna teoria przeciec,
bez watpienia jeden z wiodacych kierunkéw wspolczesnej geometrii algebraiczne;j,
dostarczy jeszcze nie jednego zastosowania w teorii liczb.

Krzywe wymierne na hiperpowierzchni stopnia 5 w P*

Na zakonczenie tego artykutlu opiszemy pewne nowe wyzwanie przed jakim sta-
nela enumeratywna geometria algebraiczna konca 20. wieku. Wydaje sie, ze z
wielu wzgledéw fenomen ten zastuguje na nazwe ,,nowego wcielenia 15. problemu
Hilberta”. H. Clemens w roku 1984 postawit hipoteze:

Na hiperpowierzchni stopnia 5 w polozeniu ogélnym w P*(C) istnieje tylko skori-
czenie wiele krzywych wymiernych ustalonego stopnia.

Ta atrakcyjna hipoteza stala si¢ przedmiotem zainteresowania wspolczesnych ge-
ometrow algebraicznych ale uzyskane wyniki nie sa rewelacyjne. Dowiedziono, ze
hipoteza jest prawdziwa dla stopni < 7, S. Katz obliczyl, ze dla stopnia 2 ta liczba
wynosi 609 250 ; G. Ellingsrud i S.A. Strgmme, uzywajac techniki schematow
Hilberta, wyznaczyli analogiczna liczbe dla stopnia 3: 317 206 375 (dla stopnia
1 ta liczba wynosi 2875 i moze by¢ obliczona przy pomocy klasycznego rachunku
Schuberta).

Niespodziewany impuls w pracy nad tym problemem nadszedt z ... fizyki matem-
atycznej na poczatku lat 90-tych. P. Candelas, X.C. de la Ossa, P.S. Green i L.
Parkes - fizycy zajmujacy sie teorig struny wypisali tajemniczy szereg, ktdérego
wspolezynniki (po pewnym prostym przeksztalceniu) powinny dacé liczby krzywych
wymiernych kolejnych stopni lezacych na hiperpowierzchni stopnia 5 w polozeniu
ogblnym w P*! Ich metoda wykorzystujaca argumenty z teorii struny ( zasada
,,symmetrii zwierciadlanej” ) oraz geometrii algebraicznej (przestrzenie moduli roz-
maitosci Calabi- Yau) nie jest do tej pory zrozumiala dla matematykéw. Jak powie-
dzial sir M. Atiyah (wyktad w Max-Planck-Institut w Bonn, 1990) ,.Sciste matem-
atyczne uzasadnienie w/w rachunkéw Candelasa i spétki stanowi jedno z najwa-
zniejszych wyzwan dla geometrii algebraicznej konca 20. wieku”. Dla przykladu
postulowana liczba dla stopnia 10 wynosi:

704 288 164 978 454 686 113 488 249 750.
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