
Status 15. problemu Hilberta w roku 1993Piotr Pragacz1Instytut Matematyczny PANul. Chopina 1287-100 Toru�nDavid Hilbert formu luj�ac sw�oj 15. problem nie stawia l przed matematykamikonkretnego zadania matematycznego. Apelowa l on raczej o stworzenie precyzyjnejteorii, kt�ora by pozwoli la na �scis le uzasadnienie rachunk�ow jakie w 2. po lowie 19.wieku wykona l Hermann Schubert. Oto t lumaczenie tekstu Hilberta:,,Problem polega na tym, aby otrzyma�c w �scis ly spos�ob z dok ladnymwyznaczeniem zakresu ich prawdziwo�sci te liczby geometryczne, kt�oreSchubert wyznaczy l w stworzonym przez siebie rachunku opieraj�acymsi�e g l�ownie na tzw. zasadzie specjalnego po lo _zenia lub zachowanialiczby."Oto prosty (i standardowy) przyk lad na czym polega zasada specjalnego po lo_ze-nia. Rozwa_zmy nast�epuj�ace zadanie:Ile istnieje prostych przecinaj�acych 4 dane proste w P3(C ) ?Aby rozwi�aza�c to zadanie zmieniamy po lo_zenie 4 prostych tak by pierwsza przecina- la drug�a a trzecia czwart�a. W�owczas istniej�a dok ladnie 2 proste przecinaj�ace dane4 proste: prosta przechodz�aca przez punkty przeci�ecia 2 par prostych oraz prostab�ed�aca punktem przeci�ecia 2 p laszczyzn rozpi�etych przez 2 pary prostych. Zasadaspecjalnego po lo_zenia orzeka w�owczas, _ze szukana liczba dla dowolnego uk ladu 4prostych w P3(C ) jest r�owna 2 ( o ile jest sko�nczona ).O ile ta sytuacja jest raczej prosta, o tyle liczby: 666 841 048 kwadryk stycznychdo 9 danych kwadryk w P3(C ) oraz 5 819 539 783 680 sko�snych krzywych stopnia3 stycznych do 9 danych kwadryk w P3(C ) uzyskane przy pomocy tej samej zasady,wydaj�a si�e by�c bardziej intryguj�ace.W rzeczy samej, Schubert aby rozwi�azywa�c takie problemy jak te opisane wy_zejstosowa l pewien intuicyjnie bardzo prosty aparat algebraiczny, kt�orego zasady by lynast�epuj�ace. Przypu�s�cmy, _ze interesujemy si�e zbiorem pewnych obiekt�ow geome-trycznych, w skr�ocie: �gur. Ka_zdemu geometrycznemu warunkowi na lo_zonemuna �gur�e przyporz�adkowujemy symbol algebraiczny. W�owczas na lo_zenie chocia_zbyjednego z dw�och warunk�ow przedstawiamy jako sum�e odpowiadaj�acych im sym-boli, natomiast na lo_zenie dw�och niezale_znych warunk�ow interpretujemy jako iloczynodpowiadaj�acych im symboli. Tak okre�slone operacje dodawania i mno_zenia s�aprzemienne,  l�aczne i spe lniaj�a prawo rozdzielno�sci. Rozpatrywane �gury zale_z�a odpewnej liczby parametr�ow (maj�a pewien ,,stopie�n swobody"). R�owno�s�c dw�och sym-boli oznacza, _ze odpowiadaj�ace im warunki ograniczaj�a stopie�n swobody o tyle samooraz dla dowolnego trzeciego warunku takiego, _ze moce zbior�ow �gur spe lniaj�acychwarunki pierwszy i trzeci oraz odpowiednio drugi i trzeci s�a liczbami sko�nczonymi,1W czasie pisania tej pracy autor by l sponsorowany przez grant KBN No 2 P301 002 05.Typeset by AMS-TEX1



2zachodzi r�owno�s�c tych dw�och ostatnich liczb. Zasada zachowania liczby orzeka, _zezmieniaj�ac parametry warunku w spos�ob ciag ly, symbol odpowiadaj�acego warunkunie ulega zmianie.Zilustrujmy ten algebraiczny rachunek Schuberta na przyk ladzie pierwszego zopisanych powy_zej zada�n. ,,Figurami" s�a tu proste w P3(C ). ,,Warunki" na lo_zonena �gur�e uj�ete s�a w nast�epuj�acej tabelce:Symbol Warunek Stopie�n swobodyl prosta przecina ustalon�a prost�a 3lP prosta przechodzi przez ustalony punkt 2l� prosta le_zy w ustalonej p laszczyznie 2ls prosta przechodzi przez ustalony punkti le_zy w ustalonej p laszczy�znie 1jlj prosta pokrywa sie z ustalon�a prost�a 0Mi�edzy tymi symbolami zachodz�a nast�epuj�ace relacje algebraiczne:l2P = jlj : istnieje dok ladnie jedna prosta przechodz�aca przez 2 r�o_zne punkty,l2� = jlj : istnieje dok ladnie jedna prosta w przeci�eciu 2 r�o_znych p laszczyzn,lP � l� = 0 : nie istnieje prosta, kt�ora jednocze�snie le_zy na p laszczyznie i prze-chodzi przez punkt, kt�ory na tej p laszczyznie nie le_zy.l2 = lP + l� : przy wyprowadzeniu tej relacji stosuje Schubert zasad�e specjalnegopo lo_zenia. Symbol l2 reprezentuje warunek: ,,prosta przecina 2ustalone proste". Za l�o_zmy, _ze te proste si�e przecinaj�a. Mamy w�ow-czas 2 mo_zliwo�sci: albo prosta przechodzi przez punkt przeci�eciapary ustalonych prostych albo prosta le_zy na p laszczy�znie wyznaczo-nej przez par�e ustalonych prostych. Poniewa_z tym dw�om warunkomodpowiadaj�a symbole lP oraz l�, otrzymujemy _z�adan�a relacj�e.Skoro l4 = (lP + l�)2 = l2P + 2lP l� + l2� = 2jlj, Schubert wnosi, _ze istniej�a 2 prosteprzecinaj�ace 4 proste w P3(C ) w po lo_zeniu og�olnym.Zasada specjalnego po lo_zenia (lub zachowania liczby), pod jeszcze inn�a nazw�a,,zasady ci�ag lo�sci" by la po raz pierwszy �swiadomie u_zyta przez J.V. Ponceleta wroku 1822 do rozwi�azania szeregu problem�ow geometrii rzutowej. Poncelet u_zywa ljej na prawach aksjomatu. Schubert, kt�ory uzyska l bez w�atpienia najbardziej spek-takularne rezultaty (liczby) stosuj�ac t�e zasad�e, wydawa l si�e by�c �swiadom tego,_ze zasada ta powinna uzyska�c przekonywuj�ace algebro-geometryczne uzasadnienie.By lo to na pewno spowodowane krytyk�a wielu matematyk�ow prze lomu 19. i 20.wieku skierowan�a pod adresem tej zasady. Niew�atpliwie kontrowersje te sk loni lyHilberta do sformu lowania jakby ,,metamatematycznego" 15. problemu, kt�oregomy�sl�a przewodni�a by lo skonstruowanie teorii, w kt�orej owa zasada b�edzie logicznymwnioskiem (a nie aksjomatem).Kilka pokole�n matematyk�ow zwi�aza lo sw�a prac�e z 15. problemem Hilberta. Wy-mie�nmy nazwiska niekt�orych z nich (ta lista na pewno nie jest pe lna): Schubert,Chasles, Severi, Zeuthen, Giambelli, Pieri, Halphen, van der Waerden, Poincar�e,Kronecker, Lefschetz, Chow, Chevalley, Zariski, Weil, Hodge, Gr�obner, Samuel,Hirzebruch, Serre, Grothendieck, Kleiman, Fulton, MacPherson, Quillen, Arakelov,Faltings, Gillet, Soul�e ...



3J�ezyk, kt�ory umo_zliwi l precyzyjn�a i zgodn�a z dzisiejszymi standardami �scis lo�sciodpowied�z na 15. problem Hilberta zosta l wypracowany przez geometri�e alge-braiczn�a i topologi�e algebraiczn�a. W tym uj�eciu ,,�gury", o kt�orych mowa wy_zej s�ato punkty pewnej rozmaito�sci algebraicznej (,,przestrzeni parametr�ow"). Warunekna lo_zony na �gur�e de�niuje pewien podzbi�or tej rozmaito�sci. Warunek jest stop-nia swobody i je_zeli odpowiadaj�acy mu podzbi�or ma { jako rozmaito�s�c { wymiari. Warunkom, kt�ore s�a niezale_zne odpowiadaj�a podzbiory w po lo_zeniu og�olnym.Iloczyn niezale_znych warunk�ow odpowiada przeci�eciu odpowiadaj�acych podzbior�ow(przy czym sk ladowe takiego przekroju nale_zy wyposa_zy�c w odpowiednie krotno�sci).R�owno�s�c warunk�ow odpowiada { w dzisiejszej terminologii { numerycznej r�owno-wa_zno�sci odpowiadaj�acych podzbior�ow.Mo_zna wi�ec powiedzie�c, _ze 15. problem Hilberta sk lada l si�e z grubsza z dw�ochpodproblem�ow:1) precyzyjne skonstruowanie przestrzeni parametr�ow ("parameter spaces") dlarodzin �gur wyst�epuj�acych w problemach geometrii enumeratywnej (jest toproponowane t lumaczenie terminu "enumerative geometry"),2) zbudowanie precyzyjnej teorii przeci�e�c dla przestrzeni parametr�ow { lub og�ol-niej { rozmaito�sci algebraicznych i schemat�ow Grothendiecka.Przestrzenie parametr�owKonstrukcja przestrzeni parametr�ow by la zadaniem subtelnym, na kt�ore by lona lo_zonych szereg warunk�ow. Za l�o_zmy, _ze dana jest rodzina fX�g podrozmaito�sciw Pn o ustalonych pewnych niezmiennikach (np wymiarze i stopniu). Zadaniepolega na skonstruowaniu rozmaito�sci algebraicznej X, kt�orej punkty s�a w bijekcjize zbiorem fX�g. Ale sama bijekcja nie wystarcza. Od przestrzeni parametr�ow_z�ada si�e ponadto, _ze gdy punkt zmienia si�e w spos�ob ci�ag ly w X to wsp�o lczynnikir�owna�n odpowiadaj�acej podrozmaito�sci te_z zmieniaj�a si�e w spos�ob ci�ag ly. Pozatym je_zeli istnieje algebraiczna rodzina podrozmaito�sci w Pn to odpowiadaj�acy jejelementom podzbi�or w X musi by�c podrozmaito�sci�a algebraiczn�a.Istniej�a zasadniczo 2 konstrukcje tego typu przestrzeni parametr�ow: schematyChow i schematy Hilberta.Schematy Chow (teoria ta zosta la zbudowana przez W.L. Chow i B.L. van derWaerden) parametryzuj�a efektywne cykle ustalonego wymiaru i stopnia le_z�ace wustalonej rozmaito�sci rzutowej.Schematy Hilberta (teoria ta zosta la zbudowana przez A. Grothendiecka) pa-rametryzuj�a domkni�ete podschematy ustalonej rozmaito�sci rzutowej posiadaj�aceustalony wielomian Hilberta-Samuela. Obiekty te s�a wyposa_zone w tzw. ,,uni-wersalne rodziny", z kt�orych ka_zda inna rodzina podrozmaito�sci (z ustalonymiodpowiednimi dyskretnymi niezmiennikami) mo_ze by�c otrzymana za pomoc�a za-miany bazy.Obie konstrukcje s�a dalece nieefektywne. Precyzyjny opis geometrii tych obiek-t�ow jest nadal atrakcyjnym problemem ogniskuj�acym prac�e wielu wsp�o lczesnychgeometr�ow algebraicznych. Dla przyk ladu podajmy, _ze nadal otwartym jest prob-lem:Ile sk ladowych nieprzywiedlnych posiadaj�a schematy Chow (odpowiednio Hilberta)krzywych w P3 i jaki jest precyzyjny opis geometryczny tych sk ladowych?



4 Trudniejszym problemem jest parametryzacja klas izomor�zmu rozmaito�sci b�e-d�acych elementami pewnej rodziny rozmaito�sci, czyli tzw. problem ,,moduli". Tu-taj technika geometrii rzutowej zastosowana przy konstrukcji schemat�ow Chow iHilberta okazuje si�e niewystarczaj�aca. Geometryczna teoria niezmiennik�ow D.Mumforda a zw laszcza poj�ecie stabilnosci i ilorazu geometrycznego pozwoli ly naskonstruowanie przestrzeni moduli dla pewnych rodzin rozmaito�sci. Dla przyk ladu,dla krzywych o ustalonym genusie g, sensown�a przestrze�n moduli mo_zna zbudowa�cdla krzywych sp�ojnych, maj�acych tylko punkty podw�ojne jako osobliwo�sci orazsko�nczon�a grup�e automor�zm�ow. Ta przestrze�n moduli jest nieprzywiedln�a roz-maito�sci�a rzutow�a wymiaru 3g�3. Geometria przestrzeni moduli krzywych zosta lawszechstronnie zbadana w pracach g l�ownie J. Harrisa w latach 80-tych.W latach 80-tych zosta ly skonstruowane przestrzenie parametr�ow pozwalaj�acena precyzyjne uzasadnienie rachunk�ow Schuberta, G.Z. Giambelli'ego i innych kla-syk�ow geometrii enumeratywnej dotycz�ace kwadryk, korrelacji, tr�ojk�at�ow itd. S�a totzw. przestrzenie zupe lnych kwadryk, korrelacji, tr�ojk�at�ow itd., kt�orych konstrukcjacz�esto odwo luje si�e do teorii reprezentacji grup algebraicznych.Teoria przeci�e�cSkoncentrujmy si�e teraz na j�adrze 15. problemu Hilberta tzn. na konstrukcjiteorii przeci�e�c. Wydaje si�e, _ze pierwsza teoria spe lniaj�aca postulaty 15. prob-lemu Hilberta pochodzi z topologii algebraicznej. Mianowicie van der Waerdenpokaza l, _ze symplicjalna teoria homologii rozwini�eta przez S. Lefschetza w latachdwudziestych (i zainspirowana ideami H. Poincar�e) spe lnia postulaty wymaganeod teorii przeci�e�c. W topologii ka_zdej podrozmaito�sci w bazowej (g ladkiej) roz-maito�sci przyporz�adkowana jest jej klasa kohomologii. Ci�ag la deformacja danejpodrozmaito�sci do innej nie zmienia tej klasy. Je_zeli 2 podrozmaito�sci znajduj�asi�e w po lo_zeniu og�olnym wzgl�edem siebie to ich ,,kohomologiczny przekr�oj" danyjest przez [�iloczyn odpowiadaj�acych klas kohomologii. Zatem je_zeli kilka podroz-maito�sci w po lo_zeniu og�olnym przecina si�e w sko�nczonej liczbie punkt�ow to liczbatych punkt�ow (licz�ac z krotno�sciami) nie zmienia si�e gdy parametry danych podroz-maito�sci zmieniaj�a si�e w spos�ob ci�ag ly, poniewa_z ta liczba jest r�owna [�iloczynowiodpowiadaj�acych klas a te s�a niezmiennicze. To jest ,,kohomologiczne uzasad-nienie" zasady zachowania liczby. Od czas�ow Lefschetza topologia algebraicznawyprodukowa la kilka innych teorii kohomologii spe lniaj�acych postulaty 15. prob-lemu Hilberta. Wymie�nmy niekt�ore z nich : homologie Borela-Moore'a, homologiede Rhama, K-teoria; na szczeg�oln�a uwag�e zas luguje tu stworzona w latach 80-tychw pracach R. MacPhersona i M. Goreskiego teoria homologii przeci�e�c { bardzosubtelne i silne narz�edzie wsp�o lczesnej geometrii i topologii.Zajmijmy si�e nieco szczeg�o lowiej teori�a przeci�e�c w geometrii algebraicznej.Lata 50-te i 60-teW tym okresie teoria przeci�e�c by la miejscem aktywnych bada�n geometr�ow al-gebraicznych zajmuj�acych si�e konstruowaniem podstaw tej teorii. Pracowali nadni�a: Chow, Serre, Chevalley, Grothendieck, Weil, Samuel, Hirzebruch, Kleiman -by wymieni�c nazwiska tylko kilku.Wypracowana teoria dotyczy la rozmaito�sci g ladkich i opiera la si�e na dw�ochsk ladnikach: lemacie Chow o przesuwaniu cykli oraz na teorii krotno�sci Serre'a.



5Dok ladniej, w grupie cykli wprowadza si�e relacj�e wymiernej r�ownowa_zno�sci uz-naj�ac dwa cykle za r�ownowa_zne je_zeli jeden z nich mo_zna zdeformowa�c do drugiegowzd lu_z P1. Lemat Chow o przesuwaniu m�owi w�owczas, _ze je_zeli Y i Z sa cyklamina g ladkiej rozmaito�sci X to istnieje cykl Z 0 wymiernie r�ownowa_zny z Z taki, _zeY i Z 0 znajduj�a si�e wzgl�edem siebie w po lo_zeniu og�olnym. Ponadto je_zeli Z 00 mapodobn�a w lasno�s�c co Z 0 to Y:Z 0 oraz Y:Z 00 s�a wymiernie r�ownowa_zne. Operacjaprzecinania cykli jest nader subtelna poniewa_z zaanga_zowane s�a w ni�a krotno�sci.Je_zeli Y i Z s�a podrozmaito�sciami X w po lo_zeniu og�olnym wzgl�edem siebie toY:Z = P i(Y; Z;Wj)Wj , gdzie suma przebiega po sk ladowych nieprzywiedlnychWj przekroju Y i Z orazi(Y; Z;W ) =Xj (�1)j d lugo�s�c �TorOj (O=a;O=b)�;gdzie O jest pier�scieniem lokalnym punktu og�olnego W na X, za�s a i b s�a idea lamiY i Z w O.W oparciu o te dwa narz�edzia mo_zna stowarzyszy�c z g ladk�a rozmaito�sci�a X jejpier�scie�n Chow A(X) (z gradacj�a przez kowymiar), kt�orego elementami s�a klasywymiernej rownowa_zno�sci cykli i w kt�orym mno_zenie indukowane jest przez operacj�eprzecinania cykli.Idee Grothendiecka pozwoli ly dostrzec w tej konstrukcji jej charakter funkto-rialny: przyporz�adkowanie X ! A(X) , jest funktorem z kategorii g ladkich roz-maito�sci algebraicznych do kategorii pier�scieni przemiennych z gradacj�a spe lniaj�a-cych kilka warunk�ow (pomijamy je tutaj), kt�ore go w pe lni charakteryzyj�a. Rownie_zGrothendieckowi zawdzi�ecza geometria algebraiczna wprowadzenie do�n klas Chernastowarzyszonych z wi�azkami wektorowymi. Warto�sci klas Cherna le_z�a w pier�scieniuChow i s�a jednym z podstawowych narz�edzi rachunkowych wsp�o lczesnej enumera-tywnej geometrii algebraicznej.Lata 70-te i 80-teW tym okresie, dzi�eki przede wszystkim pracom W. Fultona i MacPhersona,zosta la stworzona zadawalaj�aca algebraiczna teoria przeci�e�c dla rozmaito�sci osobli-wych. Podstawowa technika deformacji do wi�azki normalnej pojawi la si�e ju_z wewcze�sniejszych pracach J.P. Jouanolou, A. Lascu-Mumforda-D.B. Scotta oraz M.Gerstenhabera, ale dopiero dwaj wymienieni wy_zej autorzy u�swiadomili sobie _ze woparciu o t�e metod�e mo_zna zbudowa�c now�a teori�e przeci�e�c, nie u_zywaj�ac�a lematu oprzesuwaniu i prawdziw�a tak_ze dla rozmaito�sci osobliwych. Je_zeli Y i Z s�a dwiemapodrozmaito�sciami w (mo_zliwie osobliwej) rozmaito�sciX, niekoniecznie w po lo_zeniuog�olnym wzgl�edem siebie, to produkt Y:Z w teorii Fultona i MacPhersona jest do-brze zde�niowany ,,ju_z" w sumie grup cykli modulo wymierna rownowa_zno�s�c sto-warzyszonych z �(Ci) gdzie Ci s�a sk ladowymi nieprzywiedlnymi sto_zka normalnegoY \ Z w Y � Z a � jest projekcj�a � : C ! Y \ Z. Szczeg�o lowy wyk lad teoriiprzeci�e�c dla rozmaito�sci osobliwych zawiera fundamentalna ksia_zka Fultona "Inter-section Theory", kt�ora jest encyklopedi�a tego co do roku 1984 zosta lo napisane natemat r�o_znych aspekt�ow 15. problemu Hilberta.Wracaj�ac do przestrzeni parametr�ow - lata 80-te to okres intensywnej pracy nadich pier�scieniami Chow. W wielu wypadkach (przynajmniej struktura addytywna



6tych obiekt�ow) mo_ze by�c opisana dzi�eki teorii dzia la�n torusa A. Bia lynickiego-Biruli.Jako ,,egzotyczn�a" ciekawostk�e podajmy, _ze w swojej pracy nad enumeratywn�ageometri�a tr�ojk�at�ow, A. Collino i Fulton znalezli 2 b l�edy w oryginalnych rachunkachSchuberta; o ile autorowi wiadomo, s�a to jedyne znalezione b l�edy w�sr�od tysi�ecy liczbbed�acych produktem rachunkowego geniuszu Schuberta.Wspo lcze�sni geometrzy enumeratywni, skupieni g l�ownie wok�o l S.Kleimana przypomocy obecnie dost�epnej teorii przeci�e�c potwierdzili wiele liczbowych wynik�owSchuberta. Na przyk lad dwie intryguj�ace liczby wymienione na pocz�atku tegoartyku lu znalaz ly �scis le uzasadnienie.Twierdzenia typu Riemanna-RochaS�a to centralne twierdzenia wsp�o lczesnej teorii przeci�e�c. Mo_ze dla cel�ow tegoartyku lu najbardziej zasadne b�edzie sformu lowanie tego twierdzenia w wersji F.Hir-zebrucha. Je_zeli E jest wi�azk�a wektorow�a nad g ladk�a rozmaito�sci�a rzutow�a X toliczbaP(�1)i dim Hi(X;E) daje si�e wyliczy�c jako stopie�n 0-wymiarowej sk ladowejiloczynu ch(E) � Td(TX) gdzie ch(E); Td(E) s�a nast�epuj�acymi elementami wA(X)
 Q : ch(E) = rXi=1 exp(ai) ; Td(E) = rYi=1 ai=(1� exp(�ai));r jest rang�a E, ai s�a pierwiastkami Cherna E a TX jest wi�azk�a styczn�a do X.Twierdzenie R-R w wersji Hirzebrucha zainspirowane by lo (poza klasycznymi sytu-acjami gdy X jest krzyw�a albo powierzchni�a) rachunkami J.E. Todda. Grothendieckpoda l, nosz�ace znamiona geniuszu, uog�olnienie powy_zszej r�owno�sci dla mor�zmuw lasciwego mi�edzy dwiema g ladkimi rozmaito�sciami. Twierdzenie R-R w wersjiGrothendiecka orzeka o przemienno�sci pewnego diagramu z lo_zonego z K-grup igrup Chow. P. Baum, Fulton i MacPherson uog�olnili twierdzenie R-R w wersjiGrothendiecka na przypadek rozmaito�sci osobliwych. Kluczem do tego uog�olnieniajest pewien wariant deformacji do wi�azki normalnej znany pod nazw�a konstrukcjiwykresu Grassmannianowego MacPhersona, a wzmiankowana nowa wersja twier-dzenia R-R sformu lowana jest jako istnienie pewnej naturalnej transformacji mi�edzyfunktorem K i funktorem grup Chow.R�o_zne wersje twierdzenia R-R wyst�epuj�a w wielu zastosowaniach enumeratywnejgeometrii algebraicznej. Odnotujmy, _ze dzi�eki pracom P. Robertsa z ostatnichlat, twierdzenie R-R dla rozmaito�sci osobliwych pozwoli lo na udowodnienie kilkuwa_znych ,,hipotez przeci�e�c" w algebrze przemiennej.Arytmetyczna teoria przeci�e�cTa teoria zosta la stworzona na pocz�atku lat 90-tych g l�ownie przez H. Gilleta iCh. Soul�e. Stanowi ona rozwini�ecie teorii przeci�e�c S.J. Arakelova dla powierzchniarytmetycznych - pionierskiej pracy z poczatku lat 70-tych. Niewatpliw�a inspiracj�adla stworzenia arytmetycznej teorii przeci�e�c by l dow�od hipotezy Mordella uzyskanyprzez G. Faltingsa przy pomocy teorii przeci�e�c na powierzchniach arytmetycznych(przypomnijmy, _ze Faltings uhonorowany zosta l za t�e prac�e medalem Fieldsa).Obiektami arytmetycznej teorii przeci�e�c s�a rozmaito�sci arytmetyczne: schematy



7Grothendiecka nad Z. Odpowiednikiem grup Chow s�a arytmetyczne grupy Chow,kt�ore interpoluj�a mi�edzy ,,zwyk lymi" grupami Chow oraz homologiami typu DeRhama z formami r�o_zniczkowymi zast�apionymi przez strumienie (ang. "currents")Greena. W tej teorii istniej�a arytmetyczne klasy Cherna zde�niowane dla wi�azekhermitowskich, udowodnione jest arytmetyczne twierdzenie Riemanna-Rocha-Hirze-brucha (i prawdopodobnie wkr�otce dowiedzione zostan�a arytmetyczne twierdzeniaR-R w wersji Grothendiecka i dla schemat�ow osobliwych). Z arytmetycznego twier-dzenia Riemanna-Rocha-Hirzebrucha mo_zna - jak to pokazali niedawno P. Vojtai Faltings - uzyska�c nowe rezultaty oraz nowe, proste dowody starych twierdze�nw teorii aproksymacji liczb algebraicznych. Dok ladniej, rezultaty uzyskane przeztych autor�ow obejmuj�a: uog�olnienie klasycznego twierdzenia Thue-Siegel-Dyson-Gel'fonda na przypadek krzywych genusu wi�ekszego ni_z 1, nowy dow�od hipotezyMordella oraz rezultaty o sko�nczono�sci liczby punkt�ow wymiernych pewnych po-drozmaito�sci rozmaito�sci abelowych. Wydaje si�e, _ze arytmetyczna teoria przeci�e�c,bez w�atpienia jeden z wiod�acych kierunk�ow wsp�o lczesnej geometrii algebraicznej,dostarczy jeszcze nie jednego zastosowania w teorii liczb.Krzywe wymierne na hiperpowierzchni stopnia 5 w P4Na zako�nczenie tego artyku lu opiszemy pewne nowe wyzwanie przed jakim sta-n�e la enumeratywna geometria algebraiczna ko�nca 20. wieku. Wydaje si�e, _ze zwielu wzgl�ed�ow fenomen ten zas luguje na nazw�e ,,nowego wcielenia 15. problemuHilberta". H. Clemens w roku 1984 postawi l hipotez�e:Na hiperpowierzchni stopnia 5 w po lo_zeniu og�olnym w P4(C ) istnieje tylko sko�n-czenie wiele krzywych wymiernych ustalonego stopnia.Ta atrakcyjna hipoteza sta la si�e przedmiotem zainteresowania wspo lczesnych ge-ometr�ow algebraicznych ale uzyskane wyniki nie s�a rewelacyjne. Dowiedziono, _zehipoteza jest prawdziwa dla stopni 6 7, S. Katz obliczy l, _ze dla stopnia 2 ta liczbawynosi 609 250 ; G. Ellingsrud i S.A. Str�mme, u_zywaj�ac techniki schemat�owHilberta, wyznaczyli analogiczn�a liczb�e dla stopnia 3: 317 206 375 (dla stopnia1 ta liczba wynosi 2875 i mo_ze by�c obliczona przy pomocy klasycznego rachunkuSchuberta).Niespodziewany impuls w pracy nad tym problemem nadszed l z ... �zyki matem-atycznej na pocz�atku lat 90-tych. P. Candelas, X.C. de la Ossa, P.S. Green i L.Parkes - �zycy zajmuj�acy si�e teori�a struny wypisali tajemniczy szereg, kt�oregowspo lczynniki (po pewnym prostym przekszta lceniu) powinny da�c liczby krzywychwymiernych kolejnych stopni le_z�acych na hiperpowierzchni stopnia 5 w po lo_zeniuog�olnym w P4! Ich metoda wykorzystuj�aca argumenty z teorii struny ( zasada,,symmetrii zwierciadlanej" ) oraz geometrii algebraicznej (przestrzenie moduli roz-maito�sci Calabi-Yau) nie jest do tej pory zrozumia la dla matematyk�ow. Jak powie-dzia l sir M. Atiyah (wyk lad w Max-Planck-Institut w Bonn, 1990) ,,�scis le matem-atyczne uzasadnienie w/w rachunk�ow Candelasa i sp�o lki stanowi jedno z najwa-_zniejszych wyzwa�n dla geometrii algebraicznej ko�nca 20. wieku". Dla przyk ladupostulowana liczba dla stopnia 10 wynosi:704 288 164 978 454 686 113 488 249 750.
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