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W calosci projektu filozoficznego Jozefa Hoene-Wroniskiego matematyka odgrywa
dwojaka role. Z jednej strony, jest fundamentem wiedzy i warunkiem wszelkiego
poznania. Z drugiej strony, jest dziedzina, do ktérej w pierwszej kolejnosci nalezy
zastosowaé zasady nowej filozofii, dajac jej metafizyczna podstawe [36]. W pier-
wszej roli, jako metoda poznania i wykorzystania zasad nauk przyrodniczych
matematyka doprowadzita Wronskiego do wielu wizjonerskich i wyprzedzajacych
jego czasy wynalazkéw. Oceniajac z tej perspektywy, Wronskiego $émiato mozna
zaliczy¢ do heroicznych pionieréw ,wieku rozumu”, antycypujacych tryumf nowe;j
cywilizacji przemystowej. Niestety, traktowanie matematyki jako pola do metafizy-
cznych spekulacji, w sposéb catkowicie anachroniczny, kierowato sie przeciwnie do
coraz bardziej dominujgcego nurtu zmierzajacego do oparcia matematyki na pod-
stawach $cistych, przy jednoczes$nie wzrastajacej Swiadomosci jej autonomicznosci
wobec filozofii. Pomni kryzysu, w jaki wtracita 6wczesng matematyke dyskusja o
filozoficznych podstawach ,,rachunku nieskoniczenie matych”, matematycy 6wczesni
z niechecig odwracali sie od ,metafizyki” w strone konstruktywnej refleksji nad
strukturami pojawiajacymi sie w procesie rozwigzywania konkretnych probleméw.
W 1772 r. Lagrange pisze: , Takie rozumienie Rachunku Rézniczkowego i Calkowego
wydaje mi sie prostsze i jasniejsze, niz przyjmowane dotychczas. Nie zalezy ono,
jak widzicie, od zadnej metafizyki i zadnej teorii wielkoSci nieskonczenie matych
albo znikajacych” [25], str. 443.

Wielkim paradoksem w mys$li Wronskiego byt fakt, ze pod pozorem owej ,,metafizyki”
skrywala sie w istocie metodologia o charakterze operacyjnym, zmierzajaca do
stworzenia algorytméw skutecznego rozwigzywania konkretnych probleméw [17],
[19]. Dazenie Wronskiego do zrozumienia zakresu stosowalno$ci owych algoryt-
mow nie mogto by¢ ukoronowane stworzeniem $cistej teorii, gdyz wymagato to po-
je¢ i metod matematyce 6wczesnej niedostepnych. Jak bardzo intuicja Wronskiego
wyprzedzata matematyke 6wczesng Swiadczy fakt, ze jego idea ,szeregu uniwer-
salnego” znalazta Sciste uzasadnienie dopiero w pracy Stefana Banacha z roku
1939. [2]. Niestety, nie mogac da¢ swoim odkryciom, unifikujacym wiele znanych
dotad algorytméw i dostarczajacym nowych, solidnej podstawy matematycznej,
Wronski wypuszcza sie w rejony natchnionej spekulacji, najwyrazniej przekonany
o ich uniwersalnosci [17], [19], [36].

Jednak w dziedzinie funkcji analitycznych formuty Wronskiego daja jawne
wyrazenia na wspoltczynniki szeregéw bedacych rozwiagzaniem wielu waznych za-
gadnien. W niniejszym artykule poréwnujemy, na przyktad, rozwigzanie zagad-
nienia kompozycji F o f~! dla zadanych funkcji analitycznych F' i f, podane
przez Lagrange’a w roku 1770 [23] oraz rozwiazanie tego zagadnienia podane

przez Wroniskiego w roku 1812 (zaprezentowane w troche zagmatwany sposéb, dla
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osiagniecia pozornie wiekszej ogélnosci w [18] oraz w [19]). Kontrowersja woké}
wzajemnej relacji miedzy tymi dwoma rozwigzaniami skonczyta sie nieszczesliwie
dla Wronskiego. Z poczatku rezultaty Wronskiego zostaly przychylnie zrecen-
zowane przez Lagrange’a i Lacroix. Jednak nie wydaje sie, zeby po $mierci La-
grange’a w roku 1813, inni matematycy Akademii Francuskiej zgadzali sie z tym,
ze rozwigzanie Wronskiego przewyzsza rozwiazanie Lagrange’a. Sam Wronski
nie potrafit ich przekona¢ do swoich idei, zrazajac ich do siebie pelng emocji
i ,metafizyki” polemika z rezultatami Lagrange’a [18], Laplace’a [20] i Poissona
[18]. W wyniku wywolanego tym skandalu Wronski stracil posade w obserwa-
torium astronomicznym w Marsylii, co zepchnelo go w izolacje od Srodowiska
matematycznego i skazalo jego dorobek naukowy na dlugotrwale zapomnienie.
Od tego momentu prace przedktadane przez Wronskiego byty przez Akademie
Francuska ignorowane, lub zbywane lekcewazacymi komentarzami.

Celem niniejszego artykutu jest przystepna prezentacja tych zagadnien oraz
wykazanie, ze w owym sporze racje mial wlasnie Wronski. Podczas gdy for-
mula (Biirmanna -) Lagrange’a jest w istocie rekurencyjnym algorytmem, for-
mula Wroniskiego jest rozwiazaniem tej rekurencji (modulo rozwiazanie rekurencji
definiujacej pewien ciagg liczb naturalnych, ktére zawdzieczamy dopiero Faa di
Bruno). W zasadzie, sedno sporu lezatlo w réznym rozumieniu pojecia ,rozwiaza-
nia”. Lagrange uwazal, ze rozwigzal problem, bo podat algorytm zawierajacy
przejScia graniczne, Wronski uwazal, ze prawdziwym rozwigzaniem jest formuta
algebraiczna. Wbrew sugestywnie, acz mylaco, prostej formule analitycznej, bez
formuly Faa di Bruno albo wzoréw Wronskiego na dzielenie szeregéw potegowych,
formuta Biirmanna-Lagrange’a dostarcza jedynie rekurencyjnego algorytmu o
ztozonosci poréwnywalnej (dla ogélnych danych) z odwracaniem par force sz-
eregu metoda wspolczynnikéw nieoznaczonych. Zadziwiajace, ze tak wnikliwy
badacz dzieta Wronskiego jak Samuel Dickstein w [12] poprzestaje na stwierdze-
niu teoretycznej réwnowaznosci tych rozwigzan sprowadzajac oba do rozwinie-
cia Taylora wzgledem zamienionej zmiennej. Ten sam punkt widzenia przyjety
jest réwniez w innych pracach na ten temat [9][44][35]. Praca [43], co prawda,
wykazuje nieznaczng (i pozorna) przewage rozwigzania Wronskiego nad formuta
Biurmanna-Lagrange’a, ale nie dotyka zasadniczej réznicy jakosciowej pod wzgle-
dem efektywnosci. Nawet po sprowadzeniu obu wzoréw za pomoca formuty Faa
di Bruno (nieznanej jeszcze Lagrange’owi, Biirmannowi i Wronskiemu) do mozli-
wie najprostszej postaci algebraicznej, wida¢ we wzorze Biirmanna-Lagrange’a
zbedne komplikacje, ktére przy obliczaniu poszczegélnych wspélczynnikéw sie
upraszczaja, podczas gdy we wzorze Wronskiego wcale sie nie pojawiaja. Mozna
powiedzie¢, ze formuta Wronskiego jest formula ,z Ksiegi” ukryta w szatach
Kopciuszka, podczas gdy formuta Biirmanna-Lagrange’a jest jej troche starsza,
brzydsza, ale $émielszg siostra. Dla wyrobienia sobie zdania w tej kwestii, zache-
camy czytelnika do obliczenia pigtego wspdtczynnika rozwiniecia z uproszczonego
wzoru Biirmanna-Lagrange’a (24) i poréwnania tego z uproszczonym wzorem
Wronskiego (35).

Pewnym wytlumaczeniem dla wcigz trwajacego historycznego nieporozumienia
w tej sprawie jest fakt, ze szereg Wronskiego, do pracy Banacha [2] na ten temat,
mial status rozwigzania wytacznie formalnego. W miedzyczasie wielu matem-
atykéw, jak Lambert [27], Euler [14], Lexell [32], Laplace [28, 29, 30], Cauchy
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(3, 4, 5, 6, 7, 8], Jacobi [22], Czebyszew [11], Zolotariew [42], Niekrasow [34],
Sochocki [38], Stiltjes [39] i wielu innych, publikowalo prace na temat szeregu
Lagrange’a. Dzieki temu rozwiagzanie Lagrange’a zyskalo olbrzymi impact factor,
ktéremu trudno przeciwstawié prace autoréw polskich jak Dickstein [12, 13], Zo-
rawski [43], Zurakowski [44] i Banach [2], publikowane w polskich czasopismach,
oraz jedna prace Cayleya [9], omawiajace metode Wronskiego.

Na przetomie XIX i XX wieku metode Wronskiego odwracania szeregu mozna
znalez¢ w prawie kazdym podreczniku analizy matematycznej, na przyktad [33],
[31], zanim jeszcze w 1939 roku Banach nadal $cisty sens ,Loi Supréme”, na
ktérym metoda ta jest oparta. Niestety, po II-giej wojnie swiatowej metoda ta
znikneta z wiekszoSci podrecznikéow, nawet polskich, a w artykutach naukowych
odwotania do metody Wronskiego staly sie sporadyczne [37]. Tymczasem metoda
Biirmanna-Lagrange’a, ktéra w zastosowaniu do ogélnego przypadku nie doréwnuje
metodzie Wronskiego ani prostotg ani elegencja, po dzi§ dzien cieszy sie, nie
calkiem zastuzona, opinig ostatecznego rozwiagzania problemu lokalnego odwraca-
nia analitycznej zamiany zmiennej [16] (réwniez [1, 15, 41, 10]):

“Burmann-Lagrange series. A power series which offers a complete solution
to the problem of local inversion of holomorphic functions.”

Tak kategoryczny sad ez cathedra ksztalttuje opinie szerszej publicznosci, zu-
pelnie nieSwiadomej istnienia rozwigzania Wronskiego:

>From: edwa...@sunrise.Stanford.EDU (Larry Edwards)
>Date: 7 Nov 91 00:13:58 GMT

>0Organization: Stanford University

>Is there any general method for finding the inverse
>0f a taylor series?

>That is given some arbitrary taylor series
>(assuming it does have an inverse)

>is there some way of constructing the taylor series
>of its inverse.

(...) What the guy wanted was something like

the Burmann-Lagrange formula.

On page 150|1 of Louis Comtet ‘Advanced Combinatorics’
Reidel 1974

one will find the required formulas.

J.W. Nienhuys,

Research Group Discrete Mathematics

Dept. of Mathematics and Computing Science
Eindhoven University of Technology

P.0. BOX 513, 5600 MB Eindhoven

The Netherlands

Nie umniejszy wielkoSci Lagrange’a to, ze uznany zostanie wktad Wronskiego
w rozwigzanie tego problemu. Rozsadne wydaje sie dzi§ stosowac oba rezultaty
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lacznie: obliczamy wspdélezynniki rozwiniecia ze wzoru Wronskiego (35) i wyko-
rzystujemy reszte w postaci Biirmanna-Lagrange’a do oszacowania btedu przy-
blizenia skonczong suma jego wyrazow.

1. SZEREG UNIWERSALNY - PIERWSZE WCIELENIE A.D. 1810

1.1. Faktorialy Krampa. Definicja.
Fo(z) =1, F,(z) :=¢@)p(z+ Az) - oz + (n—1)Az), n>0

gdzie ¢(z) - dowolna funkcja taka, ze p(zo) = 0, Az - dowolny przyrost zmiennej
x.
U Dicksteina [12] faktorialy Krampa generowane przez funkcje ¢(z) nazywa
sie fakultetami funkcji ¢(z).

Problem wspétczynnikéw. Znalezé wspotezynniki rozktadu danej funkeji F' w
szereg funkcyjny

F= Z cnFry.
n=0

1.2. Rozwigzanie problemu wspdélczynnikéw.
Definicja. Operator réznicowy A. Dla dowolnej funkcji F'(z)

(AF)(z) :== F(z) — F(z — Ax).

Obserwacja. Dlam < n
(A™Fy) (@) = 0.
Rzeczywiscie, poniewaz (o) = 0, wiec
Fo(z) = (a)p(@ + Az) - --p(z + (n — 1)Az)

znika w x = g, 19 — Az, ..., zo — (n — 1)Az. Dlatego wszystkie réznice F), rzedu
< n znikaja w £ = zy.
Stosujac operatory A* do rozwiniecia i biorgc wartoéé w o dostajemy stad

(AF)(z0) = c1(AF1)(20)
(A2F)(x0) =¢ (AZFl)(xo) + 62(A2F2)(x0)

(ARF)(.TQ) = Cl(AnF]_)(.TQ) + CQ(A”FQ)(.’L’()) 4+ -4 Cn(AnFn)(xo)
Rozwiazujac ten uklad dostajemy
AF, --- AF, ;1 AF

A"Fy -+ A"F,_, A"F

1 =
(1) Cn AF,---A"-1F,_ - AnF, (o)
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1.3. Wronskian. W granicy Ax — 0 operatory réznicowe zastepujemy pochod-
nymi (przyrost Az, wystepujacy jako mianownik w ilorazach réznicowych, sie
skraca). Wowczas utamek (1) przechodzi w utamek, ktérego licznikiem jest wroniskian

W 1882 T. Muir pisat :

“Wroniskiany byty po raz pierwszy uzyte przez Wroriskiego (...), zapomniane na
60 lat, ponownie ujrzaty Swiat dzieki badaniom Christoffela i Frobeniusa, ktorym
zawdzieczamy odkrycie ich wtasnosci. Uptyneto wiele czasu nim ustalili oni iden-
tycznosé funkcji Wronskiego i wyznacznikow, ktorym, jok mi sie zdaje, nalezy
nadac imie autora”.

Zauwazmy jeszcze, ze w granicy Az — 0 faktorialy Krampa przechodza w
potegi funkcji generujacej ¢(x).

2. ZROZUMIENIE OGOLNOSCI METODY - A.D. 1815

W 1815 Wronski zauwaza:

»Nalezy, na koniec, zauwazyé, ze jesli (...) A zamiast oznaczac réznice (...) 0z-
nacza zupetnie inny uktad funkcji algorytmicznych (...), to takze to, co powiedziane
byto wzgledem funkcji SZIN, bedzie prawdziwe”

Oznacza to, ze Wronski uwazal, ze mozna obliczy¢ wspélezynniki ¢, rozwinie¢
nie tylko za pomoca funkcjonaléw réznic i pochodnych w punkcie xgy, ale réwniez
i dla dowolnych uktadéw funkcji F;, i funkcjonaléw liniowych L, spelniajacych
warunek

L,.(F,)=0

dla m < n, ktére nazywa ,funkcjami algorytmicznymi”.
W szczegdlnosci, dobierajac do funkeji

1

(2) F.(z) = E(JE —2o)(x — o + Az) - -+ (x — 2o + (n — 1)Ax),
B R =)
@ R =@ - )"
funkcjonaly, odpowiednio,
AMF

(6) La(F) = F™ (z),

T =20 \po1 (n=1)
(7) Ln(F) = (f(:r) — )@ .

otrzymujemy formalnie wzor
(8) & = Ln(F),
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bedacy konsekwencja faktu, ze

a wiec znane rozwiniecia w szereg, odpowiednio, Newtona, Taylora i Biirmanna-
Lagrange’a.

Ogélnego problemu zbieznosci takich rozwinie¢ Wronski nie rozwazal. Problem
taki postawil i rozwigzal dopiero Stefan Banach w roku 1939 [2]. Jednak Wronski
zdawal sobie sprawe z probleméw analitycznych zwigzanych ze zbieznosScia jego sz-
eregu uniwersalnego. Idea Wronskiego zaradzenia rozbiezno$ci lub przyspieszenia
zbieznosci jego szeregu, kiedy zbiega powoli, polega na rozwijaniu w szereg wzle-
dem faktorialéw Krampa generowanych przez funkcje 1(x), otrzymana z ¢(z) za
pomocy prostego przeksztalcenia analitycznego. W przypadku szeregu Taylora
wokét zg, bedacego granicznym (przy Az — 0) rozwinieciem wzgledem faktori-
atéw Krampa generowanych przez funkcje ¢(z) =  — zy, Wroniski proponowat
zastosowanie do niej przeksztalcenia liniowo-wymiernego. Na przyktad, przeksz-
talcenie

o(x)
) = —F——"—
¥(@) o(x) +2
zamienia szereg Taylora funkcji In x wokét xg = 1,
1 1
=1 = 5=+ 5= 1=,

zbiezny dla 0 < z < 2, w szereg
5 x—1+1(x—1>3+1(x—1>5+
z+1 3\z+1 5\z+1 ’

zbiezny dla wszystkich z > 0.

3. POROWNANIE FORMUL BURMANNA-LAGRANGE’A T WRONSKIEGO.

3.1. Rozwiagzanie Lagrange’a problemu odwrotnej analitycznej zamiany
zmiennej. Problem matematyczny, o ktérym bedzie mowa, motywowany byt za-
gadnieniem astronomicznym, ktérego rozwigzanie przyniosto Lagrange’owi wielka
stawe i zapoczatkowato jego wielkie dzielo przeksztalcania astronomii i mechaniki
newtonowskiej w galezie analizy matematycznej [26].

Réwnanie Keplera

t=1x—esinz

opisuje ruch okresowy planety (¢t = czas, okres = 27) po orbicie eliptycznej (e =
mimosréd), gdy polozenie planety mierzymy katem z.
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Problem astronomiczny. Znalez¢ zalezno$é z(t).

Rozwiazanie Lagrange’a [24].
<1
T=t+) — [sin” D en
n=1 "

Rozwigzanie to otrzymuje Lagrange traktujac problem astronomiczny jako przy-
padek szczegblny bardziej ogélnego zagadnienia.

Uogodlnione ré6wnanie Keplera.

t=xz—e-g(x).

Uogdlniony problem astronomiczny. Znalezé zalezno$é F'(x(t)) dla zadanej
funkcji F'(x).

Rozwiazanie Lagrange’a [23].

— 1 (n—1)
(10) F(a)=F(t)+ Y — o) FO )] " em.
n=1"""
Matematycznie rzecz biorac, pod warunkiem, ze g(t) # 0, mozna ten zwigzek
wyrazi¢ w terminach lokalnego odwracania odwzorowania analitycznego y =
f(z), przyjmujacego w ustalonym punkcie x = zy warto$¢ y, lokalnie jednokrot-
nie. Kladac mianowicie zy = t, f(z) = yo + (z — t)g(z)™* i y = yo + e, ostatni
wzor przeksztalcamy rownowaznie we wzér Biirmanna-Lagrange’a
(n—1)
_ > 1 x—1xz0 \
P =) + 34 |(5) W] -
n— f(iE) — Yo =10
W szczegblnosci, dla F(z) = x otrzymujemy nastepujace wyrazenie na szereg
odwrotny

w2 () T o
Fw=er sl —w) |, 7"

Wzér Biirmanna-Lagrange’a powszechnie traktowany jest jako najlepsze rozwigzanie
problemu odwrotnej analitycznej zamiany zmiennej. Jezeli poréwnacé go z bezposred-
nig procedurg odwracania szeregu metoda wspotczynnikéw nieoznaczonych, to
jego prostota jest wprost uderzajaca. Kiedy jednak przychodzi do konkretnych
obliczen, natychmiast ujawnia sie jego stabos¢. Prostota tej formuly jest opty-
cznym zludzeniem wywolanym niewlasciwym uzyciem symbolu [ --]y—z,. Mi-
anowicie, w wyniku rézniczkowania dostajemy wyrazenia nieokre$lone w zy, w
ktore nie mozna po prostu wstawi¢ wartosci © = xy, ale nalezy dokona¢ do-
datkowego przejscia granicznego. Zobaczmy to na przyktadzie n = 2.

=[] Pt S e
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2

.F® (z).

T — 2y

+[m

Jak bardzo mylaca jest notacja |- - - ]|;=4,, Sugerujaca podstawienie wartosci z =
xo, pokazuja nastepujace obliczenia, w ktérych dokonujemy przejscia granicznego
korzystajac z rozwiniecia Taylora

(11) f(@) = f(xo) + fV(m0)(z — o) + %f@) (o) (& — ) + o(|z — xo/?),
(12)  fY(@) = FD(z0) + f@ (o) (@ — o) + o(|z — o)),

f@) —yo— (@ —20)fM(@) 1 fD(ao)

(19) T U@ w2 0
 f@) —yo— (@ —w0) [N (xo) 1 P (xo)
(14) M, (@) — w)? = O

Pokazuje to, ze podstawienia x = xy wrecz nie wolno tu w zadnym miejscu
stosowa¢. Widaé ponadto z (13), ze w wyniku tych dodatkowych przej$é granicznych
pojawiaja sie pochodne funkcji f rzedéw wyzszych, niz sugeruje to zapis formuty.
W miare wzrostu n wyrazenia nieokre$lone w xy sa coraz bardziej skomplikowane
i cho¢ dla kazdego konkretnego n przejscia granicznego mozemy dokonaé, ko-
rzystajac z rozwiniecia Taylora f(z) wokdt xo jak wyzej, to metoda ta nie daje
zadnego wyobrazenia o ogdlnej postaci tak otrzymanych wspdétczynnikéw.

Tak wiec, rozwigzanie Lagrange’a problemu odwrotnej analitycznej zamiany
zmienne] polega, w istocie, na sprowadzeniu go do problemu dzielenia funkcji
analitycznych, a mianowicie znalezienia szeregu potegowego (lub réwnowaznie -
ciaggu pochodnych w xg) funkeji g(z) = fEECE_)%?yO analitycznej wokét xg.

Jednak dzielenie to jest nietrywialnym problemem samym w sobie. Nawiasem
mowiac, zostal on rozwigzany wlasnie przez Wronskiego w roku 1811 i rozwigzanie
to podajemy w ostatnim paragrafie niniejszego artykutu. Bez wzoréw na dzielenie
natomiast, dysponujac jedynie operacja pochodnej, dostajemy

g(z) = m,

Wiy — 1@ =90 (z—20) V()

7 F@-wf

() = “HO@UE =0 = @ =20V @) = (@) = o)l = 70)f D)

(f(z) = v0)? ’
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I chociaz rozwijanie w szereg Taylora umozliwia obliczenie tych pochodnych w z
dla kazdego ustalonego n

g(.To) = f(l) (x())v
1 r(2
—17@
g( )(5130) - f2(1)2 (x()),
CLpO)F6) 4 1y

f(l)g (.T()),

to trudno domysélec sie stad ogdlnej formulty wyrazajacej je przez pochodne funkcji
f w xp. Mozna, co prawda, dostrzec tu pojawianie sie 1-kocykli na grupie dyfeo-
morfizméw zwigzanych z jednowymiarowa struktura afiniczna

—2gM F@

(15) p (o) = @(xo)

i rzutowa (tak zwana pochodna Schwartza)

—3¢2 (1) £(3) _ 3 £(2)2
(16) 9= o) = T o)
ale, jak sie zdaje, zwigzek ten, wyrazajacy geometrie wyzszych dzetéw, nawet
dzi$ nie jest dostatecznie zrozumiany.

Zeby nadaé¢ obliczeniom wedlug tego wzoru charakter algebraiczny, nalezy
wpierw przedstawi¢ wyrazenie meromorficzne g(z) = fE"z_)on jako funkcje anali-
tyczna wokét zg, czyli wrécié do wzoru Lagrange’a (10).

Wtedy rzeczywiscie bez wiekszego trudu obliczamy wspoétczynniki szeregu La-
grange’a (10) jako algebraiczne wyrazenia od pochodnych funkcji g i F' w punkcie
xo- W celu wypisania tych algebraicznych wyrazen potrzebujemy wspoétczynnikéw
liczbowych zdefiniowanych nastepujaco.

Definicja. Dla kazdej liczby naturalnej m > 0 i ciagu (iy, 42,43 . . .) liczb catkow-
(m)

itych prawie wszystkich réwnych zeru, zdefiniujmy liczby ag, g ;, .

nastepujacej rekurencji: az(ﬁ-)z’is___ = 0, jezeli ktérykolwiek z indekséw (iy, 79,173 . ..)

jest ujemny lub #; + 2i5 + 3i3... # m, oraz

za pomoca

0
(17) a((),()],O,... = 1:
+1 .
(18) ag"m)g = az(:rl—)l,iQ,ig,... + Z(zk + 1)az<1nf.)..,ik_1,ik+1,ik+1—1,ik+2,...'
k>1
7 definicji tej natychmiast wynika, ze aggf ()),0,._. = 1 dla kazdego m. Oto piec¢

nastepnych grup niezerowych wyrazéw tej rekurencji
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(5) _
@ a?,()),o,o,o,... = 1,
4 5
) azl,(;,o,o,... =1, as,%,o,o,o,... = 10,
3 5
a 2) asoo,. =1, as10.,0,. = 6, a12000,. = 19,
PR 2,0,.. C) — (4) -3 5 = 10
1,... ) 2 1,1,0,... — 9 9,2,0,0,... — 9 a20,1,0,0,... — )
ap1,. = 1 (3) 1 (4) —4 5 - 10
Qp,0,1,... ) a1,0,1,0,... — 5 ap,1,1,0,0,... = )
o =1 al®) = 5
0,0,0,1,... — L 1,0,0,1,0,... — )
al’ = 1
0,0,0,0,1,... — .

Rekurencja ta ma nastepujace rozwigzanie w zwartej postaci, podane przez Faa
di Bruno (1825-1888),

!
(19) a™ = S
bds T G 1 gli2glis

Jezeli traktowac wzory (17)-(18) jako analog tréjkata Pascala obliczajacego wspélezyn-

niki dwumianowe Tln , to wzér (19) nalezy traktowaé jako analog wzoru

m m!
20 . = —.
(20) ( [ ) il(m —4)!

Latwo zobaczyé, korzystajac z (17)-(18), ze liczby te wystepuja jako liczbowe
wspoétczynniki w regule tancuchowej obliczania wyzszych pochodnych funkcji
ztozonej (podanej przez Faa di Bruno)

m

(21) (h © g)(m) - Z (h(k) © g) ) Z agr,li)Q,is,... H g(r)iT’

k=0 i1+2i9+3ig+...=m, r>1
in+iz+izt..=k
w ktérej dla i, = 0 przyjmujemy ¢ := 1 i sumowanie ograniczone jest do
indeksow 7, > 0.
Stosujac iterowang regule Leibniza oraz wzér (21) do h(z) := Z; w formule
(10) otrzymujemy

@2 [P0 =

n—1 m "k
n—1 q . e -
) ( m ) (n—k)! > agl,i)z,is,... 11 g(Mir . pln=m),

m=0 k=0 (n - k)! i14+2ig+3ig+...=m, r>1
i1+iztiz .=k
Podstawienie warto$ci © = zy (na przyklad wyniku obserwacji astronomicznej)
jest teraz w pelni uprawnione i wtasnie dlatego rozwiazanie Lagrange’a réwnania
Keplera ma tak wielkie znaczenie dla obliczen astronomicznych.
Jezeli z kolei zastosowaé iterowana regute Leibniza oraz wzér (21) do kompozy-
cji H oG, gdzie H(z) := 21 oraz

(23
6wy = IO - (000 4 11O ) — 20) + £ FO o) — )+

T — 2y
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w formule (11), otrzymujemy
(24)

(RS e o ()

N m AN
(25) TYm,k = (_1)kk! Z 6%(1,1')2,1'3,... H (7” + 1) ?

i14+2ig+3ig+...=m, r>1
i1+tist+iz+...=k

f(r+1)

fo -
Wielko$ci (26) maja nastepujacy sens geometryczny: sa to wspotezynniki wyzszych
rzedéw koneksji afinicznej, bedacej cofnieciem struktury afinicznej na prostej za
pomocy f 1. Jezeli v(x)% jest polem wektorowym stycznym na prostej, to jego
wyzsze pochodne kowariantne maja postac

(26) Yr =

1) T 0@ = 3 (1) ule) oo @)1

n
dx m=0

Wielkosé %’ wzgledem poteg ktérej rozwijamy, réwniez ma interpretacje ge-
d

ometryczng: ﬁ%&(’o) - Jest wektorem stycznym w punkcie xy, ktory jest przeksztal-

cany przy dyfeomorfizmie f w wektor wodzacy (y — yo)j—y punktu y zaczepiony w
punkcie yy. Pojecie wektora wodzacego ma sens po ustaleniu struktury afinicznej
na prostej. Dlatego wzor (24) nalezy dzi§ rozumieé nastepujaco:

Lokalny dyfeomorfizm f~! cofa przesuniecie o wektor swobodny na prostej do
przesuniecia rownolegtego w sensie koneksji afinicznej. Koneksja ta przedtuza sie
do afinicznej wigzki dzetow funkcji i wzor (24) opisuje wtasnie to przedtuzenie.

Przy obliczaniu kolejnych cztonéw rozwiniecia tatwo zauwazy¢ intrygujace zjawisko
polegajace na tym, ze wszystkie wspélczynniki liczbowe oprécz wspotczynnikéw
Faa di Bruno, wystepujace w tej formule w nawiasie kwadratowym, upraszczaja
sie. W nastepnym paragrafie okaze sie, ze formule te mozna wygenerowaé in-
aczej, otrzymujac ja od razu w postaci prostej i eleganckiej, oczyszczonej z tych
niepotrzebnych wspétczynnikéw.

Podsumowujac, ,formuta” Biirmanna-Lagrange’a w postaci (11) jest niczym
wiecej jak sugestywnie zapisanym rekurencyjnym algorytmem o dos$¢ wysokiej
ztozonosci. Rekurencja ta nie jest rozwigzana przez podanie algebraicznej formuly
w zwartej postaci wyrazajacej wspétczynniki rozwiniecia kompozycji F o f=! za
pomoca wspotczynnikéw rozwinie¢ funkcji F'i f. Natomiast po przeksztalceniu
do algebraicznej postaci (24), za pomoca formuly Faa di Bruno, zawiera liczne
zbedne artefakty, ktére, i tak w koncu sie skracajac, tylko zawadzaja w obliczeni-
ach.
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3.2. Rozwigzanie Wronskiego problemu odwrotnej analitycznej zami-
any zmiennej [18]. Wronski rozwaza rozwiniecie postaci

F(z) = F(xo) + iann(:c),

gdzie

Fu@) = = (f(@) — yo)", f(z0) = vo.

Tl

Wzér Biirmanna-Lagrange’a, przynajmniej na poziomie formalnym, jest wéwczas
banalng konsekwencja tatwego do sprawdzenia faktu, ze funkcjonaly liniowe L,,,
gdzie

(n—1)

(28) L) (52 ) P

(.’L’) — Y =0
spelniaja
(29) L (F) = S,

czyli sg bardzo szczegdlnymi ,funkcjami algorytmicznymi” w sensie Wronskiego.
Jest to jednak, jak juz wiemy, rozwiazanie potowiczne. Aby efektywnie obliczyé
wspotczynniki ¢,,, Wronski korzysta ze swojej ogélnej metody, otrzymujac

FY ..o O pO
M FM 0
30 = .
& U RO B
K" ... B B

Korzystajac z (21) dla h(z) :== &%) § ¢(z) := f(z) oraz tozsamosci

(GG wh) b
2=Y0

otrzymujemy nastepujace wyrazenia na pochodne funkcji ztozonej F,, w punkcie
Zg-

(31) F )= Y al. LS (o).
i1+2ia+3ig+...=m, r>1
i1+is+iz+...=k

W szczegdlnosci

—
w
[\

~—

51

2

—~

8
(=]
~—

|

0, dlak>m,
(33) FiM (o) = fO™ (o).



0 WYZSZOSCI “LOI SUPREME” HOENE-WRONSKIEGONAD WZOREM BURMANNA-LAGRANGE14

Wéwcezas wspdlezynniki Wroniskiego (30) przyjmuja postaé

Fl(l) ... Frsl_)l FO)
F1(n) ... Frsﬁ)l Fn)
(34) Cn = f(l)n(n;n (z0),

w ktorej w pierwszych n — 1 kolumnach wyznacznika wstawiamy prawe strony
(31). Rozwiniecie to dalej mozna uprosci¢ uzywajac wielkosci (26), jak w przy-
padku wzoru Biirmanna-Lagrange’a.

(35)
1 0 0 F®)
o 1 | V21 . : : 10 \"
F(f! =F il (n—2) 70
=P+ Xl o pe ) ()
: ' 1 F0-D
Vo1 vt Yamed Fn)
gdzie
(36) Yok = > al o T
i1+2ig+3ig+...=m, r>1
i1+i2+iz+...=k
na przyktad
Y2,1 = 1,
V3,1 = Yo, Y32 = 371,
Va1 = Y3, Va2 = 37+ 4y, Va3 = 671,
Ysg = Ya  Ysz = 10me 4575, s = 1597 4+107,  yse = 107,
skad
-1 _ (1) Y—%
1 0o FO
11 FO (y—yo>2 1 Y — Yo
+5 (o) +=lm 1 F® |(z)
2‘71 F® f® (o) 6 vo 3y, F® f@(zo)
1 0 0 FO
24| v 3y 1 FO® | ) ()
s 3y2 44y, 6y, F®W
1 0 0 o FO®
1 0 0 F® 5
1 71 _
+m Y2 37 1 0 F® (o) <f%1)(y0)> + -
Y3 3"}/‘1(2 + 4’}’2 6’}/1 1 F(4) Lo
Y 10mye 4573 1577 + 107, 10y, F©
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W szczegblnosci dla F(z) = x otrzymujemy wzér na szereg odwrotny

Vo1 1 0 --- 0

_1 _ ad (—1)n_1 . . . . - . Y—Yo !
: ) 1
’Yn,l ... ... “ .. ,Yn’n—]_

_ Y— Y 1 y=1 )
0 =0+ it~ e (for)

~ 1 y—y 3 1 Y1 1 0 y—y 4
+- | (o) ( . ) — | 7 3 L | (zo) ( . )
3 (1) (1)
Y2 O fO(zo) 24 s 372 +4v, 67 fO(zo)
71 1 0 0 .
1 Y2 371 1 0 Y—"%
20| 1 392+ 4y 671 1| () SO (o) -
Y14 10172 + 573 1592 + 107 107

Na uwage zastuguje fakt, ze wzory te, bedace odpowiednikami formut Biirmanna-
Lagrange’a, wolne s od oméwionych wyzej wad tych ostatnich. W tej postaci
wzory Wronskiego od razu podaja jawng zalezno$¢ wspotczynnikéw szeregu szukanego
F o f~! od wspélezynnikéw szeregéw danych F'i f.

3.3. Rozwigzanie Wronskiego problemu dzielenia funkcji analitycznych.

Poniewaz mnozenie szeregéw potegowych opisane jest prosta reguta Cauchy’ego,

kluczowym momentem w dzieleniu szeregéw potegowych jest obliczenie odwrot-

nosci dzielnika. Mozna zaltozy¢, ze dzielnik nie znika w punkcie zg, i ze o = 0.
W 1811 r. [17] Wroniski otrzymal rozwiniecie

1
(37) n :80+81x+"'+5n$n+"'7
Gy + a1+ - -+ ap " + -
0 0 Qg aq
n(n+1) 0 0 aq a9
(=1)"
Sn = n+1
Qo
Gy a1 --- QGp—2 GQp—1
a QA --- Qp-1 an

(W [35] wzér ten cytowany jest z blednym znakiem (—1)"*1.)

3.3.1. Zera funkcji analitycznych. W 1868 r. de Morgan zastosowal rozwiniecie
Wronskiego (37) do wyprowadzenia nastepujacego asymptotycznego wyrazenia na
miejsce zerowe funkcji analitycznej ag + a1z + - - - + a,z™ + - - - [40]. Jezeli szereg
ten ma doktadnie jedno miejsce zerowe z; o minimalnej wartosci bezwzglednej i
w pewnym kole o §rodku zy = 0 zawierajacym z; szereg ten jest zbiezny, to

. Sp—1
z1 = lim
n—o0 STL
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