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FUNKCJA ζ RIEMANNA. PRACA RIEMANNA Z 1859 ROKU

1 Wstęp

Chcemy bada¢ funkcj¦ π(x), czyli liczb¦ liczb pierwszych mniejszych ni» zadana wielko±¢ (die Anzahl

der Primzahlen . . . ) x. Przyjmuj¡c konwencj¦
∑

p f(p) = f(2) + f(3) + f(5) + f(7) + . . . oraz de�nicj¦

hα(x) =


0 dla x < α

1/2 dla x = α

1 dla x > α

,

mo»emy napisa¢ π(x) =
∑

p hp(x) (1). Zwi¡zek funkcji π z funkcj¡ ζ Riemanna, okre±lon¡ jako szereg

Dirichleta

ζ(s) =
∑
n­1

n−s =
∏
p

1

1− p−s
(Z)

jest nast¦puj¡cy: je±li w wyra»eniu

log ζ(s) = −
∑

p

log(1− p−s) =
∑
p, n

1

n
p−sn

zast¡pimy p−sn przez s
∫∞

pn x
−s−1dx, otrzymamy

log ζ(s)

s
=

∑
p, n

1

n

∫∞
pn

x−s−1dx =
∑
p, n

1

n

∫∞
0
hpn(x)x−s−1dx =

=

∫∞
0

∑
p, n

1

n
hp(x1/n)

 x−s−1dx =

∫∞
0

(∑
n

1

n
π(x1/n)

)
x−s−1dx (1)

(skorzystali±my tu z to»samo±ci hpn(x) = hp(x1/n)). Je±li teraz oznaczymy przez S transformacj¦

(Sf)(x) =
∑
n­1

1

n
f(x1/n),

przezM za± transformacj¦

(Mf)(s) =

∫∞
0
f(x)xs−1dx

(zwan¡ transformacj¡ Mellina), wówczas zwi¡zek (1) mo»emy przepisa¢ w postaci

log ζ(s)

s
= (MSπ)(−s). (T)

Aby dowiedzie¢ si¦ czego± o funkcji π(x),

(1) zbadamy wªasno±ci funkcji ζ, przedªu»aj¡c j¡ na C − {1},

(2) znajdziemy transformacj¦ odwrotn¡ do S,
(3) znajdziemy transformacj¦ odwrotn¡ doM,

(4) wyci¡gniemy odpowiednie wnioski dotycz¡ce tempa wzrostu π(x).

1hα(α) zostaªo okre±lone w ten sposób, »eby otrzymana funkcja speªniaªa warunek 2f(x) = f(x+ 0) + f(x− 0).
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2 Funkcja ζ Riemanna

Dygresja o funkcji Γ . Zanim przejd¦ do badania funkcji ζ(s), przypomn¦ czytelnikowi funkcj¦ Γ(z).

Dla x > 0 okre±lamy j¡ wzorem

Γ(x) =

∫∞
0
e−ttx−1dt.

Speªnia ona równanie (dowód przez zcaªkowanie przez cz¦sci)

Γ(x+ 1) = x Γ(x),

dzi¦ki któremu jest ÿuogólnieniem" silni (Γ(n+1) = n!). Funkcja przedªu»a si¦ na C− {0, −1, −2, . . .}

i ma w usuni¦tych punktach bieguny jednokrotne. Speªnia te», potrzebne dalej, zale»no±ci:

Γ(z) · Γ(1− z) =
π

sinπz
(Γ1)

Γ(2z) =
22z−1Γ(z)Γ(z+ 1

2)√
π

(Γ2)

Dowód tych zale»no±ci (zwanych, odpowiednio, wzorem na dopeªnienie i wzorem Legendre'a)

znajduje si¦ na ko«cu.

Funkcja ζ zostaªa wcze±niej okre±lona wzorem (Z), maj¡cym sens dla <s > 1. Przedªu»ymy j¡ teraz na

C − {1} i rozªo»ymy na niesko«czony iloczyn po jej pierwiastkach.

(1) Zauwa»my, »e Γ(s)n−s =
∫∞

0 e−nxxs−1dx, zatem

Γ(s)ζ(s) =

∫∞
0

xs−1dx

ex − 1
(2).

(2) Niech γ b¦dzie konturem jak na rysunku [od +∞ do 0 nad pólprost¡ R+, dookoªa zera przeciwnie

do ruchu wskazówek zegara, nie obiegaj¡c »adnego innego punktu 2nπi i od 0 do +∞ pod póªprost¡

R+]. Okre±lmy gaª¡¹ argumentu (i logarytmu) z ÿrozci¦ciem" na (−∞, 0), tj. Argz ∈ (−π, π]. Niech

I(s) =

∫
γ

(−x)s−1

ex − 1
dx,

gdzie (−x)s−1 := exp(s−1)(log x) = exp(s−1)(log |x|+i·Argx). Caªka ta okre±la funkcj¦ holomor�czn¡ na

C, gdy» funkcja podcaªkowa d¡»y szybciej ni» wielomianowo do 0 w +∞, co gwarantuje zbie»no±¢ caªki;

zbie»no±¢ ta jest niemal jednostajna, co wobec analityczno±ci funkcji podcaªkowej daje analityczno±¢ I(s).

Dla <s > 1 mamy

I(s) = (e−iπs − eiπs)

∫∞
0

xs−1

ex − 1
dx = −2i · sinπs · Γ(s) · ζ(s),

co otrzymujemy degeneruj¡c homotopijnie krzyw¡ γ do pólprostej R+ przebieganej wpierw od niesko«czono±ci

do zera po ÿgórnej" stronie (Arg(−z) = −π), a potem spowrotem po stronie ÿdolnej" (Arg(−z) = π).

(3) Dla <s < 0, caªk¦ I mo»emy rozumie¢ jako caªk¦ po brzegu tej cz¦sci rozdzielonej pªaszczyzny,

która zawiera niesko«czenie wiele biegunów funkcji podcaªkowej (2nπi, n 6= 0): niech Γn b¦dzie dodatnio

zorientowanym brzegiem obszaru powstaªego przez przeci¦cie tego obszaru o brzegu γ, który nie zawiera

0 z koªem K(0, (2n+ 1)π). Γn skªada si¦ z kawaªka γ i kawaªka okr¦gu. Jednak caªka po ªuku okr¦gu d¡»y

do 0, gdy» a := lim supn inf |z|=(2n+1)π |ez − 1| > 0, zatem caªka szacuje si¦ z góry przez a · 2(n + 1)π ·
((2n+ 1)π)<s−1 ¬ 2a((2n+ 1)π)−1 → 0. Z twierdzenia o residuach otrzymujemy wówczas

I(s) = −2πi
∑
n6=0

Resz=2nπi

(
(−z)s−1

ez − 1

)
= −i(2π)s

∑
n­1

ns−1((−i)s−1 + is−1)
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(gdy» residuum w 2nπi wynosi limz→2nπi(z − 2nπi)(ez − 1)−1(−z)s−1 = (−2nπi)s−1), sk¡d wynika

zwi¡zek pomi¦dzy ζ(s) i ζ(1− s):

2 sinπs · Γ(s) · ζ(s) = (2π)s · 2 cos (s− 1)π

2
· ζ(1− s). (S)

Korzystaj¡c ze wzorów (Γ1) i (Γ2) oraz trywialnej trygonometrii, przeksztaªcamy powy»sz¡ równo±¢

sinπs ·
Γ( s

2) · Γ( s+1
2 ) · 2s−1

√
π

· ζ(s) = 2s · πs · cos (s− 1)π

2
· ζ(1− s),

(
2 sin

πs

2
cos

πs

2

)(
Γ(
s

2
) · π

Γ(1−s
2 ) · sin( s+1

2 π)
· 1

2
√
π

)
· ζ(s) = πs · sin πs

2
· ζ(1− s),

Γ(
s

2
)π− s

2 ζ(s) = Γ(
1− s

2
)π− 1−s

2 ζ(1− s) (S ′),

czyli lewa strona (S ′) (oznaczmy j¡ przez L(s)) speªnia L(s) = L(1− s).

(4) Zastosujemy teraz wzór (S ′) do ÿulepszenia" wzoru (2). Skoro∫∞
0
e−n2πxx

s
2
−1dx = Γ(

s

2
)π− s

2n−s,

to

L(s) = L(1− s) =

∫∞
0

∑
n­1

e−n2πx

 x s
2
−1dx.

Oznaczmy Ψ(x) =
∑

n­1 e
−n2πx. Riemann skorzystaª ze wzoru odkrytego przez Jacobiego,

2Ψ(x) + 1 =

(
2Ψ

(
1

x

)
+ 1

)
x− 1

2 (J),

(dowód (J) znajduje si¦ na ko«cu), aby otrzyma¢

L(s) =

(∫1

0
+

∫∞
1

)
Ψ(x)x

s
2
−1dx =

∫1

0

[
1

2
(x− 1

2 − 1) + Ψ

(
1

x

)
x− 1

2

]
x

s
2
−1dx =

=
1

2

∫1

0
(x

s
2
− 3

2 − x
s
2
−1)dx+

∫∞
1
Ψ(x)

[
x

s
2
−1 + x

s
2
− 1

2

]
dx = −

1

s(1− s)
+

∫∞
1
Ψ(x)

[
x

s
2
−1 + x

s
2
− 1

2

]
dx.

Je±li teraz przyjmiemy s = 1
2 + ti oraz

ξ(s) = −
1

2
s(1− s)L(s) = (s− 1)Γ(

s

2
+ 1)π− s

2 ζ(s), (X)

Ξ(t) = ξ(s) = ξ(it+ 1/2),

to otrzymamy

Ξ(t) =
1

2
− (t2 +

1

4
)

∫∞
1
Ψ(x)x− 3

4 cos(
t

2
log x)dx = 4

∫∞
1

(x
3
2Ψ ′(x)) ′x− 1

4 cos(
t

2
log x)dx. (X ′)

Ostatnia równo±¢ wymaga »mudnych i trudnych szacowa« oraz jeszcze raz skorzystania ze wzoru (J).

Zauwa»my teraz, »e ξ(s) jest funkcj¡ caªkowit¡ a jej zera odpowiadaj¡ zerom ζ(s) le»¡cym w pasie

0 ¬ <s ¬ 1 (zwanym ÿnietrywialnymi"), z t¡ jednak przewag¡, »e Ξ(t) = ξ(it + 1/2) jest parzyste oraz

rzeczywiste dla rzeczywistych warto±ci t.

(5) Z (X) wynika, »e Ξ ma zera tylko w pasie −1
2 ¬ =s ¬ 1

2 . Caªka z
Ξ ′

Ξ dookoªa prostok¡ta −1
2 < =t < 1

2 ,
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0 < <t < T (równa, na podstawie zasady argumentu, liczbie zer Ξ wewn¡trz tego prostok¡ta pomno»onej

przez 2πi) wynosi asymptotycznie

i

(
T log

T

2π
− T

)
, (?

??
?
?)

st¡d liczba zer Ξ w tym prostok¡cie to w przybli»eniu

T

2π
log

T

2π
+
T

2π
.

Autor nie podaje niestety, jak¡ metod¡ wyszacowaª wspomnian¡ caªk¦ z Ξ ′

Ξ . My mo»emy wyznaczy¢

oszacowanie górne, korzystaj¡c ze wzoru Jensena :

Dygresja o wzorze Jensena. Je±li F jest funkcj¡ holomor�czn¡ i nieznikaj¡c¡ w kole K(0, R), to

< log F(z) = log |F(z)| jest funkcj¡ harmoniczn¡ w tym kole, wobec czego na mocy wªasno±ci warto±ci

±redniej, dla dowolnego 0 < r < R mamy

log |F(0)| =
1

2π

∫2π

0
log |F(reit)|dt.

Je±li teraz zaªo»ymy, »e F mo»e znika¢, ale nie znika w zerze ani na okr¦gu 0 < |z| = r < R, za±

a0, . . . , an s¡ zerami F w K(0, r) z uwzgl¦dnieniem krotno±ci (jest ich sko«czenie wiele, bo zera F nie

maj¡ punktu skupienia w K(0, R)), to po zastosowaniu powy»szego wzoru do ilorazu F i ÿiloczynu

Blaschkego" odpowiadaj¡cego a0, . . . , an, czyli do nieznikaj¡cej ju» funkcji

G(z) = F(z)

 n∏
j=0

r(aj − z)

r2 − ajz

−1

otrzymamy

log

|F(0)|

n∏
j=0

r

|aj|

 =
1

2π

∫2π

0
log |F(reit)|

n∏
j=0

∣∣∣∣∣ r2 − ajre
it

r(aj − reit)

∣∣∣∣∣dt
ale moduª ka»dego czynnika w iloczynie wynosi r (ªadne zadanie z geometrii!), wobec czego po

wyeksponowaniu dostajemy wzór Jensena :

|F(0)|

n∏
j=0

r

|aj|
= exp

1

2π

∫2π

0
log |F(reit)|dt. (WJ)

Wzór Jensena mo»na ªatwo wykorzysta¢ do badania liczby zer funkcji caªkowitych. Niech F ∈ H(C),

F(0) = 1, M(r) = sup|z|=r|F(z)| i niech (an) b¦dzie ci¡giem wszystkich zer F z krotno±ciami,

uporz¡dkowanym niemalej¡co wzgl¦dem moduªów. Niech n(r) b¦dzie liczb¡ zer F w K(0, r). Wówczas

z (WJ) otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie:

M(2r) ­ exp
1

2π

∫2π

0
log |F(2reit)|dt =

n(2r)∏
j=0

r

|aj|
­

n(r)∏
j=0

2r

|aj|
­ 2n(r),

sk¡d �nalny wniosek, »e lnM(2r) ­ n(r) ln 2.

Stosuj¡c to do funkcji Ξ(z), o której ªatwo-nieªatwo udowodni¢2, »e M(r) = O(r ln r), otrzymujemy

n(r) = O(M(2r)) = O(r log r). (A)

Dalej Riemann stwierdza, i» bardzo prawdopodobne jest, »e wszystkie wspomniane pierwiastki s¡

rzeczywiste, nie udaªo mu si¦ jednak tego dowie±¢. Wspomniane zdanie zwane jest dzisiaj hipotez¡

Riemanna i formuªuje si¦ je zazwyczaj nast¦puj¡co

2korzystaj¡c z (X ′), rozwijamy Ξ(−iz) w szereg pot¦gowy o ±rodku w zerze. Jego wspóªczynniki s¡ rzeczywiste

dodatnie, zatem M(r) = |Ξ(ir)|. Dalej korzystamy ze wzoru (X), z tego, »e ζ(x) → 1 oraz oszacowania moduªu Γ ze

wzoru Stirlinga.
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Hipoteza Riemanna. Je±li ζ(s) = 0, 0 ¬ <s ¬ 1, to <s = 1
2 .

(6) Z asymptotyki (A) wynika, »e szereg

S(t) = log Ξ(0) +
∑

Ξ(α)=0; <α>0

log

(
1−

t2

α2

)

jest zbie»ny. Mamy te» oszacowanie |S(t)| = O(|t| log |t|)), które ªatwo wynika z dowodu zbie»no±ci.

Riemann zauwa»yª, »e funkcja (S(t) − log Ξ(t))/t2

(1) jest caªkowita,

(2) jest parzysta, zatem jej szereg Taylora ma tylko parzyste wyrazy,

(3) d¡»y do 0 w niesko«czono±ci,

wobec czego musi by¢ staªa, ale S(0) = Ξ(0), st¡d S(t) = Ξ(t). Punkt (3) wynika st¡d, »e ka»da funkcja

parzysta speªniaj¡caM(r) = O(r ln r) jest staªa, gdy» w ogólno±ci ka»da funkcja speªniaj¡caM(r) = O(rk)

jest wielomianem stopnia ¬ k; jest to oczywisty wniosek z nierówno±ci Cauchy'ego:∣∣∣∣∣f(k)(0)

n!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 12πi

∫
C(0,R)

f(z)dz

zk+1

∣∣∣∣∣ ¬ 2πR2π M(R)

Rk+1
=
M(R)

Rk

przy R → ∞, tak samo jak tw. Liouville'a. Mamy wi¦c »¡dane przedstawienie ζ w postaci iloczynu:

ζ(s) =
π− s

2Ξ(0)

Γ( s
2 + 1)(s− 1)

∏
Ξ(α)=0; <α>0

(
1+

(s− 1
2)2

α2

)
,

co po ªatwych przeksztaªceniach mo»na napisa¢ w postaci

ζ(s) =
π− s

2ξ(0)

Γ( s
2 + 1)(s− 1)

∏
α −nietryw.

(
1−

s

α

)
, (P)

gdzie iloczyn bierzemy po wszystkich nietrywialnych zerach funkcji ζ, paruj¡c ze sob¡ pierwiastki sumuj¡ce

si¦ do 1 (inaczej nie b¦dzie zbie»ny). Pierwsze w peªni ±cisªe wyprowadzenie tego wzoru podaª J.

Hadamard, korzystaj¡c z twierdzenia Weierstrassa o przedstawianiu funkcji caªkowitych w postaci iloczynu.

Hadamard, uwzgl¦dniwszy »e ξ(0) = 1/2 otrzymaª ten wzór tak»e w postaci

ζ(s) =
eAs

2Γ( s
2 + 1)(s− 1)

∏
α −nietryw.

(
1−

s

α

)
es/α, (HP)

gdzie A = log(2π) − 1− γ/2.

3 Funkcja µ Mobiusa

Funkcj¦ µ(n) dla n ­ 1 de�niujemy rekurencyjnie tak, aby speªniaªa równanie

∑
d|n

µ(d) =

{
0 dlan 6= 1

1 dlan = 1
.

Posiada ona wªasno±ci:

(1) µ(n) ∈ {0, 1, −1},

(2) jest multiplikatywna, tj. (m, n) = 1 ⇒ µ(mn) = µ(m)µ(n),
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(3) wida¢ te», »e

µ(pk) =


1 dlak = 0,

−1 dlak = 1,

0 dlak > 1,

sk¡d mamy wzór

µ(n) =


0 dlanpodzielnych przez pewien kwadrat,

1 dlanb¦d¡cych iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych,

−1 dlanb¦d¡cych iloczynem nieparzystej liczby liczb pierwszych,

(4) Wynika st¡d, »e ζ∗(s) :=
∑

n µ(n)n−s =
∏

p(1−p−s) = ζ(s)−1, prawdziwy jest te» ogólniejszy

wzór na odwracanie szeregów Dirichleta:(∑
n

an

ns

)−1

=
∑ µ(n)an

ns
.

Powró¢my do naszego celu odwrócenia transformacji

(Sf)(x) =
∑
n

1

n
f(x1/n).

Mamy∑
k

µ(k)

k
(Sf)(x1/k) =

∑
k, n

µ(k)

kn
f(x1/kn) =

∑
m

 ∑
kn=m

µ(k)

 f(x1/m) =
∑
m

∑
d|m

µ(d)

 f(x1/m) = f(x),

zatem transformacj¡ odwrotn¡ do S jest

(S−1f)(x) =
∑
n

µ(n)

n
f(x1/n).

4 Transformacja Mellina

Okre±lili±my transformacj¦ MellinaM jako

(Mf)(s) =

∫∞
0
f(x)xs−1dx.

Ma ona zwykle sens dla s le»¡cych w pewnym pasie a < =s < b. Zajmiemy si¦ teraz jej odwracaniem.

Ustalmy a < β < b i niech g(s) = (Mf)(s). Mamy

g(β+ ix) =

∫∞
0
f(t)tβ+ix−1dt

co po podstawieniu x = eu daje

g(β+ ix) =

∫+∞
−∞ f(eu)eu(β+ix)du =

∫+∞
−∞

[
f(eu)uβ

]
eixudu =

√
2π
(
F(f(eu)uβ)

)
(x),

gdzie F to transformacja Fouriera. Korzystaj¡c z tego, »e (FFφ)(−x) = φ(x), po zastosowaniu

(F�)(−t) do obu stron otrzymujemy

1√
2π

∫+∞
−∞

1√
2π
g(β+ ix)e−ixtdx = f(et)eβt,

co po podstawieniu y = et i podzieleniu obu stron przez yβ daje

1

2πi

∫+∞
−∞ g(β+ ix)y−β−ixidx = f(y).

Zamieniaj¡c teraz caªk¦ po R na caªk¦ po pionowej prostej (β− ∞i, β+ ∞i) otrzymamy

f(x) = (M−1g)(x) =
1

2πi

∫β+∞i

β−∞i
g(z)x−zdz.
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5 Rozmieszczenie liczb pierwszych

Odwrócimy teraz wzór (T) i podstawimy (P):

f(x) :=
∑
n

1

n
π(x1/n) =

1

2πi

∫a+∞i

a−∞i

log ζ(s)

s
xsds = (3)

=
1

2πi

∫a+∞i

a−∞i

[
s
2 logπ− log(s− 1) − log Γ( s

2 + 1) +
∑

α −nietryw. log
(
1− s

α

)
+ log ξ(0)

s

]
xsds.

Niestety caªki pojedy«czych skªadników w powy»szym wzorze nie s¡ zbie»ne, zatem przeksztaªcamy caªk¦

po prawej stronie (3), caªkuj¡c przez cz¦±ci:

f(x) = −
1

2πi

1

log x

∫a+∞i

a−∞i

(
log ζ(s)

s

) ′
xsds =

= −
1

2πi

1

log x

∫a+∞i

a−∞i

{(1
s

s

2
logπ

) ′
1.

−

(
1

s
log(s− 1)

) ′
2.

−

(
1

s
log Γ(

s

2
+ 1)

) ′
3.

+

+
∑

α −nietryw.

(
1

s
log

(
1−

s

α

)) ′
4.

+

(
1

s
log ξ(0)

) ′
5.

}
xsds.

Zajmiemy si¦ teraz przeksztaªcaniem kolejnych skªadników3. Zauwa»my wpierw, »e wi¦kszo±¢ skªadników

(oprócz 1., który jest równy 0, oraz 5.) przyjmuje posta¢

Φ(β, x) =
1

2πi

1

log x

∫a+∞i

a−∞i

(
log( s

β − 1)

s

) ′
xsds

lub podobn¡ (z 1− s
b zamiast s

b −1, co zmienia warto±¢ o staª¡). Skªadnik 3. sprowadzamy do tej postaci

dzi¦ki to»samo±ci

Γ(z) =
∏
n­1

(
1+ 1

n

)z

1+ z
n

,

dowiedzionej w dodatku, z której otrzymujemy:

Γ

(
s

2
+ 1

)
=

∏
n­1

(
1+ 1

n

)s/2

1+ s
2n+2

.

W wyra»eniu (
log Γ( s

2
+1)

s ) ′ ÿliczniki" w powy»szym iloczynie (tworz¡ce iloczyn rozbie»ny) kasuj¡ si¦ przy

zró»niczkowaniu i otrzymujemy sum¦
∑

n­1Φ(2n, x).

Policzymy teraz caªk¦ Φ(β, x). Ustalmy x > 1. Mamy

dΦ(β, x)

dβ
=

1

2πi

1

log x

∫a+∞i

a−∞i

(
d

dβ

log( s
β − 1)

s

) ′
xsds =

1

2πi

1

log x

∫a+∞i

a−∞i

(
1

β(s− β)

) ′
xsds.

Po scaªkowaniu przez cz¦sci dostajemy

dΦ(β, x)

dβ
=

1

2πi

∫a+∞i

a−∞i

xs

β(s− β)
ds = (M−1M(β−1xβh1(x)))(β) =

xβ

β
,

sk¡d

Φ(β, x) =

∫β xb

b
db =

∫
xβ

dc

log c
= Li(xβ).

3w tej cz¦±ci rachunki staj¡ si¦ naprawd¦ zawiªe, dlatego spor¡ ich cz¦±¢ pomijam; zainteresowanych odsyªam

do ksi¡»ki Edwardsa wymienionej na ko«cu
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Skªadnik 5. sprowadzamy przez scaªkowanie przez cz¦±ci do policzenia caªki
∫a+∞i

a−∞i
xs

s ds, jednak»e ju»

policzyli±my j¡ kilka linijek wy»ej (z mianownikiem s−β); po podstawieniu β = 0 otrzymujemy Li(x0) =

1. Podsumowuj¡c,

Skª 1. = 0 (1)

Skª 2. = Li(x) (2)

Skª 3. = −
∑

n­1 Li(x
−2n) (3)

Skª 4. =
∑

α Li(xα) (4)

Skª 5. = log ξ(0) (5)

Mo»emy jeszcze upro±ci¢ skªadnik 3. Jest on równy sumie caªek

−
∑
n­1

Li(x2n) =
∑
n­1

∫∞
x

x−2n−1

log x
dx =

∫∞
x

(
∑
n­1

x−2n−1)
dx

log x
=

=

∫∞
x

dx

x(x2 − 1) log x
.

Finalnie po podstawieniu otrzymujemy gªówny wynik pracy Riemanna:

f(x) = Li(x) +
∑

Ξ(α)=0; <α>0

(Li(x
1
2
+iα) + Li(x

1
2
−iα)) +

∫∞
x

dx

(x2 − 1)x log x
+ log ξ(0),

st¡d ÿpªynie" wniosek, »e powinno by¢ prawdziwe oszacowanie

π(x) =
∑
n

µ(n)

n
f(x1/n) ≈

∑
n

µ(n)

n
Li(x1/n).

Riemann nie podaª ±cisªego dowodu; napisaª jedynie, »e dla niewielkich x powy»sze oszacowanie jest du»o

lepsze ni» oszacowanie Gaussa π(x) ≈ Li(x).

6 Dodatek

Na koniec przedstawi¦ dowody wzorów (Γ1), (Γ2), oraz (J).

(1) Skoro log(tx−1e−t) jest funkcj¡ wypukª¡ oraz je±li log f i log g s¡ wypukªe, to log(f+g) jest wypukªa,

to g(x) := log Γ(x) jest funkcj¡ wypukª¡. Otrzymujemy st¡d

g(n− 1) − g(n)

n− 1− n
¬ g(n+ x) − g(n)

n+ x− n
¬ g(n+ 1) − g(n)

n+ 1− n
,

lecz skoro g(x) = log(x− 1) + g(x− 1),

log(n− 1) ¬ g(n+ x) − g(n)

x
¬ logn,

x log(n− 1) ¬ g(n+ x) − g(n) ¬ x logn,

ale g(n+x) = g(x)+ (log x+ log(x+1)+ . . .+ log(x+n−1)) oraz logn = log(1+ 1
1)+ . . .+ log(1+ 1

n−1),

zatem

x

n−1∑
j=2

log
j

j− 1
¬ g(x) + log x+

n−1∑
j=2

(log(x+ j− 1) − log(j− 1)) ¬ x
n∑

j=2

log
j

j− 1
,

−lnx+

n−1∑
j=2

(
x log(1+

1

j− 1
) − log(1+

x

j− 1
)

)
¬ g(x) ¬

n∑
j=2

(
x log(1+

1

j− 1
) − log(1+

x

j− 1
)

)
−log(1+

x

n
).
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Szereg
∑

j­1(x log(1+ 1
j ) − log(1+ x

j )), którego sumy cz¦sciowe wyst¦puj¡ powy»ej po obu stronach, jest

zbie»ny. Zatem po przej±ciu z n do ∞ otrzymujemy

g(x) = − log x+
∑
j­1

(
x log(1+

1

j
) − log(1+

x

j
)

)
.

Wynika st¡d wzór

Γ(x) = expg(x) =
1

x

∏
j­1

(1+ 1
j )

x

(1+ x
j )
. (G)

Funkcj¦ beta dwóch zmiennych de�niujemy jako

B(a, b) =

∫1

0
xa−1(1− x)b−1dx.

Wªasno±ci:

(1) podstawiaj¡c u = x2 widzimy, »e

B(a, b) = 2

∫
0
11u2a−1(1− u2)b−1du.

(2) podstawiaj¡c z = x/(1+ x) otrzymujemy

B(a, b) =

∫∞
0

ta−1

(1+ t)a+b
dt.

(3) Stosuj¡c dziaªanie
∫∞

0 �ta−1dt do obu stron równo±ci

Γ(a+ b)

(1+ t)a+b
=

∫∞
0
ya+b−1e−(1+t)ydy

otrzymujemy dzi¦ki wªasno±ci (2)

Γ(a+ b)B(a, b) =

∫∞
0
ta−1

∫∞
0
ya+b−1e−(1+t)ydydt =

=

∫∞
0
ya+b−1e−y

(∫∞
0
ta−1e−tydt

)
dy =

∫∞
0
ya+b−1e−y Γ(a)

ya
dy = Γ(a)Γ(b).

Otrzymali±my w ten sposób

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Wzór na dopeªnienie. Jeste±my ju» gotowi do udowodnienia wzoru

Γ(z) · Γ(1− z) =
π

sinπz
. (Γ1)

Skorzystamy ze znanego przedstawienia funkcji sinπz:

sinπz = πz
∏
n­1

(
1−

z2

n2

)
. (s)

Dziel¡c lew¡ stron¦ (Γ1) przez praw¡ otrzymujemy na mocy (s) oraz (G)

1

π
sinπz Γ(z)Γ(1− z) =

z∏
n­1

(
1−

z2

n2

)1
z

∏
n­1

(1+ 1
n)z

(1+ z
n)

 1

1− z

∏
n­1

(1+ 1
n)1−z

(1+ 1−z
n )

 =
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=
1

1− z

∏
n­1

(
1− z2

n2

) (
1+ 1

n

)
(
1+ z

n

) (
1+ 1−z

n

) =
1

1− z

∏
n­1

n+ 1

n

n− z

n+ 1− z
=

1

1− z
(1− z) = 1.

Wzór na podwojenie. Udowodnimy teraz

Γ(2z) =
22z−1Γ(z)Γ(z+ 1

2)√
π

. (Γ2)

Wyprowadzenie jest do±¢ »mudne. Mamy

Γ(z)Γ(z)

Γ(2z)
= B(z, z) =

∫1

0
xz−1(1− x)z−1dx =

∫1

−1

(
1+ u

2

)z−1 (1− u

2

)z−1 du

2
=

= 21−2z

∫1

−1
(1− u2)z−1du = 21−2z · 2

∫1

0
u2·1

2
−1(1− u2)z−1du = 21−2zB(1/2, z) =

= 21−2z
Γ
(

1
2

)
Γ(z)

Γ
(
z+ 1

2

) = 21−2z
√
π

Γ(z)

Γ
(
z+ 1

2

) ,
Po wyznaczeniu Γ(2z) wychodzi wzór (Γ2).

(2) Wzór Jacobiego. Udowodnimy teraz nast¦puj¡c¡ to»samo±¢ dla funkcji Ψ(x) =
∑

n­1 e
−n2πx:

2Ψ(x) + 1 =

(
2Ψ

(
1

x

)
+ 1

)
x− 1

2 . (J)

Je±li przyjmiemy ψ(x) =
∑

n∈Z e
−n2πx = 2Ψ(x) + 1, mo»emy j¡ przepisa¢ w postaci

ψ(x) = ψ

(
1

x

)
x− 1

2 .

Aby j¡ udowodni¢, wychodzimy od to»samo±ci znanej z teorii szeregów Fouriera∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

∫+∞
−∞ f(t)e2πintdt,

bior¡c fx(t) = e−t2πx:

ψ(x) =
∑
n∈Z

fx(n) =
∑
n∈Z

∫+∞
−∞ e−t2πx+2πintdt =

=
∑
n∈Z

e− πn2

x

∫+∞
−∞ eπxu2

du =
∑
n∈Z

e− πn2

x
1√
x

= ψ

(
1

x

)
x− 1

2 .
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