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FUNKCJA ¢ RIEMANNA. PRACA RIEMANNA Z 1859 ROKU

1 Wstep

Chcemy bada¢ funkcje 7t(x), czyli liczbe liczb pierwszych mniejszych niz zadana wielko$é (die Anzahl
der Primzahlen . ..) x. Przyjmujac konwencje Zp f(p) = f(2) + f(3) + f(5) + f(7) + ... oraz definicje

0 dlax < «
ha(x) = <1/2 dlax =«,

1 dlax > «
mozemy napisaé 7(x Z hp(x) (1). Zwigzek funkcji 7 z funkcja ¢ Riemanna, okreslong jako szereg
Dirichleta 1
— —S _
S I | g 2
n>1 P

jest nastepujacy: jesli w wyrazeniu

1
1 —p 8 = _
og ((s Z log(1 Z np
p,n
zastapimy p " przez s [*5 xS~ 'dx, otrzymamy
o)

logC(s) _ 1r° —s1qy 1J°° Sslgy
S _Zn pnx dx-ZTl hpn (x)x dx =

P, pn - JO

J (Z —hy( XM ) xS Tdx = J:o (g T]Lﬂ(xl/n)> x5 dx (1)

skorzystaliémy tu z tozsamosci hyn (x) = hy,(x'/™)). Jesli teraz oznaczymy przez S transformacje
y P P

(SH00 = Y L),

n>1

przez M za§ transformacje
(e 9]

(MF)(s) = L flx)x* dx

(zwang transformacjg Mellina), wéwczas zwigzek (1) mozemy przepisaé w postaci

log ¢(s)

S

= (MSm)(—s). (T)

Aby dowiedzie¢ sie czego$ o funkcji 7t(x),

(1) zbadamy wtasno$ci funkcji ¢, przedtuzajac ja na C — {1},

(2) znajdziemy transformacje odwrotnag do S,

(3) znajdziemy transformacje odwrotng do M,

(4) wyciagniemy odpowiednie wnioski dotyczace tempa wzrostu 7(x).

Thy (o) zostato okreslone w ten sposéb, zeby otrzymana funkcja spetniata warunek 2f(x) = f(x + 0) + f(x — 0).



2 Funkcja ¢ Riemanna

DYGRESJA O FUNKCJI I'. Zanim przejde do badania funkcji ((s), przypomne czytelnikowi funkcje I'(z).
Dla x > 0 okre§lamy jg wzorem

o
Mx) = J et 1dt.
0
Spetnia ona réwnanie (dowdd przez zcatkowanie przez czgsci)
Mx+1)=xT(x),
dzigki ktéremu jest ,,uogélnieniem” silni (I'(n+1) = n!). Funkcja przedtuza si¢ na C—{0, —1, =2, ...}

i ma w usunietych punktach bieguny jednokrotne. Spelnia tez, potrzebne dalej, zaleznosci:

Mz) - T(1—z) = -~

= — ()
sin 71z

2z—1 1
F(2z2) = r(i‘/);(” 2 ()

Dowdd tych zalezno$ci (zwanych, odpowiednio, wzorem na dopeinienie i wzorem Legendre’a)
znajduje si¢ na koncu.

Funkcja ( zostala wcze$niej okreslona wzorem (Z), majacym sens dla Rs > 1. Przedtuzymy ja teraz na
C — {1} i rozlozymy na nieskoniczony iloczyn po jej pierwiastkach.

1) Zauwazmy, ze ['(s)n~ = [T e ™x51dx, zatem
0

00 s—1
r(s)&(s)zj X dx

0 ex —1

(2).

(2) Niech y bedzie konturem jak na rysunku [od +o0o do 0 nad pdlprosta R™, dookota zera przeciwnie
do ruchu wskazdwek zegara, nie obiegajgc zadnego innego punktu 2nmi ¢ od 0 do +oo pod pdiproste
R*]. Okre§lmy galaz argumentu (i logarytmu) z ,rozcieciem” na (—oo,0), tj. Argz € (—, 7. Niech

_ v)s—1
I(s) :J (=x) dx,
Y

ex—1

gdzie (—x)5~ 1 := exp(s—1)(log x) = exp(s—1)(log |x|+i-Argx). Catka ta okresla funkcje holomorficzng na
C, gdyz funkcja podcatkowa dazy szybciej niz wielomianowo do 0 w 400, co gwarantuje zbiezno§¢ catki;
zbiezno$¢ ta jest niemal jednostajna, co wobec analitycznosci funkcji podcatkowej daje analityczno$é I(s).
Dla Rs > 1 mamy

0 Xsf1

dx = —2i-sinms - I'(s) - {(s),

I — —ims _ imts
(6) = (e =) |
co otrzymujemy degenerujac homotopijnie krzywa y do pélprostej R przebieganej wpierw od nieskoriczonosci
do zera po ,,gérnej” stronie (Arg(—z) = —mn), a potem spowrotem po stronie ,dolnej” (Arg(—z) = m).

(3) Dla Rs < 0, catke I mozemy rozumie¢ jako catke po brzegu tej czesci rozdzielonej ptaszczyzny,
ktdra zawiera nieskoriczenie wiele biegunéw funkcji podcatkowej (2n7mi, n # 0): niech I, bedzie dodatnio
zorientowanym brzegiem obszaru powstalego przez przeciecie tego obszaru o brzegu vy, ktéry nie zawiera
0 z kotem K(O, (2n+ 1)m). I, sktada sie¢ z kawatka y i kawatka okregu. Jednak catka po tuku okregu dazy
do 0, gdyz a := limsup, inf,_on 1) |e* — 1| > O, zatem caltka szacuje si¢ z géry przez a - 2(n + 1) -
(2n+ NP1 < 2a((2n+ 1))~ — 0. Z twierdzenia o residuach otrzymujemy wéwczas

s—1
I(s) = —2mi ) _Res;—onm <(_Z) ) — —i2m° Y () i)

z 1
n#0 € nx1




(gdyz residuum w 2nmi wynosi lim, ,on(z — 2nmi)(e? — 1) (—2z)5! = (—2nmni)s"), skad wynika
zwigzek pomiedzy ((s) i ¢(1—s):

2sin7s - I'(s) - {(s) = (2m)® - 2cos

BT s, (s)

Korzystajac ze wzordw () i (I';) oraz trywialnej trygonometrii, przeksztatcamy powyzsza réwnosé

$).r(stly . gs—1 _
sin 7ts - rs) r(\/}%) 2 'C(S):ZSWTS-COS%‘C(]—S))
. TS s s ’s 1 s . TS
(2s1nzcos2> <r(2)'l“(1zs)-sin(s§]7c) . 2ﬁ> -((s) =m -51n7-C(1 —s),
S _s 1—3 _1-—s ,
rGimie(s) = T2 g1 ) ("),

czyli lewa strona (S’) (oznaczmy ja przez L(s)) spetnia L(s) =L(1—s).
(4) Zastosujemy teraz wzér (S’) do ,ulepszenia” wzoru (2). Skoro

OO 2 s S s
J e V™2 Tdx = F(z)n_in_s,
0

to

L(s)=L(1—5s)= J:O (Z e_“zm‘) x2 Tdx.

n>1

Oznaczmy Y¥(x) = Zn>1 e V'™ Riemann skorzystat ze wzoru odkrytego przez Jacobiego,

2¥(x) + 1= (zw (l) + 1) X"z (J),

(dowdd (]) znajduje sie¢ na koiicu), aby otrzymac

to otrzymamy

J W(x)x 7 cos(zlogx)dx—llJ (x3W'(x))'x"* cos(5 logx)dx.  (X/)
1 1

1 1

=) =5 — -

(1) =5+

Ostatnia réwno$¢ wymaga zmudnych i trudnych szacowan oraz jeszcze raz skorzystania ze wzoru (J).

Zauwazmy teraz, ze &(s) jest funkcja calkowita a jej zera odpowiadajg zerom ((s) lezacym w pasie

0 < Rs < 1 (zwanym ,nietrywialnymi”), z ta jednak przewaga, ze =(t) = (it + 1/2) jest parzyste oraz
rzeczywiste dla rzeczywistych wartosci t.

(5) Z (X) wynika, ze = ma zera tylko w pasie —% <Js < % Calka z % dookota prostokata —% <Jt< %,



0 < Mt < T (réwna, na podstawie zasady argumentu, liczbie zer = wewnatrz tego prostokata pomnozonej
przez 27i) wynosi asymptotycznie

) T
i (T log o T) , (:3?:3)
stad liczba zer = w tym prostokacie to w przyblizeniu
T T T
2 8 T o
Autor nie podaje niestety, jakag metoda wyszacowal wspomniang caltke z % My mozemy wyznaczyé

oszacowanie gérne, korzystajac ze wzoru Jensena:

DYGRESJIA O WZORZE JENSENA. Jesli F jest funkcjg holomorficzng i nieznikajaca w kole K(0,R), to
RlogF(z) = log[F(z)| jest funkcja harmoniczng w tym kole, wobec czego na mocy wtasnosci wartosci
Sredniej, dla dowolnego 0 < r < R mamy

1 27t .
log |[F(0)| = 27rJ log |F(re't)|dt.
0

Jesli teraz zalozymy, ze F moze znikaé, ale nie znika w zerze ani na okregu 0 < |z|] = r < R, za$

ao, ..., 0an s3 zerami F w K(0,r) z uwzglednieniem krotnoéci (jest ich skonczenie wiele, bo zera F nie
maja punktu skupienia w K(0,R)), to po zastosowaniu powyzszego wzoru do ilorazu F i ,iloczynu
Blaschkego” odpowiadajacego ao, ..., an, czZyli do nieznikajacej juz funkcji
™ r(a; — z) -
G(z) =F -
(2) = F(z) (H Tz_ajz)
j=0
otrzymamy
n 27
T 1 a]re
log ( l_‘([ |) = 27tJ log |[F(re't rett) dt

ale modut kazdego czynnika w iloczynie wynosi (ladne zadanie z geometrii!), wobec czego po
wyeksponowaniu dostajemy wzor Jensena:

1 27 )
0)] =ex J log [F(re't)|dt. (WJ)
H| o =P 5 g

Wazdr Jensena mozna tatwo wykorzystaé do badania liczby zer funkcji catkowitych. Niech F € H(C),
F(0) = 1, M(r) = supp—/F(z)| i niech (a,) bedzie ciggiem wszystkich zer F z krotnoéciami,
uporzagdkowanym niemalejaco wzgledem modutédw. Niech n(r) bedzie liczba zer F w K(0, r). Wéwczas
z (W]) otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

1 (2 n(2r) (r) I
M(2r) > expzﬂjo log |[F(2ret)|dt = H ol > H Tl AL
] j=0 )

skad finalny wniosek, ze In M(2r) > n(r)ln 2.

Stosujac to do funkcji =(z), o ktérej tatwo-nietatwo udowodnié?, ze M(r) = O(rInr), otrzymujemy
n(r) = O(M(2r)) = O(rlog). (A)

Dalej Riemann stwierdza, iz bardzo prawdopodobne jest, ze wszystkie wspomniane pierwiastki sq
rzeczywiste, nie udato mu sie jednak tego dowiesé. Wspomniane zdanie zwane jest dzisiaj hipotezg
Riemanna i formutuje si¢ je zazwyczaj nastepujaco

Zkorzystajac z (X'), rozwijamy =(—iz) w szereg potegowy o $rodku w zerze. Jego wspdlczynniki sg rzeczywiste
dodatnie, zatem M(r) = |Z(ir)|. Dalej korzystamy ze wzoru (X), z tego, ze {(x) — 1 oraz oszacowania modutu I" ze

wzoru Stirlinga.



HirPoTEZA RIEMANNA. Jedli ((s) =0, 0 < Rs < 1, to Rs = %
(6) Z asymptotyki (A) wynika, ze szereg
12
S(t) =logZ(0)+ )  log (1 — oc2>
Z(x)=0; Ra>0

jest zbiezny. Mamy tez oszacowanie [S(t)] = O(|t|log|t])), ktére tatwo wynika z dowodu zbieznosci.
Riemann zauwazyl, ze funkcja (S(t) —log=(t))/t?

(1) jest catkowita,
(2) jest parzysta, zatem jej szereg Taylora ma tylko parzyste wyrazy,
(3) dazy do 0 w nieskonczonosci,

wobec czego musi by¢ stata, ale S(0) = =(0), stad S(t) = =Z(t). Punkt (3) wynika stad, ze kazda funkcja
parzysta spetniajaca M(r) = O(rIn ) jest stata, gdyz w ogélnoéci kazda funkcja spetniajgca M(r) = O(r¥)
jest wielomianem stopnia < k; jest to oczywisty wniosek z nieréwnosci Cauchy’ego:

1 J’ f(z)dz
— <
2mi C(0,R) Zk+1

przy R — oo, tak samo jak tw. Liouville’a. Mamy wiec zadane przedstawienie { w postaci iloczynu:

_ m2E(0) (s — 3)?
S e T I (” o )

Z(x)=0; Ra>0

2IRM(R)  M(R)

20 Rk+H1 T Rk

n!

£(0) | _

co po latwych przeksztalceniach mozna napisa¢ w postaci

T 2E(0) s

)= gt [] (1—), (P)
r(j+1)(s_1) o —nietryw. &

gdzie iloczyn bierzemy po wszystkich nietrywialnych zerach funkcji ¢, parujac ze soba pierwiastki sumujace

sie do 1 (inaczej nie bedzie zbiezny). Pierwsze w peilni §ciste wyprowadzenie tego wzoru podat J.

Hadamard, korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przedstawianiu funkcji catkowitych w postaci iloczynu.

Hadamard, uwzgledniwszy ze &(0) = 1/2 otrzymal ten wzdr takze w postaci

eAs

_ i s/
)= =) 11 (1_oc>e ! (HP)

2 o —nietryw.

gdzie A =log(2m) — 1 —v/2.

3 Funkcja pu Mobiusa

Funkcje n(n) dla n > 1 definiujemy rekurencyjnie tak, aby spelniata réwnanie
0 dlan#1
D u(d) = :
a 1 dlan=1
mn
Posiada ona wtasnoéci:

(2) jest multiplikatywna, tj. (m, n) =1 = p(mn) = u(m)u(n),



(3) widac tez, ze

1 dlak=0,
up<) =< -1 dlak=1,
0 dlak>T1,

skad mamy wzdr
0  dlanpodzielnych przez pewien kwadrat,
pn) = <1 dlanbedacych iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych,
—1 dlanbedacych iloczynem nieparzystej liczby liczb pierwszych,

(4) Wynika stad, ze (*(s) := ) ,u(n =[[,(0-p°) = ((s)~", prawdziwy jest tez ogdlniejszy
wzor na odwracanie szeregow D1r1ch1eta:

an) un)a
o)

n

Powré¢émy do naszego celu odwrdcenia transformacji

x) =) %f(x]/“).

Mamy

% %(sﬂ(ka) _ PL 1/kn Z ( Z H(M) f(X1/m) _ Z (Z u(d)) f(x1/m) = f(x),

k,n m  \kn=m dm

zatem transformacjg odwrotng do S jest

Z H(n 1/n
n
n

4 Transformacja Mellina

OkreéliliSmy transformacje Mellina M jako

o0

(MF)(s) = JO f(x)xs"dx.

Ma ona zwykle sens dla s lezagcych w pewnym pasie a < Js < b. Zajmiemy sie teraz jej odwracaniem.
Ustalmy a < 3 < b i niech ¢g(s) = (Mf)(s). Mamy

g(B +ix) = J:o f(r)tPrxTat

co po podstawieniu x = e* daje

+o0 . +o0 .
g(p +ix) = J fleW)eW PN qy = J {f(e“)uﬂ e’ tdu = V27 (]—"(f(eu)uﬁ)) (x),
gdzie F to transformacja Fouriera. Korzystajac z tego, ze (FFd)(—x) = ¢(x), po zastosowaniu

(FO)(—t) do obu stron otrzymujemy

1 M ixt t) Bt
— — +1ix)e ™tdx = f(e')ePt,
=| e+ (e
co po podstawieniu y = e' i podzieleniu obu stron przez yP daje

1 [t

I JOO g(B + ix)y P ™idx = f(y).

Zamieniajac teraz catke po R na catke po pionowej prostej (f — ooi, p + ooi) otrzymamy

1 B+ooi
x) = (M g)x) = sz,_ “glzixde.



5 Rozmieszczenie liczb pierwszych

Odwrécimy teraz wzér (T) i podstawimy (P):

1 1 (1+ooi1
)= 3 M) = o [ 8 s = (3)
—n 21 Jg—ooi S
_ 1 Ja+mi Slogm—log(s —1) —logI'(5 + 1) + 3 o Lictryw. 108 (1—2) +log &(0) ds
2mi a—ooi S )

Niestety calki pojedynczych sktadnikéw w powyzszym wzorze nie sg zbiezne, zatem przeksztalcamy catke
po prawej stronie (3), catkujac przez czeici:

f(x) = L Jami <10gC(S))/xsds =

2milog X J oot S

11 (et /s ' 1 ' 1 s '
- _35 —(Z10g(s—=1)) —(-10gT(Z
Zﬂilong {<32 Ogﬂ>1_ (s og(s ”)2_ (S ogl“(2+1)>3.+

a—ooi
1 s\’ 1 !
-1 1—— -1 Sds.
£ 3 (Ges(1-3)), + (Feeno), Jeas

Zajmiemy sie teraz przeksztatcaniem kolejnych sktadnikéw?. Zauwazmy wpierw, ze wiekszosé¢ sktadnikéw
(oprécz 1., ktéry jest réwny 0, oraz 5.) przyjmuje postaé

atooi [log(S — 1)\’
(B, x) ]1J'Jr (Og(ﬁ)) xSds

T 2mi logx Ja—ooi S

lub podobna (z 1— { zamiast { —1, co zmienia warto$¢ o statg). Sktadnik 3. sprowadzamy do tej postaci
dzieki tozsamosci

dowiedzionej w dodatku, z ktérej otrzymujemy:

s/2
141
r(5+1> =H( “2 .
2 i 1T me
W wyrazeniu (%)’ wliczniki” w powyzszym iloczynie (tworzace iloczyn rozbiezny) kasujg sie¢ przy
zrézniczkowaniu i otrzymujemy sume ) - ®(2n,x).

Policzymy teraz catke ®@(f,x). Ustalmy x > 1. Mamy

e I L ) (W N U
dp  2milogx J, ooi \ AP s -~ 2milogx Juooi \B(s—PB) '

Po scatkowaniu przez czesci dostajemy

a+ooi s
do(p,x) 1 J X s = (M M(BxPhi(x)(B) = =

dp 27 Jo i B(s—B)

skad 5
_ Xb N dc TP
(D(B,X)J bdbLglochl(X ).

3w tej czeéci rachunki staja sie naprawde zawile, dlatego spora ich czesé¢ pomijam; zainteresowanych odsytam
do ksiagzki Edwardsa wymienionej na koncu



Sktadnik 5. sprowadzamy przez scalkowanie przez czeSci do policzenia calki fgi’gi’; ds, ]ednakze juz

policzyli$my ja kilka linijek wyzej (z mianownikiem s — f); po podstawieniu p = 0 otrzymujemy Li(x°) =
1. Podsumowujac,

Skt 1. = 0 (1)
Skt 2. = Li(x) (2)
Skt 3.= —) . Li(x*") (3)
Skt 4.= ¥ Li(x®) (4)
Skt 5. = log £(0) (5)

Mozemy jeszcze uproéci¢ sktadnik 3. Jest on réwny sumie catek

—2n—

. o Cone1, d
—ZLl(in)ZZJ Xlogx L Zx 2n1$:

n>1 n>1v% n>1

B J’ o0 dx
) x(x2—1)logx’
Finalnie po podstawieniu otrzymujemy giéwny wynik pracy Riemanna:

o0

fx)=Lix) + Y (L) 4 Li(eh o)) 4 J T log £(0),

= (o) =0; R0 « (xZ—T)xlogx

stad ,ptynie” wniosek, ze powinno byé prawdziwe oszacowanie

_ Z H(nn)f(xvn Z u(n 1/n

Riemann nie podat §cistego dowodu; napisat jedynie, ze dla niewielkich x powyzsze oszacowanie jest duzo
lepsze niz oszacowanie Gaussa 7t(x) =~ Li(x).

6 Dodatek

Na koniec przedstawig¢ dowody wzoréw (), (I2), oraz (J).
(1) Skoro log(t*~'e™!) jest funkcja wypukta oraz jesli log f i log g sa wypukte, to log(f + g) jest wypukta,
to g(x) :=logT'(x) jest funkcjg wypukla. Otrzymujemy stad

gn—1)—gn) o g(n+x)—g(n) < gm+1)—g(n)
n—1—-n = n+x—n b n+l—-—n

lecz skoro g(x) =log(x — 1) + g(x — 1),

g(n+x)—gn)
X

login—1) < < logn,

xlog(n—1) < g(n+x) —g(n) < xlogn,

ale g(n+x) = g(x)+ (logx+log(x+1)+...4+1log(x +n—1)) oraz logn = log(1 +%)+...+1og(1 +ﬁ),
zatem

n—1 . n—1 n :
) . . )
—— < —1)— —1)) < —,
leog],_] g(x)—l—logx—l—Z(log(x—l—J 1) —log(j — 1)) XZIOgj—l
j=2 j=2 j=2
i, 1 i 1 X x
—lnx—l—Z xlog(1 + 7]) log(1 —|— — Z xlog(1 + jf]) —log(1+ jf]) —log(H—E).
=2 j=



Szereg Zi>1 (x log(T+ %) —log(1+ ’7.‘)), ktdérego sumy czesciowe wystepuja powyzej po obu stronach, jest
zbiezny. Zatem po przejéciu z n do co otrzymujemy

1
g(x) = —logx + Z (xlog(] + ) —log(1+ X)) )
i>1 ) )
Wynika stad wzoér
1 (49
F(X) —eng(X)—x)l}M. (G)

Funkcje beta dwéch zmiennych definiujemy jako

:
B(a, b) :J x4 (1 —x)P Tax.
0

Wtasno$ci:

1 odstawiajac u = x? widzimy, ze
p Ja A

B(a,b) = ZJ w211 —u?)b Tdu.
0

(2) podstawiajac z = x/(1 + x) otrzymujemy

o0 t(lf]
B b) = ——dt.
(a,b) Jo 1+ 1)

(3) Stosujac dziatanie [ (Jt%'dt do obu stron réwnosci

I b o
3 (_(::)ajb _ J Y@=+ gy,
0

otrzymujemy dzieki wtasnosci (2)

o0 o0
r(a—i—b)B(a,b) :J ta]J ya+bf]e*(1+t)ydydt:
0 0

o0 o0 o0 r
:J' yatbley (J o1 etydt> dy :J yatot eyéi) dy =T(a)l(b).
0 0 0

OtrzymaliSmy w ten sposéb

M'a)l'(b)

B(a,b) = ———.
[@.b) = F )

WzOR NA DOPELNIENIE. Jeste$my juz gotowi do udowodnienia wzoru

Mz)-T(1—z) = sir:‘m.

Skorzystamy ze znanego przedstawienia funkcji sin 7z:

sin 7z = nzH (1 — ri) . (s)

n>1

Dzielac lewq strone (I') przez prawg otrzymujemy na mocy (s) oraz (G)

. ) 2\ (1 0+H2\ [ 1 a
7—Tsm7rzr(l)r(] —z) = (Zg (1 _le)) (Zg (1 +i)) (] —zs O




1 H(]_fé)(]"'l)_ 1 Hn—l—l n—z 1 (1—2) =1.

1—zn>](]+ﬁ)(]+ﬁ) lT—z24 n ntl—z T-z

n

WZzAOR NA PODWOJENIE. Udowodnimy teraz

22710 (2)M(z+ 3)

I'2z) = N

Wyprowadzenie jest do§¢ zmudne. Mamy

Fz)l(z) =B(z,z) = J; X711 —x)7 Tdx = J11 (1—12—u>21 <];u>11 % =

1

1 1
= z‘—ZZJ (1—u?)* Tdu=2""%. zJ w2 (1 —u?)* Tdu=2""%B(1/2,2) =
-1 0
1
_ 21—er (f) Mz) _ 2 n I(z)
I (z + %)
Po wyznaczeniu I'(2z) wychodzi wzér (I7).

(2) Wzbr JacoBieco. Udowodnimy teraz nastgpujaca tozsamos¢ dla funkeji W(x) =3, o, e T;

1
W(x) 41 = (zw (X> + 1) ¥ ()
Jedli przyjmiemy \(x) =) ., e VX — 2¥(x) + 1, mozemy ja przepisa¢ w postaci

Wi = (5 )k,

Aby ja udowodni¢, wychodzimy od tozsamosci znanej z teorii szeregéw Fouriera

+o0 X
Y fn)=) J f(t)e?™™dt,
nez nezy >
biorac fx(t) = e~ '™

+o0 )

P = Y ) = 3 | e tmrning
nez nez> —*®
7TT1.2 oo 2 7'[112 1 1 1
:Ze_x J e”"udu:Ze_x :1b<)x_2.

nez > nez ﬁ x
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