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Дается обзор некоторых эргодических и топологических свойств грубо транзитивных частично
гиперболических диффеоморфизмов с одномерным центральным направлением. Также рассмат-
риваются ступенчатые косые произведения со слоем окружность, моделирующие такую динамику.
Рассматриваемые примеры существенно негиперболичны и демонстрируют сосуществование эрго-
дических мер с положительными, отрицательными и нулевыми показателями Ляпунова, а также
перемежающихся подков, на которых наблюдаются различные виды гиперболического поведения.
Кроме того, обсуждаются некоторые недавние результаты, касающиеся топологии пространства
инвариантных мер и свойств спектра показателей Ляпунова.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье [30] был поставлен следующий общий вопрос.

• В какой мере поведение типичной динамической системы является гиперболическим?
Там же было отмечено, что многие проблемы в теории динамических систем являются лишь
переформулировками этого вопроса. Во времена зарождения теории в конце 1960-х годов Аб-
рахам и Смейл [2] показали, что гиперболические системы не плотны в пространстве динами-
ческих систем. Другими словами, существуют открытые множества в пространстве диффео-
морфизмов, состоящие из негиперболических отображений. Их результат послужил стимулом
для поиска ослабленных аналогов гиперболичности и привел среди прочего к возникновению
понятия неравномерной гиперболичности, предложенного Песиным [42], и понятия частичной
гиперболичности [32].
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Рассмотрим гладкую динамическую систему F : M → M , определенную на компактном
многообразии без края M . Напомним, что замкнутое F -инвариантное транзитивное (т.е. име-
ющее точку с плотной в Γ орбитой) множество Γ ⊂ M называется гиперболическим, если суще-
ствуют dF -инвариантное расщепление Es ⊕ Eu = TΓM касательного расслоения и константы
C > 0 и λ > 1 такие, что для любого x ∈ Γ и любого n ≥ 0 выполнено следующее:

‖dFn
x (v)‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀ v ∈ Es

x, ‖dF−n
x (w)‖ ≤ Cλn‖w‖ ∀w ∈ Eu

x .

Прочие определения гиперболического поведения основаны на понятии показателей Ля-
пунова. Напомним, что точка x ∈ M называется регулярной по Ляпунову, если найдутся
положительное целое число s(x), числа χ1(x) < . . . < χs(x)(x) и dF -инвариантное расщепление
TxM =

⊕s(x)
i=1 Ei

x касательного пространства в точке x такие, что для всех i = 1, . . . , s(x) и
v ∈ Ei

x \ {0} имеет место равенство

lim
n→∞

1

n
log‖dFn

x (v)‖ = χi(x). (1.1)

При этом числа χ1(x) < . . . < χs(x)(x) называются показателями Ляпунова в точке x.
Согласно мультипликативной эргодической теореме Оселедца (см. [40]) для любой F -ин-

вариантной эргодической вероятностной меры μ множество регулярных по Ляпунову точек
имеет полную меру, а s(·) = s(μ) и χi(·) = χi(μ), i = 1, . . . , s(μ), постоянны μ-почти всюду;
числа χi(μ) называются показателями Ляпунова меры μ. Если χ�(μ) = 0 для некоторого �, то
мера μ называется негиперболической. В противном случае она называется гиперболической.
Мы будем называть количество отрицательных показателей Ляпунова у меры μ ее (устой-
чивым) индексом. Когда речь идет о негиперболических мерах, мы всегда подразумеваем,
что они эргодичны и, таким образом, исключаем из рассмотрения нетривиальные выпуклые
комбинации эргодических мер. Простейшими примерами эргодических мер являются меры с
носителями на периодических орбитах (мы будем называть такие меры просто периодически-
ми). Индексом гиперболической периодической орбиты называется индекс (единственной) ин-
вариантной меры с носителем на этой орбите. Ниже мы будем называть меру нетривиальной,
если ее носитель несчетен; очевидно, такая мера не может быть периодической. Простейший
пример негиперболической меры — периодическая мера с носителем на орбите негиперболи-
ческой периодической точки. Гиперболическую периодическую орбиту, у которой есть как
положительные, так и отрицательные показатели Ляпунова, мы будем называть седлом.

Сказанное выше приводит к следующему вопросу.
• В какой мере эргодическая теория позволяет отслеживать негиперболическую дина-
мику?

Этот вопрос опять же является переформулировкой вопроса, с которого мы начали (хотя
заметим, что термин “негиперболическая динамика” расплывчат и имеет разные значения в
разных контекстах). Ответ на него отрицательный, поскольку имеются примеры негипербо-
лических систем (в том смысле, что неблуждающее множество негиперболично), для которых
все эргодические меры гиперболичны и имеют показатели Ляпунова, равномерно отделенные
от нуля [4, 16]. Заметим, что эти примеры являются неустойчивыми в том смысле, что они
могут быть разрушены посредством малого возмущения. С другой стороны, по теореме Купки–
Смейла (см., например, [41, Ch. 3]) в топологически типичном случае6 все периодические
точки гиперболичны. Значит, рассматривая негиперболические периодические меры, можно
получить системы с негиперболическими эргодическими мерами лишь на плотном подмноже-
стве дополнения к множеству гиперболических динамических систем. Таким образом, чтобы

6Топологически типичное свойство — это свойство, которым обладают точки из остаточного подмножества,
т.е. множества, содержащего счетное пересечение открытых всюду плотных множеств.
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получить нечто большее, чем плотное подмножество, нужно исследовать негиперболические
меры, не являющиеся периодическими. Это впервые было сделано в работе [30], где был введен
метод периодических приближений, позволяющий строить нетривиальные эргодические меры
как ∗-слабые пределы периодических мер.

В размерности строго больше 2 нужно иметь в виду, что априори различные типы гипер-
болического поведения могут сосуществовать с негиперболическим. Например, возможно со-
существование гиперболических периодических орбит разных устойчивых индексов (размер-
ностей устойчивого расслоения), которые грубым образом вместе содержатся в одном тран-
зитивном множестве (т.е. содержащем плотную орбиту), что приводит к перемежаемости
различных типов гиперболического поведения в одном и том же транзитивном множестве.
Например, именно это происходит в случае, исследованном в [30].

С учетом сказанного перефразируем поставленный выше вопрос следующим образом.

• В какой мере эргодическая теория позволяет различать различные типы гиперболиче-
ского поведения в негиперболических динамических системах?

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением систем, транзитивных на всем фазовом
пространстве (что исключает наличие аттракторов и репеллеров). В этом случае множество
эргодических мер Merg разделяется на несколько непересекающихся компонент, которые мы
будем рассматривать по отдельности (см. (2.1)).

2. ЧАСТИЧНО ГИПЕРБОЛИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА

Чтобы продвинуться в поставленных выше вопросах, используя существующие методы,
нам придется предполагать наличие у наших динамических систем дополнительной структу-
ры. Мы вынуждены потребовать наличия глобально определенного расщепления касательного
расслоения (так называемого расщепления с доминированием) на непрерывно зависящие от
слоя инвариантные подрасслоения, которые, как следствие, включают в себя подпространства
из расщепления Оселедца. Точнее говоря, мы потребуем, чтобы динамическая система была
частично гиперболической с тремя такими расслоениями: TM = Ess ⊕ Ec ⊕ Euu, где Ess

является равномерно сжимающимся, а Euu — равномерно растягивающимся. Соответственно
нулевые показатели Ляпунова автоматически оказываются связанными только с центральным
расслоением Ec. Показатели, соответствующие векторам расслоения Ec, мы будем называть
просто центральными показателями. Обозначим через PH1(M) множество C1-диффеомор-
физмов компактного многообразия без края M , для которых имеется описанное выше частич-
но гиперболическое расщепление с тремя невырожденными направлениями, причем централь-
ное имеет размерность 1.7

В дальнейшем F : M → M будет частично гиперболическим транзитивным C1-диффеомор-
физмом риманова многообразия. Мы будем предполагать, что рассматриваемая нами система
грубо транзитивна, грубо негиперболична и что найдется некоторая F -инвариантная компакт-
ная замкнутая кривая γ = F (γ). Последнее свойство тоже оказывается грубым ввиду нормаль-
ной гиперболичности. Обозначим соответствующее открытое множество через RTPH1(M)
(здесь мы подразумеваем равномерную топологию в пространстве C1-диффеоморфизмов). За-
метим, что в силу сказанного выше кривая γ всюду касается Ec, так что мы будем называть
ее компактным центральным слоем. Также заметим, что требование грубой негиперболично-
сти исключает патологические случаи, такие как случай диффеоморфизмов тора T

3, являю-
щихся прямым произведением диффеоморфизма Аносова на T

2 и иррационального поворота.
Заметим, что для F ∈ RTPH1(M) множество эргодических мер Merg разбивается на три

7В дальнейшем для простоты будем предполагать, что расщепление определено над всем фазовым простран-
ством; аналогичный подход можно использовать в случае, когда расщепление определено только локально.
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непересекающиеся компоненты:

Merg = Merg,<0 ∪Merg,0 ∪Merg,>0, (2.1)

где меры из Merg,0 негиперболические, а меры из Merg,<0 и Merg,>0 гиперболичны. Кроме того,
меры из Merg,<0 имеют dimEss + 1 отрицательных и dimEuu положительных показателей
Ляпунова, а меры из Merg,>0 имеют dimEuu + 1 положительных и dimEss отрицательных
показателей.

2.1. Гиперболические и негиперболические меры. Прежде всего заметим, что в
открытом и плотном в C1-топологии подмножестве из RTPH1(M) диффеоморфизмы име-
ют гиперболические периодические точки, которые притягивают в центральном направлении,
и гиперболические периодические точки, которые отталкивают в центральном направлении.
Кроме того, есть еще и подковы, которые притягивают или отталкивают в центральном на-
правлении. Стало быть, в множествах Merg,<0 и Merg,>0 есть гиперболические эргодические
меры с положительной энтропией. На самом деле в этом случае существование гиперболиче-
ской эргодической меры с положительной энтропией влечет за собой существование подков и,
как следствие, гиперболических периодических орбит соответствующего типа согласно теореме
Катка о наличии подковы (см. [34, 26]).

Существование негиперболических мер установить несколько сложнее. Дело в том, что
в RTPH1(M) плотны диффеоморфизмы с негиперболическими периодическим орбитами, а
значит, с тривиальными негиперболическими мерами (см. [3])8. Поскольку у топологически
типичных диффеоморфизмов есть только гиперболические периодические орбиты, мы можем
получить в лучшем случае плотное подмножество вRTPH1(M), состоящее из диффеоморфиз-
мов с тривиальными негиперболическими мерами. Стало быть, чтобы получить более массив-
ные множества диффеоморфизмов с негиперболическими мерами, нужно исследовать вопрос о
том, как часто встречаются нетривиальные негиперболические меры. В [30] авторы предложи-
ли метод периодических приближений, который позволяет построить нетривиальную негипер-
болическую (эргодическую) меру как ∗-слабый предел гиперболических периодических мер,
и применили этот метод к некоторым специальным ступенчатым косым произведениям. Этот
метод основан на существовании контролируемых переходов между седлами разных индексов.
При помощи него в работах [24, 7, 17] было получено C1-типичное множество C1-диффео-
морфизмов с негиперболическими нетривиальными (эргодическими) мерами (см. также [12]).
С использованием этого метода в [35] были построены некоторые особые открытые множества
грубо негиперболических диффеоморфизмов тора T

3 с такими мерами. Используя другой под-
ход — так называемую флип-флоп конфигурацию, опирающуюся на понятие блендера, которое
мы опишем ниже, в работе [5] авторы доказали, что открытое и плотное подмножество в
RTPH1(M) составляют диффеоморфизмы с негиперболическими мерами с положительной
энтропией. Действительно, было показано, что существует компактное инвариантное множе-
ство с положительной топологической энтропией, состоящее из точек, центральные показате-
ли Ляпунова которых нулевые, а следовательно, можно использовать вариационный принцип
из [52], чтобы получить нужные меры. Заметим, что метод периодических приближений может
дать только меры с нулевой энтропией (см. [36]).

Подводя итог, можно сказать, что на открытом и плотном подмножестве в RTPH1(M)
каждая компонента разложения (2.1) непуста и содержит меры с положительной энтропией.
Таким образом, возникает естественный вопрос о том, какой вид поведения (с отрицательным,

8Заметим сначала, что C1-открытым и плотным в RTPH1(M) образом у диффеоморфизмов есть перио-
дические точки. Напомним, что множество F1(M) определяется как C1-внутренность множества диффео-
морфизмов, у которых есть только гиперболические периодические орбиты. Согласно [3] множество F1(M)
содержится в множестве диффеоморфизмов, удовлетворяющих аксиоме A. Наше утверждение теперь сле-
дует из того, что диффеоморфизмы из RTPH1(M) не удовлетворяют аксиоме A.
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нулевым или положительным показателем) превалирует. В нашем случае представляется есте-
ственным количественно подходить к этому вопросу в терминах энтропии. У нас есть два
способа это сделать. Первый состоит в том, чтобы для центрального показателя Ляпунова α,
взятого из спектра центральных показателей, определить максимальную энтропию эргодиче-
ских мер с этим показателем:

sup{hμ(F ) : μ ∈ Merg, χc(μ) = α}. (2.2)

Второй состоит в том, чтобы для фиксированного значения центрального показателя опреде-
лить топологическую энтропию множества регулярных по Ляпунову точек с этим показателем:

htop(F,L(α)), где L(α)
def
= {x : χc(x) = α}. (2.3)

Максимальная энтропия из первого способа имеет отношение к ограниченным вариационным
принципам и неявно определяет топологическую энтропию из второго способа при проведении
мультифрактального анализа (см. теорему 3.5 ниже). Поскольку между эргодическими мера-
ми и соответствующими типичными точками существует тесная связь, мы ожидаем, что две
определенные выше энтропии совпадают при некоторых разумных дополнительных условиях
(см. п. 3.3, где этот вопрос обсуждается более подробно).

2.2. Инвариантные слоения. Опишем, наконец, кратко геометрические свойства диф-
феоморфизмов класса RTPH1(M), которые также важны для изучения обсуждавшихся выше
эргодических свойств и множеств уровня из (2.2) и (2.3). В частности, этими свойствами моти-
вирована модель, которую мы будем рассматривать в разд. 3. Из наличия частично гиперболи-
ческого расщепления TM = Ess ⊕ Ec ⊕ Euu следует наличие инвариантных слоений F ss и Fuu,
касательных к Ess и Euu и называемых сильно устойчивым и сильно неустойчивым слое-
ниями соответственно (см. [32]). Согласно [9, 46], ввиду того что по нашему предположению
центральное расслоение Ec одномерно и притом имеется компактный центральный слой, суще-
ствует C1-открытое и C1-плотное подмножество ORTPH1(M) класса RTPH1(M), состоящее
из диффеоморфизмов, для которых оба слоения минимальны (т.е. каждый слой слоения пло-
тен во всем фазовом пространстве). Можно выделить случай, когда есть центральное слоение
(касательное к Ec), у которого все слои компактны. Топологически такие системы являются
косыми произведениями. Важный пример, по-прежнему служащий источником вдохновения
для постановки открытых вопросов, содержится в работе [47]9. Мы подробнее рассмотрим этот
вопрос в п. 4.1.

Упомянутые выше геометрические свойства присущи большому семейству ступенчатых ко-
сых произведений, которое мы определим и обсудим в разд. 3. С другой стороны, свойства это-
го семейства, на наш взгляд, отражают те существенные динамические свойства диффеомор-
физмов класса RTPH1(M), которые позволяют исследовать рассмотренные выше множества
уровня и некоторые эргодические свойства и изучать топологию пространства инвариантных
мер. Последнюю мы более подробно обсудим в следующем пункте.

2.3. Топология пространства мер: общие свойства. Посмотрим теперь на тополо-
гию пространства M борелевских вероятностных мер, инвариантных относительно непрерыв-
ного отображения компактного метрического пространства. Будучи снабженным ∗-слабой то-
пологией, M становится компактным метризуемым топологическим пространством [52, § 6.1].
Обозначим через Merg ⊂ M подмножество эргодических мер. Напомним, что M является

9Например, в [28] авторы спрашивают, верно ли, что для типичного эргодического сохраняющего меру диф-
феоморфизма, достаточно C1-близкого к частично гиперболическому линейному автоморфизму L : T3 → T

3

вида L(x, y, z) = (A(x, y), z), где A — линейный диффеоморфизм Аносова, эргодические меры плотны
в пространстве борелевских вероятностных инвариантных мер. Рассматриваемый класс также включает
системы из работы [47].
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непустым симплексом Шоке (см. [52, § 6.2]). В частности, это множество выпукло и компактно.
Крайние точки пространства M являются эргодическими мерами.

В целом есть множество свойств, которые могут представлять интерес при исследовании
топологии пространства M, например плотность и энтропийная плотность множества эргоди-
ческих мер (в M), а также связность множества эргодических мер. Плотность эргодических
мер в M сразу же приводит к очень важным следствиям. Действительно, в этом случае M

либо состоит из одной точки (т.е. отображение строго эргодично), либо является нетривиаль-
ным симплексом Шоке, в котором плотны крайние точки; в последнем случае M называется
симплексом Полсена. Полсен [44] первым построил пример пространства с такими свойствами.
Согласно [38] любые два метризуемых нетривиальных симплекса, в которых плотны крайние
точки, совпадают с точностью до аффинных гомеоморфизмов, а значит, можно считать M тем
же самым симплексом Полсена. Заметим, что, например, Merg в этом случае линейно связно
(см. [38, Sect. 3, property 4]). В заключение напомним следующее определение. Говорят, что
эргодические меры энтропийно плотны, если для любой меры μ ∈ M и любого ε > 0 любая
окрестность меры μ содержит эргодическую меру ν, для которой hν(F ) > hμ(F )− ε.10

Плотность эргодических (более того, периодических) мер была впервые продемонстрирова-
на в работах [48, 49] в предположении, что отображение удовлетворяет условию периодической
спецификации (в [50] была получена связность множества эргодических мер для сдвига Мар-
кова, что, как было объяснено выше, согласно [38] является прямым следствием плотности).
Напомним, что в случае гладких динамических систем периодическая спецификация имеет
место для любого базисного множества любого удовлетворяющего аксиоме A диффеоморфиз-
ма (см. [13]). В более общем контексте в [1] было показано, что если Λ ⊂ M — изолированное
нетривиальное транзитивное множество C1-типичного диффеоморфизма, то его периодиче-
ские меры плотны (а также обладают и другими интересными свойствами, см. [27]). Ниже мы
обсудим два более свежих результата из [31, 11].

Все известные результаты, касающиеся таких свойств, как плотность (в том числе энтро-
пийная) и связность, получены с использованием приближения гиперболических эргодических
мер либо периодическими мерами, либо марковскими эргодическими мерами с носителями на
подковах. Мы увидим, что тот же метод можно иногда использовать в негиперболическом
случае, когда, например, множество эргодических мер содержит меры разных индексов и
негиперболические меры.

Заметим, что связность и (энтропийная) плотность эргодических мер не всегда имеют ме-
сто. В [27] приведено несколько контрпримеров для сдвигов Маркова, однако в дальнейшем мы
сосредоточимся на частично гиперболических системах, поэтому отметим примеры костистых
компактных инвариантных множеств частично гиперболических транзитивных C1-диффео-
морфизмов, исследованные в работах [25, 37, 20, 21]. В этих примерах спектр центральных
показателей Ляпунова имеет как минимум две непересекающиеся компоненты, а также как
минимум две связные компоненты есть у множества эргодических мер. В частности, отсюда
следует, что эргодические меры не всюду плотны.

2.4. Топология пространства мер: классы пересечения и гомоклинические клас-
сы. Чтобы понять топологию пространства M, оказывается полезным рассмотреть так на-
зываемые классы пересечения и гомоклинические классы гиперболических периодических то-
чек. Для более точной формулировки результатов кратко напомним определения. Будем гово-
рить, что две гиперболические периодические точки одного и того же индекса гомоклинически

10Наше определение следует, например, работе [43] и является чуть более общим, чем определение из [31].
Заметим, однако, что согласно [19] любой частично гиперболический C1-диффеоморфизм F с одномер-
ным центральным расслоением является h-разделяющим, а значит, согласно [14] отображение энтропии
μ �→ hμ(F ) полунепрерывно сверху. Таким образом, в нашем случае эти два определения совпадают.
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зацеплены, если инвариантные множества их орбит пересекаются циклическим образом (заме-
тим, что в нашем частично гиперболическом случае с одномерным центральным направлением
не требуется, чтобы пересечения были трансверсальными; подробности приведены в разд. 5).
Заметим, что это отношение эквивалентности на множестве гиперболических периодических
точек, и будем называть классы эквивалентности для отношения гомоклинической зацеплен-
ности классами пересечения. Для гиперболической периодической точки P будем обозначать
ее класс пересечения через Int(P ).
Класс пересечения гиперболической периодической точки впервые был рассмотрен в лек-

циях Ньюхауса [39], назывался там h-классом и использовался для описания так называемо-
го спектрального разложения для диффеоморфизмов, удовлетворяющих аксиоме A. В этой
терминологии гомоклинический класс (названный в [39] h-замыканием) есть замыкание со-
держащегося в нем класса пересечения. Заметим, что гомоклинический класс всегда является
транзитивным инвариантным множеством. Более того, гомоклинический класс гиперболиче-
ской периодической точки может содержать периодические точки, которые с ней не зацеплены
гомоклинически, и, следовательно, может содержать несколько различных классов пересече-
ния. Действительно, негиперболический гомоклинический класс может содержать носители
эргодических мер разных индексов и/или негиперболических эргодических мер [30, 24, 5].
Более того, существуют примеры негиперболических гомоклинических классов, допускающих
только гиперболические эргодические меры, но содержащих одновременно носители эргоди-
ческих мер, имеющих отрицательные и положительные центральные показатели Ляпунова
(см. [25, 37]).

Мы будем называть (не обязательно эргодическую) меру μ ∈ M гиперболической с отрица-
тельным центральным показателем Ляпунова, если μ-почти все точки имеют отрицательный
центральный показатель Ляпунова, и будем обозначать множество всех таких мер через M<0.
Аналогично определим гиперболические меры с положительным центральным показателем
Ляпунова и множество M>0. Говоря о ∗-слабой энтропийной сходимости, мы имеем в виду, что
последовательность мер сходится в ∗-слабой топологии и энтропии этих мер также стремятся
к энтропии предельной меры.

Согласно утверждению [8, Theorem E] упомянутое выше C1-открытое и C1-плотное под-
множество ORTPH1(M) класса RTPH1(M) может быть выбрано таким образом, что оно
будет состоять из диффеоморфизмов, для которых любые два седла одного индекса гомо-
клинически зацеплены, т.е. принадлежат одному классу пересечения. Таким образом, для
F ∈ ORTPH1(M) существует ровно два класса пересечения, которые мы будем обозначать
через Int<0 и Int>0, где

Int<0
def
=

{
P ∈ M : P — гиперболическая периодическая точка, χc(P ) < 0

}
,

а Int>0 определяется аналогично. Более того, каждое из этих двух множеств плотно в M . Для
гиперболической (но не обязательно эргодической или периодической) меры μ ∈ M опреде-
лим ее класс пересечения Int(μ) как класс пересечения гиперболических периодических орбит,
для орбит из которого соответствующие периодические меры накапливаются к μ. Тогда для
F ∈ ORTPH1(M) либо Int(μ) = Int<0, либо Int(μ) = Int>0. Согласно работе [11] класс пере-
сечения меры μ определен корректно.

Мы теперь можем, наконец, перейти к двум результатам, касающимся затронутых выше
вопросов. Мы коротко переформулируем их для нашего более узкого класса RTPH1(M). При
этом ключевым моментом в доказательстве того, что к эргодической гиперболической мере μ
накапливаются гиперболические периодические меры, является теорема Катка о наличии под-
ковы. Заметим также, что этот метод применим для C1+α-диффеоморфизмов (см. [34]) или для
C1-диффеоморфизмов при наличии расщепления с доминированием (а значит, в частности, и
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для класса RTPH1(M), см. [26]) и что конструкция Катка позволяет аппроксимировать меру
в смысле ∗-слабой энтропийной сходимости.

Прежде всего нужно сказать, что частичный ответ на вопрос о плотности эргодических
мер в M был получен в [11], где было показано, что для F ∈ RTPH1(M) любая мера μ ∈ M<0

(не обязательно эргодическая) аппроксимируется в ∗-слабой топологии эргодическими мерами
тогда и только тогда, когда почти все эргодические меры в эргодическом разложении меры μ
(по отношению к соответствующему распределению на множестве эргодических мер) имеют
один и тот же класс пересечения (в этом случае μ с необходимостью имеет тот же индекс,
что и гиперболические периодические орбиты этого класса). Как следствие получаем, что
для F ∈ ORTPH1(M) эргодические меры плотны в M<0 и в M>0. Однако есть основания
предполагать, что множество M0 устроено намного сложнее.

Далее, согласно [31] для F ∈ ORTPH1(M) и седла P диффеоморфизма F множество эрго-
дических мер с носителем в Int(P ) и тем же индексом, что и у P , линейно связно. Заметим, что
в [31] авторы предполагали C1+α-регулярность, чтобы применить результат Катка. Как было
объяснено выше, это требование можно заменить на C1-гладкость в сочетании с частичной
гиперболичностью. Другое важное условие состоит в том, что замыкание Int(P ) должно быть
изолировано (заметим, что в силу этого условия аппроксимирующие меры остаются в том же
пространстве, что и μ). В нашем случае это выполнено автоматически, поскольку все фазо-
вое пространство M является гомоклиническим классом. Еще одно дополнительное условие
состоит в том, что любые два седла одного индекса гомоклинически зацеплены, и это также
выполнено в нашем случае.

3. МОДЕЛЬНЫЕ СТУПЕНЧАТЫЕ КОСЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Обратимся теперь к ступенчатым косым произведениям. Для простоты мы ограничимся
рассмотрением случая двух символов. Пусть σ : Σ → Σ — стандартное отображение сдвига на
пространстве Σ = {0, 1}Z двусторонних последовательностей, снабженном стандартной метри-
кой. Рассмотрим C1-диффеоморфизмы f0, f1 : S

1 → S
1 и соответствующее ступенчатое косое

произведение

F : Σ× S
1 → Σ× S

1, F (ξ, x) = (σ(ξ), fξ0(x)), где ξ = (ξi)i∈Z. (3.1)

Мы будем обозначать пространство отображений F вида (3.1) через SP1(Σ × S
1) и назы-

вать f0, f1 послойными отображениями.
Как было объяснено в разд. 2 (см. также обсуждение в [29, 33]), ступенчатое косое произ-

ведение может рассматриваться как модель некоторого частично гиперболического диффео-
морфизма с компактными центральными слоями (гомеоморфными окружности).

Прежде чем подробно описывать отображения, которые мы будем рассматривать, введем
некоторые обозначения. Для произвольной последовательности ξ = (ξi)i∈Z ∈ Σ будем писать
ξ = ξ− . ξ+, где ξ− = (. . . ξ−1) ∈ Σ− def

= {0, 1}−N и ξ+ = (ξ0ξ1 . . .) ∈ Σ+ def
= {0, 1}N0 — соответ-

ствующие односторонние бесконечные последовательности. Мы также будем рассматривать
цилиндры

[ηk . . . ηk+r]
def
=

{
ξ = (ξi)i∈Z : ξi = ηi, i = k, . . . , k + r

}
,

где r ≥ 0. Цилиндры вида [ξ− . ξ0 . . . ξr] и [ξ−r . . . ξ−1 . ξ
+] определим естественным образом.

Для конечных последовательностей (ξ0 . . . ξn) и (ξ−m . . . ξ−1) положим

f[ξ0...ξn]
def
= fξn ◦ . . . ◦ fξ1 ◦ fξ0 , f[ξ−m...ξ−1 . ]

def
=

(
fξ−1 ◦ . . . ◦ fξ−m

)−1
=

(
f[ξ−m...ξ−1]

)−1
.
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Мы можем определить центральный показатель Ляпунова в точке X = (ξ, x) естествен-
ным образом как

χc(X)
def
= lim

n→∞
1

n
log

∣∣f ′
[ξ0...ξn−1]

(x)
∣∣ = lim

n→∞
1

n

n−1∑
k=0

log
∣∣f ′

ξk

(
f[ξ0...ξk−1](x)

)∣∣,

если этот предел, являющийся не чем иным, как биркгофовым средним (в смысле динамики F )
непрерывной функции, существует. Если рассматривать ступенчатое косое произведение F
как модель некоторого частично гиперболического диффеоморфизма, этот показатель будет
соответствовать некоторому показателю Ляпунова из (1.1).

Мы потребуем, чтобы послойные отображения f0, f1 косого произведения F удовлетворяли
аксиомам CEC+ и Acc+, а именно чтобы существовал замкнутый интервал J+ ⊂ S

1, называе-
мый интервалом перемешивания для положительных итераций и обладающий следующими
свойствами.

Аксиома CEC+(J+) (контролируемое накрытие с контролируемым растяжением для от-
резка J+ под действием положительных итераций11). Существуют положительные константы
K1, . . . ,K5 такие, что для любого интервала H ⊂ S

1, пересекающего J+ и удовлетворяющего
неравенству |H| < K1, выполнено следующее:

• (контролируемое накрытие) для некоторого натурального числа � ≤ K2

∣∣log|H|
∣∣ + K3

существует конечная последовательность (η0 . . . η�−1) такая, что

f[η0... η�−1](H) ⊃ B(J+,K4),

где B(J+, δ) — это δ-окрестность множества J+;
• (контролируемое растяжение) для любого x ∈ H имеем

log
∣∣(f[η0... η�−1]

)′
(x)

∣∣ ≥ �K5.

Положим
O+(x)

def
=

⋃
n≥0

⋃
(θ0...θn−1)

f[θ0...θn−1](x).

Аксиома Acc+(J+) (положительная достижимость для отрезка J+ 12).

O+(int J+) =
⋃

x∈int J+

O+(x) = S
1.

Аналогичным образом F удовлетворяет аксиомам CEC− и Acc−, если найдется замкну-
тый интервал J− ⊂ S

1, называемый интервалом перемешивания для обратных итераций,
такой, что обратные отображения f−1

0 , f−1
1 удовлетворяют аксиомам CEC+ и Acc+ (для J−).

Мы также всегда будем предполагать транзитивность.
Аксиома T (транзитивность). Существует точка x ∈ S

1 такая, что множества O+(x) и
O−(x) оба плотны в S

1.
В дальнейшем мы будем обозначать через SP1

nh(Σ × S
1) подмножество в SP1(Σ × S

1),
состоящее из косых произведений, которые удовлетворяют аксиомам CEC+(J+), Acc+(J+),
CEC−(J−), Acc−(J−) и T для некоторых интервалов J+ и J−. В этих предположениях ока-
зывается возможным выбрать общий интервал перемешивания (см. [22, Sect. 2.2], где обсуж-
дается связь между выбором (общих) интервалов перемешивания и транзитивностью).

11В оригинале “controlled expanding forward covering relative to J+”. — Прим. перев.
12В оригинале “forward accessibility relative to J+”. — Прим. перев.
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Лемма 3.1 (общий интервал перемешивания [22, Lemma 2.3]). Пусть F ∈ SP1
nh(Σ× S

1).
Тогда для любой точки x ∈ S

1 и любого достаточно малого δ отрезок J = B(x, δ) удовле-
творяет аксиомам CEC+(J), Acc+(J), CEC−(J) и Acc−(J).

Возвращаясь к нашему контексту, для отображений из класса SP1
nh(Σ × S

1) определим
отношения гомоклинической зацепленности и классы пересечения, как в п. 2.4 (подробности
см. в разд. 5 ниже). Согласно предложению 5.1 есть ровно два класса пересечения:

Int<0
def
=

{
P ∈ Σ× S

1 : P — гиперболическая периодическая точка, χc(P ) < 0
}

и аналогичное множество Int>0. Более того, имеем

Int<0 = Int>0 = Σ× S
1 = Гомоклинический класс(Q), (3.2)

где Q — любая гиперболическая периодическая точка в Σ × S
1. Ниже мы покажем, что каж-

дый класс пересечения соответствует одной компоненте связности множества эргодических
мер. Для гиперболической эргодической (не обязательно периодической) меры μ ∈ M ее
класс пересечения Int(μ) определяется так же, как в п. 2.4. Согласно предложению 5.1 либо
Int(μ) = Int<0, либо Int(μ) = Int>0.

3.1. Гиперболические меры. Рассуждение из п. 2.4 можно без труда применить к
классу SP1(Σ× S

1) (см. [22, Sect. 3]). Следующая теорема является модификацией результатов
из [11, Theorem 2] и [31, Theorems 1.1, 1.4] для SP1

nh(Σ× S
1).

Теорема 3.2. Пусть F ∈ SP1
nh(Σ × S

1). Любая мера μ ∈ M<0 является пределом мер
νn ∈ Merg,<0 в ∗-слабой топологии, при этом Int(μ) = Int<0. Кроме того, любая мера μ ∈
∈ Merg,<0 является предельной точкой мер νn ∈ Merg,<0 в смысле ∗-слабой энтропийной
сходимости. Аналогичный результат справедлив для M>0 и Merg,>0 соответственно.
Как следствие, множества Merg,<0 и Merg,>0 линейно связны.
Первый из сформулированных выше результатов был получен в работе [11] для случая

C1-диффеоморфизма при наличии расщепления с доминированием E ⊕ F , а утверждение,
которое мы приводим, является переформулировкой этого результата для наших косых про-
изведений (вновь напомним, что условие изолированности выполнено в силу того, что мы
рассматриваем динамику на всем фазовом пространстве Σ× S

1). Подчеркнем, что существен-
ными элементами доказательства в [11] являются C1-гладкая теория Песина для систем с
доминированием, а также субаддитивная теорема Кингмана и максимальная эргодическая
теорема, которые имеют естественные аналоги для случая косых произведений. Мы не будем
повторять эту часть доказательства. Чтобы убедиться в том, что множество Merg,<0 линейно
связно, мы следуем плану доказательства из работы [31]. Там C1+α-регулярность диффеомор-
физмов используется лишь для того, чтобы применить результат Катка об аппроксимации
эргодической гиперболической меры гиперболическими периодическими мерами. Как было
сказано выше, то же самое имеет место для C1-диффеоморфизма при наличии расщепления с
доминированием E ⊕ F (см. [26]), что естественным образом переносится на наш случай косых
произведений. Два основных требования из [31] состоят в том, что

(i) любые две гиперболические периодические точки одного устойчивого индекса гомокли-
нически зацеплены (это выполнено по предложению 5.1);

(ii) гомоклинический класс изолирован (верно в силу равенства (3.2)).
Приведем набросок доказательства. Предположим, что μ0, μ1 ∈ Merg,<0. Тогда к μi сходит-
ся последовательность гиперболических периодических мер νin ∈ Merg,<0 с носителями на
орбитах гиперболических периодических точек P i

n, i = 0, 1. Поскольку P 0
1 и P 1

1 гомоклини-
чески зацеплены, существует непрерывный путь μ0 : [1/3, 2/3] → Merg,<0, соединяющий ме-
ры ν01 и ν11 . Для любой пары мер ν0n, ν

0
n+1 и любой окрестности U их выпуклой комбинации
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{sν0n + (1 − s)ν0n+1, s ∈ [0, 1]} можно выбрать базисное множество Γ0
n таким образом, что все

меры с носителем в нем содержатся в U . Отсюда, в частности, следует, что существует непре-
рывный путь μ0

n : [1/3
n+1, 1/3n] → Merg,<0 ∩ U , соединяющий меру ν0n с мерой ν0n+1. То же самое

рассуждение применимо и для мер ν1n, что дает пути μ1
n : [1 − 1/3n, 1 − 1/3n+1] → Merg,<0,

содержащиеся в окрестностях, сходящихся к мере μ1. Определим μ∞|(0,1) : (0, 1) → Merg,<0,
склеивая области определения наших путей, и завершим построение пути μ∞, положив
μ∞(0) = limn→∞ μ0

n(1/3
n) и μ∞(1) = limn→∞ μ1

n(1− 1/3n).

3.2. Негиперболические эргодические меры. Для негиперболических эргодических
мер использованные выше методы эргодической аппроксимации в общем случае неприменимы.
Однако наличие дополнительной структуры позволяет определенным образом распространить
эти методы на наш случай ступенчатых косых произведений из SP1

nh(Σ × S
1). Следующий

результат был получен в [22].
Теорема 3.3. Пусть F ∈ SP1

nh(Σ× S
1). Любая мера из Merg,0 приближается как мерами

из Merg,<0, так и мерами из Merg,>0 в смысле ∗-слабой энтропийной сходимости.
В частности, любую такую меру можно соединить непрерывной кривой с любой эргоди-

ческой мерой в Merg,<0 и в Merg,>0.
Грубо говоря, идея доказательства этого результата состоит в том, чтобы сначала сле-

довать основным элементам доказательства теоремы Катка о наличии подковы (см. [34; 26;
22, Sect. 3]), т.е., стартуя с эргодической меры, найти достаточное число кусков орбит (их
количество растет примерно экспоненциально с показателем, зависящим от энтропии hμ(F )),
для которых (неинвариантные) орбитальные меры более или менее приближают μ в ∗-слабой
топологии. Второй шаг состоит в том, чтобы, используя структуру ступенчатого косого про-
изведения, выбрать так называемые скелеты, соединяющие полученные на предыдущем этапе
куски орбит, чтобы получились почти периодические орбиты, которые могут отслеживаться
периодическими. Главная трудность состоит в том, чтобы аккуратно провести рассуждение с
контролем искажения (напомним, что отображения предполагаются всего лишь C1-гладкими
и что отслеживаться будут орбиты с центральным показателем Ляпунова, примерно равным
нулю). Этот набор периодических гиперболических орбит (с близкими к нулю показателями)
позволяет строить подковы; единственная трудность на этом финальном шаге состоит в том,
что периоды этих орбит неизбежно меняются в некотором диапазоне из-за того, что “склеива-
ние” орбит на предыдущем шаге возможно только благодаря выполнению некоторых условий
топологического характера (их выполнение гарантируется, в частности, аксиомами Acc±).
Чтобы обойти эту проблему, мы строим так называемые разновременные подковы. Таким об-
разом мы вручную получаем подковы с топологической энтропией, близкой к энтропии меры μ,
такие, что меры с носителями в этих подковах ∗-слабо близки к μ.

Из теорем 3.2 и 3.3 немедленно вытекает следующий результат.
Следствие 3.4. Пусть F ∈ SP1

nh(Σ × S
1). Тогда Merg линейно связно.

3.3. Энтропии для спектра центральных показателей Ляпунова. Теперь мы от-
ветим на поставленный в разд. 2 вопрос о том, какой тип поведения (с отрицательным, нуле-
вым или положительным центральным показателем Ляпунова) превалирует, и сделаем это в
терминах энтропии.

Если начать изучение множеств L(α) из (2.3) с рассмотрения орбит, получим следующее
мультифрактальное разложение:

Σ× S
1 =

⋃
α∈R

L(α) ∪ Lirr,

где Lirr — множество точек, в которых центральный показатель Ляпунова неопределен (т.е.
предел не существует). Заметим, что те α, для которых множества уровня L(α) непусты,
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E(α)

α

α− α+αmin αmax

E(α)

α

α− α+αmin αmax

E(α)

α

α− α+αmin αmax

Рис. 1. Возможные виды зависимости энтропии E от центрального показателя Ляпунова α. При
наличии свойства сближения график имеет вид, изображенный слева

образуют некоторый отрезок, естественным образом распадающийся на три непустые части:

{α : L(α) �= ∅} = [αmin, 0) ∪ {0} ∪ (0, αmax].

Нетрудно проверить, что минимальное и максимальное значения действительно достигаются.
Из того, что любые две гиперболические периодические орбиты одного устойчивого индекса
гомоклинически зацеплены (и, значит, содержатся в общей подкове), немедленно следует, что
для любого α ∈ (αmin, 0) ∪ (0, αmax) существует эргодическая мера с положительной энтропи-
ей и центральным показателем Ляпунова, равным α. Соответствующий результат для α = 0
является следствием работы [5]. Мы определим “размер” множеств уровня в терминах тополо-
гической энтропии. Поскольку эти множества инвариантны, но в общем случае не компактны,
мы будем полагаться на общее понятие топологической энтропии htop, введенное Боуэном [15].

Следующий результат из работы [23] получается с помощью ограниченных вариационных
принципов для величины (2.2), его иллюстрация дана на рис. 1.

Обозначим энтропию меры μ через hμ(F ). Напомним, что набор послойных отображений
{f0, f1} обладает свойством сближения, если для любых x, y ∈ S

1 найдется хотя бы одна
последовательность ξ ∈ Σ, для которой |fn

ξ (x) − fn
ξ (y)| → 0 при |n| → ∞. Отметим, что если,

например, f0 является отображением Морса–Смейла с неблуждающим множеством, содер-
жащим лишь один аттрактор и один репеллер, а f1 — иррациональный поворот, то система
обладает свойством сближения (см. также предложение 4.2 ниже).

Теорема 3.5. Для любого α ∈ [αmin, αmax] имеем L(α) �= ∅. Кроме того, для любого
α ∈ (αmin, 0) ∪ (0, αmax) имеет место равенство

htop(L(α)) = sup
{
hμ(F ) : μ ∈ Merg, χc(μ) = α

}
, (3.3)

причем функция α �→ htop(L(α)) непрерывна на [αmin, αmax] и htop(L(0)) > 0.
Существует конечное число эргодических мер μ+, μ−, имеющих максимальную энтро-

пию hμ±(F ) = log 2 и таких, что χc(μ−) < 0 < χc(μ+). Кроме того, если имеет место
свойство сближения, то эргодические F -инвариантные вероятностные меры μ− ∈ Merg,<0 и
μ+ ∈ Merg,>0 максимальной энтропии hμ±(F ) = log 2 единственны и выполнены соотношения

htop(L(α−)) = htop(L(α+)) = log 2, htop(L(α)) < log 2 для всех α �= α−, α+,

где α− = χc(μ−) и α+ = χc(μ+).
В случае наличия свойства сближения можно также показать (см. [23]), что ни одна нетри-

виальная выпуклая комбинация двух эргодических мер максимальной энтропии не может
одновременно быть ∗-слабым пределом и пределом по энтропии для эргодических мер.

Отметим, что в работе [45] в сходном контексте установлена конечность максимизирую-
щих энтропию мер и исследованы некоторые их свойства. Это связано с так называемым
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принципом инвариантности, также исследованным в [51], где (для некоторых эргодических
мер C2-гладких частично гиперболических диффеоморфизмов) было продемонстрировано яв-
ление, сходное с тем, что утверждается в теореме 3.5 (энтропия достигает максимума вдали
от мер с нулевым показателем).

Наш подход к доказательству теоремы 3.5 состоит в том, чтобы рассматривать положи-
тельную, отрицательную и нулевую части спектра по отдельности. Из результатов работы [15]
немедленно следует, что правая часть (3.3) дает оценку снизу значений htop(L(α)). Используя
тот факт, что согласно предложению 5.1 для любой пары равномерно гиперболических мно-
жеств с отрицательными (положительными) слоевыми показателями мы можем найти боль-
шее гиперболическое множество, в котором они оба содержатся, можно заключить, что эти
значения выражаются при помощи преобразования Лежандра–Фенхеля некоторой ограничен-
ной функции давления (отрицательные и положительные значения α нужно рассматривать
отдельно). Наконец, для любого α с htop(L(α)) = h можно выбрать так называемые скеле-
ты, введенные в [22, Sect. 4], чтобы с их помощью построить гиперболические множества
с энтропией, близкой к h, и центральными показателями эргодических мер, близкими к α.
Таким образом, htop(L(α)) оказывается ограниченным сверху энтропиями эргодических мер с
показателями, близкими к α. Выпуклость преобразования Лежандра–Фенхеля влечет за собой
непрерывность htop(L(α)), что завершает доказательство.

4. ПРИМЕРЫ

В этом разделе мы сначала вернемся к случаю гладких динамических систем и обсудим
подробнее объекты, характеризующие диффеоморфизмы класса ORTPH1(M). Далее мы уви-
дим, как они мотивируют введение перечисленных в разд. 3 аксиом для косых произведений.

4.1. Блендер-подковы и минимальные слоения. Материал данного пункта не пре-
тендует на максимальную общность, относится в первую очередь к диффеоморфизмам из
PH1(M3) (многообразие M3 предполагается трехмерным) и адаптирован для случая, когда
есть глобально определенные устойчивое и неустойчивое слоения.
Неустойчивой блендер-подковой (см. [6, Sect. 3]) называется гиперболическое и одновре-

менно частично гиперболическое множество Λ диффеоморфизма F , обладающее следующими
свойствами: динамика на Λ сопряжена полному сдвигу над двумя символами, над Λ есть
расщепление Ess ⊕ Ec ⊕ Euu (где Ess является устойчивым расслоением для Λ, а Ec ⊕ Euu —
неустойчивым), Λ изолировано в своей открытой окрестности (“кубе”) C, т.е. Λ =

⋂
n∈Z F

n(C).
Кроме того, расщепление определено над всей окрестностью C и существует λ > 1 такое,
что ‖dFx(v)‖ ≥ λ‖v‖ для любой точки x ∈ C и любого вектора v ∈ Ec ⊕ Euu. Устойчивая
блендер-подкова — это неустойчивая блендер-подкова для F−1.

Для следующего набора понятий иллюстрация дана на рис. 2. Рассмотрим сначала ло-
кальное устойчивое множество блендер-подковы Λ, определяемое как W s

loc(Λ)
def
=

⋂
n≤0 F

n(C).
Неформально говоря, у куба C есть шесть граней: две противоположные центрально-устой-
чивые грани, “касающиеся” расслоения Ess ⊕ Ec, две противоположные центрально-неустой-
чивые грани, “касающиеся” Ec ⊕ Euu, и две противоположные устойчиво-неустойчивые гра-
ни, “касающиеся” Ess ⊕ Euu. Сильно неустойчивой кривой называется компактная кривая,
которая содержится в некотором сильно неустойчивом слое слоения Fuu и граница которой
содержится в центрально-устойчивых гранях куба (таким образом, кривая соединяет эти две
грани). Аналогичным образом сильно устойчивой кривой называется компактная кривая, со-
держащаяся в некотором сильно устойчивом слое слоения F ss и имеющая границу, лежащую
в центрально-неустойчивых гранях куба. Неустойчивая полоса (или просто полоса) S — это
“прямоугольник”, расслоенный на сильно неустойчивые кривые. Шириной w(S) полосы S
будем называть точную верхнюю грань чисел w таких, что найдется кривая η длины w,
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P

Q

Устойчиво-неустойчивая грань Устойчиво-неустойчивая грань

Центрально-устойчивая грань

Центрально-устойчивая граньПолоса

C

Рис. 2. Блендер-подкова: сильно неустойчивые кривые и полосы (в проекции вдоль сильно
устойчивого направления)

касающаяся расслоения Ec и содержащаяся в S. Заметим, что существует число κ > 0 такое,
что любая полоса, содержащаяся в C, имеет ширину не больше κ.

Мы предполагаем, что в гиперболическом множестве Λ имеются две неподвижные точки P
и Q, и рассматриваем их локальные устойчивые многообразия W s

loc(P ) иW s
loc(Q) (связные ком-

поненты множества W s
loc(Λ), содержащие P и Q соответственно). Теперь можно рассмотреть

два класса изотопных неустойчивых кривых, не пересекающихся с W s
loc(P ): один образуют те,

что лежат справа, а другой — те, что лежат слева от W s
loc(P ). Аналогичные классы рассмот-

рим для W s
loc(Q). Локальные сильно неустойчивые слои точек множества Λ \ {P,Q} оказы-

ваются сильно неустойчивыми кривыми, проходящими справа от W s
loc(P ) и слева от W s

loc(Q).
Полосу S, расслоенную на сильно неустойчивые кривые, лежащие справа от W s

loc(P ), будем
называть полосой справа от W s

loc(P ).
Ключевое свойство блендер-подковы заключается в следующем: для любой полосы S спра-

ва от W s
loc(P ) есть две возможности (которые могут реализоваться и одновременно):

(1) множество F (S) содержит полосу S′ (называемую преемницей полосы S) справа от
W s

loc(P ) такую, что w(S′) > λw(S) (где λ > 1 — то же число, что и выше в определении
блендер-подковы);

(2) F (S) содержит полосу S′, которая пересекает W s
loc(P ) в точке, удаленной на равномерно

по S отделенное от нуля расстояние ρ от границы полосы S′.
Заметим, что возможность (1) может реализоваться не более чем �(S) раз подряд, где
� = �(S) — наименьшее число, удовлетворяющее неравенству λ�w(S) > κ (κ определено вы-
ше). Говоря “подряд”, мы подразумеваем, что для преемницы полосы S также имеет место
случай (1) и т.д. В случае (2), положив k = k(ρ) равным наименьшему числу такому, что
λkρ > κ, и рассматривая k дополнительных итераций, получим, что F k(S′) содержит полосу,
которая пересекает обе устойчиво-неустойчивые грани куба C. Таким образом, для любой
неустойчивой полосы S справа от W s

loc(P ) найдется число m ≤ �(S) + k такое, что множество
Fm(S) содержит полосу, пересекающую обе устойчиво-неустойчивые грани куба C.

Блендер-подкова обладает одним геометрическим свойством, которое мы сформулируем,
используя подход из [5]. Семейство D сильно неустойчивых кривых, проходящих справа от
W s

loc(P ) и слева от W s
loc(Q), удовлетворяет следующему условию инвариантности и накрытия:

любая кривая D ∈ D содержит подмножество D0 такое, что F (D0) ∈ D. Из этого условия
следует, что локальное устойчивое множество W s

loc(Λ) блендер-подковы Λ пересекает каждую
кривую семейства D (см. [6, Remark 3.10] и [5, Lemma 3.13]). Мы будем называть D выделенным
семейством кривых блендера. Наконец, заметим также, что для блендер-подков корректно
определены продолжения: если Λ — блендер-подкова для F , то для любого G, достаточно
близкого к F , продолжение ΛG блендер-подковы Λ также является блендер-подковой (см. [6,
Lemma 3.9]).
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Как отмечено выше, существует C1-открытое и C1-плотное подмножество ORTPH1(M3)
множества RTPH1(M3), для отображений из которого сильно устойчивое и сильно неустой-
чивое слоения минимальны. Главный шаг доказательства этого факта состоит в следующем
(см. [9]). Найдутся неустойчивая блендер-подкова Λ+ с соответствующим ей кубом C+, устой-
чивая блендер-подкова Λ− с кубом C− и константа � > 0 такие, что

• каждая кривая α длины �(α) ≥ �, содержащаяся в листе слоения Fuu, содержит сильно
неустойчивые кривые α+ ⊂ C+ и α− ⊂ C−; кроме того, α+ содержится в выделенном
семействе кривых блендер-подковы Λ+;

• каждая кривая β длины �(β) ≥ �, содержащаяся в листе слоения F ss, содержит сильно
устойчивые кривые β+ ⊂ C+ и β− ⊂ C−; кроме того, β− содержится в выделенном
семействе кривых блендер-подковы Λ−.

Из равномерного растяжения в расслоении Euu следует, что для каждой кривой α, содержа-
щейся в листе слоения Fuu, найдется число n = n(α) такое, что �(Fn(α)) > �. Следовательно,
α0 = Fn(α) содержит кривые α±

0 с описанными выше свойствами. Аналогично из равномерного
сжатия в расслоении Ess следует, что для каждой кривой β, содержащейся в листе слоения F ss,
существует m = m(β) такое, что β0 = F−m(β) содержит кривые β±

0 с описанными выше свой-
ствами. В частности, отсюда следует существование числа n0 такого, что для всякого n ≥ n0

и всякой сильно неустойчивой кривой α, содержащейся в C+ или C−, кривая Fn(α) содержит
сильно неустойчивую кривую из куба C+ и сильно неустойчивую кривую из куба C−. Ана-
логичное утверждение справедливо для сильно устойчивых кривых β в C+ или C− и F−n.
Это означает, что между кубами блендеров возможны переходы за конечное время n0 вдоль
сильно устойчивого и сильно неустойчивого слоений.

4.2. Блендер-подковы в ступенчатых косых произведениях. Теперь мы адапти-
руем приведенные выше элементы конструкции для случая ступенчатых косых произведений
(см. [33, Sect. 5] и [22, Sect. 8.3], где обсуждается связь между косыми произведениями и
частично гиперболическими диффеоморфизмами). Мы будем описывать блендер-подковы в
терминах лежащей в их основе одномерной динамики. Мы рассмотрим только сильно неустой-
чивое слоение, а формулировка для сильно устойчивого слоения получается непосредственно
при помощи перехода к обратным итерациям.

Заметим, что “локальный сильно неустойчивый слой” Fuu
loc(ξ, x) точки (ξ, x) — это мно-

жество [ξ− . ] × {x}, где ξ = ξ− . ξ+, и образы этого слоя полностью определяются послойной
динамикой косого произведения:

F k(Fuu
loc(ξ, x)) ⊂ Fuu

loc(F
k(ξ, x)) = [ξ−ξ0 . . . ξk−1 . ]×

{
f[ξ0...ξk−1](x)

}
.

Поэтому аналогом кривой, содержащейся в некотором сильно неустойчивом слое, является
множество [ξ− . ξ0 . . . ξk−1]× {x}. Заметим, что образ

F k
(
[ξ− . ξ0 . . . ξk−1]× {x}

)
= [ξ−ξ0 . . . ξk−1 . ]×

{
f[ξ0...ξk−1](x)

}

является локальным сильно неустойчивым слоем. Таким образом, для исследования поведения
локального сильно неустойчивого слоя достаточно смотреть на положительную орбиту цен-
тральной координаты для системы итерируемых функций (iterated function system), порож-
денной послойными отображениями f0 и f1. Это также означает, что для получения блендеров
в ступенчатых косых произведениях достаточно рассматривать только динамику координаты
на слое. Мы определяем блендер-подкову для ступенчатого косого произведения F вида (3.1) с
послойными отображениями f0 и f1 (рис. 3) при помощи обычной терминологии, используемой
для блендеров (см. [10, Sect. 6.2]).
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f[ξ0... ξr ]

f[η0... ηr ]

p qa b

Рис. 3. Неустойчивая блендер-подкова

Определение 4.1 (неустойчивая блендер-подкова для ступенчатого косого произведе-
ния). У ступенчатого косого произведения F вида (3.1) есть неустойчивая блендер-подкова,
если существуют число β > 1, интервал [p, q] ⊂ S

1, точки a, b ∈ [p, q], a < b, и конечные после-
довательности (ξ0 . . . ξr) и (η0 . . . ηr), ξi, ηj ∈ {0, 1}, такие, что отображения f[ξ0... ξr ] и f[η0... ηr ]
обладают следующими свойствами:

• (равномерное растяжение) (f[ξ0... ξr ])
′(x) ≥ β для любой точки x ∈ [p, b] и (f[η0... ηr ])

′(x) ≥ β
для любой точки x ∈ [a, q];

• (неподвижные точки) f[ξ0... ξr ](p) = p и f[η0... ηr ](q) = q;

• (накрытие и инвариантность) f[ξ0... ξr ]([p, b]) = f[η0... ηr ]([a, q]) = [p, q].

Мы будем называть [p, q] областью определения блендера, а [a, b] — интервалом суперпозиции
блендера.

Будем говорить, что у ступенчатого косого произведения F есть устойчивая блендер-
подкова, если у F−1 есть неустойчивая блендер-подкова.

Чтобы получить аналог куба C+ для случая ступенчатых косых произведений, рассмотрим
объединение Ĉ+ множеств [. ξ0 . . . ξr] × [p − ε, b] (для некоторого малого ε > 0) и [. η0 . . . ηr] ×
× [a, q] и определим Λ+ как максимальное инвариантное множество для F r+1 в Ĉ+. В этом слу-
чае неподвижными точками блендера будут P = ((ξ0 . . . ξr)

Z, p) и Q = ((η0 . . . ηr)
Z, q), а сильно

неустойчивые “кривые” справа от (локального устойчивого множества) точки P будут иметь
вид [. ξ0 . . . ξr] × {x}, если x ∈ [p, b], и [. η0 . . . ηr] × {x}, если x ∈ [a, q]. Из этого определения
немедленно следует, что F r+1-образ любой сильно неустойчивой кривой справа от P содержит
сильно неустойчивую кривую, лежащую справа от P . Для устойчивой блендер-подковы свя-
занный с ней “куб” Ĉ− определяется как объединение множеств [ξ−k . . . ξ−1 . ] × [p − ε, b] (для
некоторого малого ε > 0) и [η−k . . . η−1 . ]× [a, q].

Существование перехода вперед из Ĉ+ в Ĉ− — это существование для каждой точки x ∈
∈ [p, b] такой конечной последовательности вида (ξ0 . . . ξr . . . ξr+m),m≥ 0, что f[ξ0... ξr ... ξr+m](x) ∈
∈ (p, q), и существование для каждой точки x ∈ [a, q] такой конечной последовательности вида
(η0 . . . ηr . . . ηr+n), n ≥ 0, что f[η0... ηr ... ηr+n](x) ∈ (p, q). Переход вперед из Ĉ− в Ĉ+ определя-
ется аналогично. Сформулировав то же самое для обратных итераций, получим определения
переходов назад.

Наконец, чтобы были выполнены условия разд. 3, два блендера должны улавливать всю
динамику отображения F (например, достаточно выполнения аксиом Acc±). Для этого потре-
буем, чтобы для любой точки x ∈ S

1 некоторые образы и прообразы этой точки под действием
итераций послойных отображений попадали в интервалы (p, q) и (p′, q′) из определения блен-
деров. Полное обсуждение этой конструкции можно найти в работе [22, Sect. 8.1].
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4.3. Сжатие, растяжение, поворот в ступенчатых косых произведениях. Следу-
ющий результат не претендует на общность и является лишь переформулировкой результата
из [30, теорема 2], в котором условие минимальности для положительных итераций замене-
но на условие типа плотности. Он также является переформулировкой утверждения из [22,
Proposition 8.8] в несколько других терминах.

Предложение 4.2. Рассмотрим ступенчатое косое произведение F вида (3.1) с послой-
ными отображениями f0, f1 : S

1 → S
1. Предположим, что

• существуют число δ > 0 и конечные последовательности (ξ0 . . . ξr) и (η0 . . . ηs) такие,
что отображение f[ξ0... ξr ] имеет притягивающую неподвижную точку p и равномер-
но сжимает на отрезке [p − δ, p + δ], а отображение f[η0... ηs] имеет отталкивающую
неподвижную точку q и равномерно растягивает на [q − δ, q + δ];

• у каждой точки x ∈ S
1 есть образ и прообраз под действием итераций динамики,

содержащиеся в (p− δ, p + δ), а также образ и прообраз, содержащиеся в (q − δ, q + δ).

Тогда существуют такие интервалы J+, J− ⊂ S
1, что послойные отображения косого

произведения F удовлетворяют аксиомам CEC+(J+) и Acc±(J+), а также CEC−(J−)
и Acc±(J−).

Чтобы добиться выполнения условия о том, что обриты посещают окрестности точек p и q,
достаточно, чтобы существовала конечная последовательность (ζ0 . . . ζt) такая, что f[ζ0... ζt] —
иррациональный поворот, или чтобы всякая орбита системы была “в достаточной мере плотна”
в S

1. В частности, если некоторое отображение f[ζ0... ζt] является иррациональным поворотом,
то малые возмущения нашего косого произведения удовлетворяют условиям предложения 4.2.

5. ГОМОКЛИНИЧЕСКИЕ КЛАССЫ И КЛАССЫ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ

В этом разделе мы коротко обсудим гомоклинические отношения в контексте косых про-
изведений (подробности см., например, в [18, Sect. 2.1]). Для косых произведений F вида (3.1),
дифференцируемых только в направлении вдоль слоя, мы будем называть периодическую
точку P = ((ξ0 . . . ξπ−1)

Z, p) гиперболической, если
(
f[ξ0...ξπ−1]

)′
(p) �= ±1,

и сжимающей (растягивающей), если эта производная по модулю меньше (соответственно
больше) единицы. Как и в гиперболическом случае, такие точки имеют корректно и однозначно
определенные продолжения для отображений G, близких к F , т.е. для косых произведений
G(ξ, x) = (σ(ξ), gξ0(x)), где каждое послойное отображение gi близко к fi.

Для произвольной гиперболической неподвижной точки p отображения f[ξ0... ξπ−1] рассмот-
рим ее локальные инвариантные многообразия W

s/u
loc (p, f[ξ0...ξπ−1]). Если точка p сжимающая,

то W u
loc(p, f[ξ0...ξm]) = {p}, а W s

loc(p, f[ξ0...ξm]) является открытым интервалом, содержащим p.
Когда точка p растягивающая, ситуация аналогична.

В дальнейшем пусть P = ((ξ0 . . . ξπ−1)
Z, p) — гиперболическая периодическая точка отоб-

ражения F . Отметим, что устойчивое и неустойчивое множества орбиты O(P ) точки P опре-
деляются соответственно как

W s(O(P ), F ) =
{
(η, x) : η =

(
. . . η−1.η0 . . . ηk(ξ0 . . . ξπ−1)

N
)
, k ≥ 0,

и f[η0... ηk ](x) ∈ W s
loc

(
p, f[ξ0...ξπ−1]

)}
,

W u(O(P ), F ) =
{
(η, x) : η =

(
(ξ0 . . . ξπ−1)

N η−k . . . η−1 . η0 . . .
)
, k ≥ 0,

и f−1
[η−1... η−k ]

(x) ∈ W u
loc

(
p, f[ξ0...ξπ−1]

)}
.
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Теперь адаптируем определения гомоклинического класса и гомоклинического отношения
из гладкой динамики для случая косых произведений.

Две гиперболические периодические точки P и Q одного индекса гомоклинически за-
цеплены, если инвариантные многообразия их орбит пересекаются циклическим образом:
W u(O(P ), F ) ∩ W s(O(Q), F ) �= ∅ и W u(O(Q), F ) ∩ W s(O(P ), F ) �= ∅. Класс пересечения точ-
ки P — это множество всех гиперболических периодических точек, гомоклинически зацеп-
ленных с P . Точка X ∈ W u(O(P ), F ) ∩W s(O(P ), F ) называется гомоклинической точкой для
точки P . Как и для трансверсальных гомоклинических точек в случае гладкой динамики, для
этих точек определенно продолжение. Гомоклинический класс точки P — это замыкание мно-
жества гомоклинических точек орбиты точки P . Заметим, что в этом определении не требуется
трансверсальность. Как и для гладкой динамики, гомоклинический класс точки P является
транзитивным множеством, совпадающим с замыканием класса пересечения этой точки.

Предложение 5.1. Пусть косое произведение F вида (3.1) удовлетворяет условиям из
разд. 3. Тогда

• любые две гиперболические периодические точки одного индекса гомоклинически зацеп-
лены;

• любой гомоклинический класс совпадает со всем Σ× S
1.

Дадим набросок доказательства этого предложения. Рассмотрим две гиперболические пе-
риодические точки P = ((ξ0 . . . ξπP−1)

Z, p) и Q = ((η0 . . . ηπQ−1)
Z, q), для которых есть точка

c ∈ W u
loc(p, f[ξ0...ξπP−1]) и конечная последовательность (β0 . . . βr) такие, что

f[β0... βr](c) ∈ W s
loc

(
q, f[η0... ηπQ−1]

)
.

Тогда

C =
(
(ξ0 . . . ξπP−1)

N . β0 . . . βr(η0 . . . ηπQ−1)
N, c

)
∈ W s(O(Q), F ) ∩W u(O(P ), F ).

Из этого замечания следует, что в условиях разд. 3 любой гомоклинический класс (гипер-
болической периодической точки) совпадает со всем Σ × S

1 и любые две гиперболические
периодические точки одного индекса гомоклинически зацеплены. Чтобы в этом убедиться, до-
пустим, что точки P и Q обе растягивающие, и покажем, что W u(O(P ), F ) ∩W s(O(Q), F ) �= ∅.
Рассмотрим перемешивающий интервал J , внутренность которого содержит точку q, как в
лемме 3.1. По аксиоме Acc−(J) найдутся малое δ > 0 и конечная последовательность (τ0 . . . τk)
такие, что

(p − δ, p + δ) ⊂ W u
loc

(
p, f[ξ0... ξπP −1]

)
и f[τ0... τk](p− δ, p + δ) ⊂ J.

Теперь аксиома CEC+(J) дает конечную последовательность (η0 . . . η�) такую, что

J ⊂ f[τ0... τkη0... η�](p− δ, p + δ).

Значит, существует точка c ∈ (p − δ, p + δ) такая, что

q = f[τ0... τkη0... η�](c).

Положив C =
(
(ξ0 . . . ξπP−1)

N . τ0 . . . τkη0 . . . η�(η0 . . . ηπQ−1)
N, c

)
, получим

C ∈ W s(O(Q), F ) ∩W u(O(P ), F ).

Пересечение W s(O(P ), F ) ∩W u(O(Q), F ) �= ∅ получится, если поменять в этом рассуждении
P и Q местами. Совпадение гомоклинического класса со всем пространством Σ × S

1 доказы-
вается аналогично.
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