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PRZEDMOWA

Ksiazka jest przeznaczona dla matematykow, ale napisana jest w aspekcie zastosowan.

Fakt, ze jest przeznaczona dla matematykéw wyraza sie w sposobie prowadzenia wy-
ktadu i w zalozonym poziomie wiedzy matematycznej Czytelnika. Zakladam mianowicie,
ze Czytelnik pamiegta analize, algebre liniowa, podstawy teorii funkcji i teorii prawdo-
podobienstwa mniej wiecej w zakresie pierwszych trzech lat studiéw uniwersyteckich.
W zakresie statystyki matematycznej ksiazka jest w pelni samowystarczalna.

Fakt, Zze jest napisana w aspekcie zastosowan wyraza sie w glebszej prezentacji poza-
matematycznych motywacji rozwazanych zagadnien statystycznych. Z duzym naciskiem
staram sie wyjasni¢ przede wszystkim to, "o co chodzi”, wierzac, ze z potrzebng technika
matematyk potrafi sobie poradzi¢. Stuza temu zaréwno liczne przyktady, jak i sposéb pro-
wadzenia wykladu. Na przyklad w wykladzie o weryfikacji hipotez statystycznych staram
sie doktadnie przedstawi¢ logiczne podstawy testéw. Demonstruje wiec przede wszystkim
testy istotnosci, dopiero pézniej wprowadzam porzadek w rodzinie testéw (”test mocniej-
szy”) i w tym dopiero kontekscie prezentuje¢ teori¢ Neymana—Pearsona. Pomijam pasjo-
nujace czystych matematykow teorie asymptotyczne.

Ksiazka w znacznym stopniu opiera sie¢ na notatkach z wyktadéw, jakie prowadzilem
na kierunku zastosowan na Wydziale Matematyki Informatyki i Mechaniki Uniwersy-
tetu Warszawskiego dla studentéw czwartego roku. Zaréwno sam wyktad (prowadzony
w wymiarze 30 godzin wykladu i 30 godzin éwiczen), jak i ta ksiazka jest w dostownym
sensie wprowadzeniem w problematyke statystyki matematycznej i w zadnym wypadku
nie moze zastapi¢ bardziej kompletnych monografii takich jak Bartoszewicza(1989), Leh-
manna(1983,1986) lub Barry(1982).

Ryszard Zieliniski

Warszawa, w listopadzie 1990

Nowa wersja zostata zamknieta 10 maja 2004 roku. W stosunku do wersji ksiazkowej PWN
1990, zostala wzbogacona o wskazowki i rozwigzania do trudniejszych zadan. Zostaly
réwniez poprawione drobne pomylki redakcyjne i typograficzne. Ksigzka jest dostepna
pod adresem www.impan.gov.pl/rziel/TALL.pdf. Kolejna (niniejsza) wersja zostala za-
mknieta 2 listopada 2009 roku: dodano zadanie V.9.






Wyktlad I

MODEL STATYSTYCZNY

1. Przyklady wprowadzajace

Najogdlniej méwiac, statystyka nazywamy kolekcjonowanie danych liczbowych i wnio-
skowanie z nich. Mozna wyrézni¢ dwa rodzaje sytuacji, w ktérych zajmujemy sie staty-
styka.

1. Nie mamy zadnej wiedzy a priori o przedmiocie naszych zainteresowan i na pod-
stawie zbieranych danych chcemy dopiero zorientowaé sie w problemie oraz sformutowaé
jakies wstepne teorie o badanych zjawiskach. 7 takimi sytuacjami mamy do czynienia na
przyktad w przypadku zupelnie nowych i zaskakujacych wykopalisk archeologicznych, w
przypadku danych z wypraw kosmicznych odbywanych z zamiarem odkrywania nowych
$wiatow, ale réwniez np. w przypadku nowej choroby, takiej jak AIDS, kiedy to kolekcjo-
nowanie wszelkich dostepnych informacji o sSrodowiskach, z ktérych pochodza chorzy, jak
rowniez o samym przebiegu choroby, ma postuzy¢ do sformutowania wstepnych teorii na
temat mechanizmow jej powstawania i rozprzestrzeniania sie. Tym dzialem statystyki,
zwanym statystyczng analizg danych, nie bedziemy sie zajmowali.

2. Wiedza a priori o przedmiocie badan jest juz sformulowana w postaci pewnych
teorii lub hipotez i zadanie statystyki polega na tym, zeby na podstawie nowych, odpo-
wiednio zbieranych danych uzupeknié¢ te teorie lub zweryfikowaé¢ odpowiednie hipotezy. Na
przyktad istnieje teoria, wedlug ktérej gdzies miedzy Merkurym a Stoncem krazy jakas
planeta i potrzebne sa dane, ktore te teori¢ zdyskwalifikuja lub wyznaczg miejsce i czas,
gdzie te planete mozna zaobserwowac.

Statystyka matematyczna zajmuje sie metodami kolekcjonowania danych i wniosko-
wania z nich, gdy wiedza a priori jest sformulowana w postaci pewnych modeli pro-
babilistycznych. Ta probabilistyka moze w naturalny sposéb tkwi¢ w samych badanych
zjawiskach, ale moze by¢ réwniez wprowadzana przez badacza.

Oto dwa przyktady.

Przyktad 1. Przedmiotem badania jest zbior skladajacy sie z, powiedzmy, N ele-
mentéw i zawierajacy pewna liczbe, powiedzmy M, elementéw wyréznionych. Interesuje
nas przypadek, gdy N jest ustalone i znane, M nie jest znane i chcemy dowiedzie¢ sie cos
na temat ”jak duze jest M”.

Przyklady z Zycia to pytanie o liczbe ludzi w Polsce, ktorzy spedzaja przed telewizo-
rem co najmniej 10 godzin tygodniowo, pytanie o liczbe sztuk wadliwych w duzej partii
produktow, itp.
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Jezeli N jest na tyle duze, ze obejrzenie wszystkich elementéw i zliczenie liczby ele-
mentéw wyréznionych nie jest mozliwe lub nie jest oplacalne, mozna postapi¢ (i tak
wlasnie sie czesto robi) w nastepujacy sposéb.

Z badanego N -elementowego zbioru losujemy n-elementowy podzbiér. Jezeli wyko-
nujemy to w taki sposob, ze kazdy n-elementowy podzbiér moze by¢ wylosowany z takim
samym prawdopodobieristwem, to prawdopodobieristwo, ze w wybranym n-elementowym
podzbiorze znajdzie si¢ x elementéw wyréznionych wynosi

M\ (N—M
(1) oo o) = 2 oz).

Oznaczmy przez X liczbe wyréznionych elementéw w wylosowanym podzbiorze. Jest to
zmienna losowa o rozkladzie hipergeometrycznym:

P{X =z} =p(x; N,M,n), x=0,1,...,min{n, M}.

Zadanie polega na tym, zeby na podstawie obserwacji zmiennej losowej X odpowiedzieé
na interesujace nas pytania dotyczace nieznanej liczby M, na przyklad ”ile wynosi M”
albo 7czy M > My” dla pewnej ustalonej liczby My, lub tp. [ |

Bedziemy postugiwali si¢ nastepujaca, historycznie uksztaltowang terminologia: ba-
dany zbiér bedziemy nazywali populacjg, a losowany podzbiér —probg lub prébg losowg.

Uzywany jest rowniez termin probka.

Przyklad 2. Dokonujemy pomiaru pewnej nieznanej wielkosci p (np. dlugosci, masy,
wydajnosci procesu technologicznego). Pomiar zwykle jest obarczony pewnym bledem —
oznaczmy ten blad przez e — tak, ze wynikiem pomiaru jest X = u + e. Na podstawie
wyniku pomiaru X lub na podstawie serii takich pomiaréw X; = p+¢€;, 1 = 1,2,....n,
mamy udzieli¢ odpowiednich informacji o nieznanej wielkosci .

Jezeli przyjmujemy, ze blad e jest wielkoscia losowa, wchodzimy w dziedzine staty-
styki matematycznej. Rézne, i coraz bardziej szczegdlowe, zalozenia o probabilistycznej
naturze zmiennej losowej € prowadzg do réznych, coraz wezszych, statystycznych modeli
pomiaru. Zwykle zaklada sie, ze € jest zmienna losowa, ktérej rozklad nie zalezy od p.
O samym rozkladzie zaklada sie, ze jest rozkladem symetrycznym wzgledem zera. Je-
zeli wykonuje sie serie pomiaréw X1, Xo, ..., X,,, to najczesciej zaklada sie, ze €1, €a, ..., €,
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie. W metrologii uzasadnia
sig, ze za ten rozklad mozna przyjaé pewien rozklad normalny N(0,0?%) o wariancji o2,
ktorej wielkosé jest zwiazana z klasa dokladnosci przyrzadu pomiarowego; wtedy gestosc¢
tacznego rozkladu pomiaréw X1, Xs, ..., X,, wyraza sie wzorem

(2) fuo(x1, 22, .. ) = (U\/ﬂ)_” exp{— Z(:I:Z —u)?/20%}.

Jak w przykladzie 1, na podstawie obserwacji (wektorowej) zmiennej losowej X=
(X1, Xs, ..., X,,) o rozkladzie z gestoscia (2) nalezy sformulowaé pewne wnioski o nieznanej
wartosci parametru u tego rozkladu. [ |
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2. Model statystyczny

Punktem wyjscia w naszych rozwazaniach bedzie zawsze pewien element losowy X
(zmienna losowa, skoficzony lub nieskoficzony ciag zmiennych losowych); bedziemy cze-
sto o nim méwili: wynik eksperymentu, wynik pomiaru, wynik obserwacji lub po prostu
obserwacja. Zbiér wartosci elementu losowego X bedziemy oznaczali przez X i nazywali
przestrzeniq proby. We wszystkich naszych wyktadach X bedzie zbiorem skoniczonym lub
przeliczalnym, albo pewnym obszarem w skonczenie wymiarowej przestrzeni R". Niech
P ={Py : 0 € ©} bedzie rodzina rozkltadéw prawdopodobiefistwa na przestrzeni préb X,
indeksowang pewnym parametrem 6 przebiegajacym zbiér ©. Dokladniej, P jest rodzina
rozkladéw prawdopodobienstwa na odpowiednim o-ciele zdarzen losowych w X' ale wo-
bec naszego ograniczenia sie¢ do wyzej wymienionych przypadkéw bedzie to zawsze albo
o-ciato wszystkich podzbioréw, albo o-ciato podzbioréw borelowskich, wiec nie bedziemy
tego specjalnie podkreslali.

Przestrzen proby wraz z rodzina rozkladéw P, tzn. obiekt

(X,{Py:0€06}),

nazywamy modelem statystycznym (uzywa sie réwniez nazwy przestrzer statystyczna).
Odwzorowania z X w R¥ nazywamy statystykami lub, jezeli zalezy nam na takim pod-
kresleniu, k-wymiarowymsi statystykami.

Jezeli X = (X1, X, ..., Xp), przy czym X1, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie, to bedziemy stosowali réwniez oznaczenie

(X, {Pp:0 € 0})",

w ktérym X jest zbiorem warto$ci zmiennej losowej X7 (a wiec kazdej ze zmiennych
X1,Xs,...,X,) oraz Py jest rozkladem tej zmiennej losowej. Uzywa sie¢ wtedy réwniez
terminologii: X5, Xo, ..., X,, jest probg z rozkladu Py lub prébg z populacji Py dla pewnego
0 € 0.

Bedziemy zawsze zakladali, ze jezeli 6 # 02, to Py, # Py, (o takich modelach
méwimy, ze sa identyfikowalne: znajac rozklad Py, znamy warto$é¢ parametru 6). Wpro-
wadzenie parametru 6 do rozwazan ulatwia sformutowania wielu problemoéw, a dopdki nie
wprowadzamy ograniczen na zbiér ©, odbywa sie to bez straty ogdélnosci rozwazan, bo
kazda rodzine P rozkladéw prawdopodobienstwa mozemy ”sparametryzowac”, przyjmu-
jac za parametr 0 rozkladu P sam rozklad P.

Przyklad 1 (cd.). W przykladzie 1 ustalonymi i znanymi wielkosciami sa licz-
nosé populacji N i liczno$é préby n. Nieznanym parametrem jest M € {0,1,...,N}.
Przestrzenia préby jest zbior {0,1,2,...,n}. Rodzina rozkladéw prawdopodobieristwa na
przestrzeni préby jest rodzina rozkladéw hipergeometrycznych (1) indeksowana parame-
trem M. O wyniku obserwacji, tzn. o zmiennej losowej X wiemy, ze ma pewien rozklad
z tej rodziny, ale nie wiemy ktoéry z nich. [ ]
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Przyklad 2 (cd.). W przykladzie 2 mamy do czynienia z modelem statystycznym

1

(R {fiuo(a) [—5(E) i ne R o > 0))",

1
= ——— ex
oV 2w P

tzn. z modelem

( R", {fuﬁ(xlax% cee 7'1371) = (U\/ﬂ)_n exp[—% Z(%)Q] ne Rl,O' > O})

i=1

W rozwazanej sytuacji wiemy, ze zmienna losowa X ma pewien rozklad z rodziny
{fuo(x): p € RY, o > 0}, ale nie wiemy, ktdry z nich. Zadanie polega na tym, zeby na
podstawie obserwacji X1, Xo, ..., X, sformulowaé¢ odpowiednie wnioski o tym nieznanym
rozkladzie ( 7zidentyfikowaé” ten rozklad). ]

3. Podstawowe problemy statystyki matematycznej

Dany jest model statystyczny (X,{Py: 6 € ©}) i obserwacja X o wartosciach w X;
o tej obserwacji wiadomo, ze jest zmienna losowa o pewnym rozkladzie Py. Najogdlniej
mowiac, zadanie polega na tym, zeby na podstawie obserwacji X odpowiedzie¢ na pewne
pytania na temat nieznanego 6.

Jezeli pytanie brzmi po prostu ”ile wynosi 87”7, méwimy o problemie estymacji. For-
malnie: zadanie polega wtedy na skonstruowaniu takiego odwzorowania 6: X — O,
zeby wielkos¢ é(X ) mozna byto traktowaé jako ”dobre przyblizenie” nieznanej wartosci 6.
Wszystko, czym zajmuje si¢ teoria estymacji, zalezy od tego, co rozumiemy przez ”dobre
przyblizenie”. Mozna sobie na przyktad wyobrazi¢, ze w O jest okreslona odleglo$¢ d i ze
cheemy znalezé taka funkcje 0*: X — ©, zeby Epd(0*(X),0) < Egd(0(X),0) dla wszyst-
kich odwzorowan 6: X — O, jednostajnie wzgledem 6 € ©. Takie optymalne estymatory
0* rzadko udaje si¢ skonstruowac; pewne podejscie przedstawimy szczegbdlowo w trzecim
wykladzie. Czesciej postepuje sie¢ w ten sposob, ze na drodze réznych rozwazan heu-
rystycznych dochodzi sie do wniosku, iz odpowiednim estymatorem bedzie, powiedzmy,
0: X — O ; zadanie statystyki matematycznej polega wtedy na tym, zeby zbadaé¢ wlasno-
$ci tego estymatora i sformutowaé wnioski na temat jego dokladnosci. Dwie najbardziej
znane metody tego typu, a mianowicie metode oparta na koncepcji wiarogodnoscii metode
nagmniejszych kwadratow, przedstawimy w wyktadach pigtym i széstym.

Problem estymacji formuluje sie czasami w inny sposéb (ilustrujemy to dla przy-
padku © = R!): skonstruowaé takie dwie funkcje 8(X) i (X), zeby z zadanym z gory,
bliskim jednoéci, prawdopodobiefistwem +, zachodzito Pp{8(X) < 6 < (X))} > v dla
kazdego 6 € ©. W takiej sytuacji méwimy o estymacji przedzialowej (w odréznieniu od
estymacji punktowej, o ktérej byta mowa wyzej), a przedzial (6(X),0(X)) — jest to oczy-
wiscie przedzial losowy — nazywa sie przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci . Czasami
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postuluje si¢ ponadto, zeby réznica 8(X) — §(X) nie przekraczata pewnej z géry zadanej
wielkoSci: mowimy wtedy o estymacji z zadang precyzjg. Calej tej problematyki w naszych
wyktadach nie bedziemy rozwijali.

Inne problemy statystyki matematycznej s zwiazane z nastepujacym postawieniem
zagadnienia: w przestrzeni © wyrdzniony jest pewien podzbiér ©q i pytamy, czy 6 € Og.
W takiej sytuacji zdanie 78 € ©y” nazywa sie hipotezq statystyczng, a cala problematyka
nosi nazwe teorii weryfikacji hipotez statystycznych. Typowy ”przyklad z zycia” to po-
rownywanie dwéch lekéw i pytanie, czy jeden z nich jest skuteczniejszy od drugiego. Tym
zagadnieniom poswiecamy wyktad czwarty.

Dwa wymienione wyzej dzialy: teoria estymacji i teoria weryfikacji hipotez statys-
tycznych, skladaja sie na klasyczng statystyke matematyczng. W naszych wykladach nie
wychodzimy (z wyjatkiem wykladu siédmego) poza ten przedmiot. Wykltad siédmy jest
poswiecony teorii decyzji statystycznych. Jest to bardzo duzy rozdzial wspdlczesnej sta-
tystyki matematycznej i jej praktycznych zastosowan.

4. Podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej

Dany jest model statystyczny (X, {Py: 6 € ©}) obserwacji X. Jak to juz moéwili-
$my, zadanie polega na tym, zeby na podstawie obserwacji X w jakims$ sensie odtworzy¢
nieznany rozklad Py, z ktérego pochodzi ta obserwacja. Jak to jest w ogdle mozliwe?

Niech nasza obserwacja bedzie préba losowa Xi, Xa,...,X,, — ciag niezaleznych
(rzeczywistych) zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie z dystrybuanta F'. Niech
F,(t), t € R, bedzie dystrybuantq empiryczng z proéby X1, Xa, ..., X,, , tzn. niech
o #1<j<n: X; <t}

3) Pt -

Nastepujace trzy lematy i twierdzenie wyjasniaja, w jakim sensie préba X;, Xs,..., X,
odtwarza rozklad, z ktérego pochodzi.

Dla danej funkeji (X7, ..., X,) obserwacji X1, Xs,...,X,, 2z rozktadu prawdopo-
dobiefstwa o dystrybuancie F', niech Epy(Xy,...,X,,) oznacza warto$¢ oczekiwana tej
funkcji.

LEMAT 1. Dla kazdego t € R mamy EpF,(t) = F(t). a

LEMAT 2. Dla kazdego t € R' mamy Pp{lim,,_., F,(t) = F(t)} = 1. |

LEMAT 3. Jezeli proba losowa X1, Xo, ..., X, pochodzi z rozkladu o dystrybuancie
F, to dla kazdego t € R rozklad zmiennej losowej

-~ F() = F(t)
v F(t)[1 - F(t)]

dqgzy do rozkladu normalnego N(0,1), gdy n — oo. O



12 I. Model statystyczny

Zauwazmy, ze lemat 2 i lemat 3 formuluja po prostu mocne prawo wielkich liczb
i centralne twierdzenie graniczne dla schematu Bernoulliego.

TWIERDZENIE 1 (podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej). Niech

D, = sup |Fn(x) — F(x)|.

—oo<r<oo

Jezeli proba X1, Xa, ..., X, pochodzi z rozkladu o dystrybuancie F, to D, — 0 z praw-
dopodobienstwem 1, gdy n — oo.

D o w 6 d. Niech préba X, X5,...,X,, pochodzi z rozkladu o dystrybuancie F'.
Méwiac dalej 7z prawdopodobienstwem 1”7 lub krétko 7z p.1”, mamy na mysli rozktad
prawdopodobienstwa o dystrybuancie F'.

Ustalmy dowolnie liczbe naturalng M. Dla k =1,2,..., M — 1 niech

xpm = inf{z: F(z —0) < % < F(x)}.

Wtedy
(=00, @1, 0r), [@1,00, T2, 00)5 - - -5 [T 1,015 +00)
jest rozbiciem prostej R!.

Oznaczajac xop = —00 oraz xy,m = +oo i uwzgledniajac to, ze F(xon) =
F(zoa) = 0 oraz Fp(xpm —0) = Fayam — 0) = 1, dla 2 nalezacego do k-tego
(k=0,1,...,M — 1) przedziatu rozbicia mamy

Fo(ze,m) < Fo(z) < Fp(zesr,m — 0),

F(zg,m) < F(z) < F(xg41,m — 0),

przy czym
1
0< F(xps1,m —0) — Fapm) < a
Zatem
1

Fn((E) - F(IL’) S Fn(karl,M - 0) — F(xk’M) S Fn(mk+1,M — 0) - F(!Ekjul’M - 0) + M

oraz
1
F,(z) — F(z) > Fp(ag,m) — F(@ge1,m — 0) > Foxgm) — Fagm) — U

czyli
(4) |Fo(2) — F(z)| < max{[Fy(xk,m) — F(xk,00)],

1

|Fo(@pq1,m0 —0) — F(2pq1,m — 0)[} + A
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Oznaczajac
L _ B
Bt = o JIB5_ 1F(oar) = Flanan)
(2 _ o -
AN Y OS%%(A |Fr(2k+1,m — 0) — F(2g41,m — 0)],

otrzymujemy oszacowanie

S

(5) D" S maX{Ag\?JN As\gf),n} + M

Na mocy lematu 2, dla kazdego k mamy z prawdopodobienstwem 1
Fo(wrn) — Fzg,a) — 0,

Fo(rkp1,m —0) = F(2gy1,m —0) — 0,

wiec (skoficzona liczba réznych k) réwniez Ag\}[)n — 0 oraz Ag\?n — 0 z p.1, czyli takze

maX{AS&I),n, AS\?n} —0 zp.l.

Zatem 1
limsup D, < — zp.l.
B TR
Poniewaz M jest dowolna liczba naturalna, otrzymujemy teze twierdzenia. O

Powyzsze twierdzenie 1 jest znane w literaturze réwniez jako twierdzenie Gliwien-
ki-Cantelliego .

5. Zadania

1. Wykonujemy n doswiadczen losowych, z ktorych kazde konczy sie sukcesem z
prawdopodobieristwem 6. Wiadomo, ze 6 € [0,,0s], gdzie 61,05 € [0,1] sa ustalone. Sfor-
mulowaé¢ model statystyczny tego eksperymentu.

2. Pewne urzadzenie techniczne pracuje dopéty, dopéki nie uszkodzi sie ktorys z
k elementéw typu A lub ktorys z | elementow typu B. Czas zZycia elementéw typu A
jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z gestoscia f.(x) = a~lexp(—z/a), a
czas zycia elementow typu B jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z gesto-
Scia fa(z) = B~ exp(—x/B) i wszystkie te zmienne losowe sa niezalezne. Obserwuje sig
czas zycia T calego urzadzenia. Sformulowaé¢ model statystyczny tej obserwacji. Jak wy-
glada przestrzen statystyczna w tym zadaniu gdy nie zaklada sie¢ niezaleznosci czasow
bezawaryjnej pracy poszczegolnych elementéw?

3. Wykonujemy ciag niezaleznych doswiadczen, z ktorych kazde konczy si¢ sukcesem
z nieznanym prawdopodobienstwem 0 lub porazka z prawdopodobienstwem 1 — 6. Do-
swiadczenia wykonujemy dopoty, dopoki nie uzyskamy m sukcesow. Sformulowac¢ model
statystyczny przy zalozeniu, ze wyniki poszczegdlnych eksperymentéw sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi.
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. k . . P

4. Przeprowadza sie n = Zj:1 n; eksperymentéw w taki sposéb, ze n; ekspery-

mentéw wykonuje si¢ na poziomie x;, j = 1,2,...,k. Prawdopodobienistwo sukcesu w
eksperymencie przeprowadzanym na poziomie x jest rowne

1

_ 1
= [ acR, 3>0,

p(x)

gdzie («, 3) jest nieznanym parametrem. Sformulowac¢ model statystyczny tego ekspery-
mentu.

Nastepujace zadania przypominaja te fakty z teorii prawdopodobienistwa, z ktérych
bedziemy korzystali w dalszych wykladach. W celu latwiejszego powolywania sie na nie,
formulujemy je w postaci zadan. Krétka tabelke podstawowych rozktadéw prawdopodo-
bienstwa, o ktérych mowimy w naszych wyktadach, podajemy na koncu ksiagzki.

5. Jezeli X1, Xo,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie T'(a,X), to Y., X; ma rozklad I'(na, M).

6. Niech X1, Xo,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wyk-
tadniczym E(6,3) i niech

Y1 =nXip, Y} = (7’L -Jj+ 1)(X]7l - Xjfl,n)v J=23,...,n.

Wykazaé, ze zmienne losowe Y1,Y5,...,Y, sa niezalezne i wyznaczy¢ ich rozklad. Wyka-
zaé, ze zmienne losowe X1.,, oraz Z?:1 (X i—X 1.n) Sa niezalezne i wyznaczy¢ ich rozklad.

7. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad N(0,0?), to zmienna losowa X? ma rozklad

I'(1,20?). (Rozklad I'(%,2) nazywa sie rozkladem chi-kwadrat o n stopniach swobody).

8. Méwimy, ze wektor losowy lub punkt losowy X w R" ma n-wymiarowy rozktad
normalny i piszemy X~ N(u, C), jezeli gestosé rozkladu prawdopodobienstwa tego wek-
tora (istnieje i) wyraza sie wzorem

1 1 -1
fx(x) = W eXP{*i(X - M)TC (x —p)},

gdzie p = EX jest pewnym wektorem oraz C = VarX jest macierza dodatnio okreslona.
Niech Y = A(X — ), gdzie A jest pewna macierza nieosobliwa.
Niech X = (X1, Xa,..., X))  oraz Y = (Y1, Ya,..., V)" .
Sprawdzié, ze
(a) Jezeli X ~ N(u,C), to Y ~ N(0,B). Wyznaczy¢ macierz B.
(b) Jezeli macierz A jest ortonormalna oraz p =0, to 37| X7 =37 | V7.
(c) Jezeli ponadto X1, Xo,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie N(0,02), to réwniez Y1, Ys,...,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o jednakowym rozkladzie N(0,0?).

9. Jezeli X1, Xo,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie N(0,1), to Y1 | X? ma rozklad T'(%,2).
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10. Sprawdzi¢, ze macierz W = (w; ;)i j=1,2,...n, Okreslona wzorami

1 .
wl,j:%a .7:1727"'7’”"
1
wW; j = , 1=2,3,...,n; J<i,
" i(i—1)
1—1
Wi 3 = — ) 7’:2737 ,y 1,

.

Wi 5 = 07 _] > i,

jest macierza ortonormalna (przeksztalcenie Helmerta).

Niech X = (X1, Xa,...,X,)", Y = (V1,Ys,...,Y,)", X = 3", Xi/n oraz
5% = Z?:l(Xi - X)2-

Wykazaé, ze

(i) jezeli Y = WX, to Y] = /nX, YP + Y +... + V2 =52

(ii) jezeli X1, Xa,..., X, s niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie N(u, 02), to X i S? sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

11. Niech X bedzie n-wymiarowa zmienna losowa o rozkladzie normalnym N(0,1I).
Niech P bedzie symetryczna macierza idempotentna rzedu r < n. Wykazaé, ze XTPX
oraz XT(I — P)X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach chi-kwadrat.

Ogolniej, niech Py, Py, ..., Py beda takimi symetrycznymi macierzami idempotent-
nymi, ze Py + Py + ...+ P, = 1. Wykazaé, ze zmienne losowe XTP;X,i=1,2,...,k, 53
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach chi-kwadrat.

12. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad normalny N(0,1), zmienna losowa Y ma

rozktad chi-kwadrat o n stopniach swobody i te zmienne losowe sa niezalezne, to rozklad
X

zmiennej losowej t =

nazywa si¢ rozkladem t Studenta o n stopniach swobody.

Wyznaczy¢ gestosé prawdopodobienstwa tego rozkladu i naszkicowaé jej wykres dla kilku
réznych wartosci naturalnych n.

13. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad chi-kwadrat o n stopniach swobody, zmien-
na losowa Y ma rozklad chi-kwadrat o m stopniach swobody i te zmienne losowe sa

niezalezne, to rozklad zmiennej losowej F' =

Y/m
F Snedecora). Wyznaczy¢ gestos¢é prawdopodobienstwa tego rozkladu i naszkicowaé jej
wykres dla kilku réznych wartosci naturalnych n i m.

nazywa sie rozkladem F' (lub rozkladem



Wyktlad II

STATYSTYKI DOSTATECZNE

1. Preliminaria

W calym wyktadzie bedziemy czesto w istotny sposéb korzystali z pojecia rozkiadu
warunkowego i warunkowej wartosci oczekiwanej. Nie bedziemy wykorzystywali tych pojeé
w ich pelnej ogélnosci: przedstawimy tu doktadnie tylko to, co nam bedzie dalej potrzebne.

W biezacym paragrafie rozwazamy przestrzen probabilistyczna (£, F, P) i zmienne
losowe X,Y, Z, ..., okrelone na tej przestrzeni.

Niech najpierw X i Y beda dyskretnymi zmiennymi losowymi, to znaczy niech
X(Q) = {x1,22,...} oraz Y Q) = {y1,v2,...}. Zakladamy, ze P{Y = y;} > 0 dla kaz-
dego 7 = 1,2,..., i (jak w elementarnym rachunku prawdopodobiefistwa) definiujemy
warunkowy rozktad zmiennej losowej X, gdy Y = y; wzorem

P{X:J}“Y:yj}
PY =y;}

P{X:$i|Y:yj}: i:1,2,...

Wielkosé
E(X|Y =y;) = P{X = x;|Y =y;}

nazywamy warunkowq wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X, gdy Y =y, .

Niech teraz X i Y beda zmiennymi losowymi "typu ciagltego” na (2, F, P), tzn.
takimi zmiennymi losowymi, ktérych rozklady maja gesto$ci wzgledem miary Lebesgue’a.
Oznaczymy te gestosci przez fx,y (x,y) — gestodé lacznego rozktadu zmiennych losowych
X 1Y oraz fx(x), fy (y) — gestosci rozkladéw brzegowych zmiennych losowych X i Y.
Zakladamy, ze fy (y) > 0. Mamy wtedy

z oy
P{X <z,Y <y} :/ / fx,y (s, t)dtds,

+oo
fx(a) = / P (@, 0)dt,

— 00

P{X <z}= /I fx(s)ds, itp.
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Definiujemy rozkliad warunkowy zmiennej losowej X, gdy Y =y, poprzez jego gestosé

fyfa) = DY

Wielkosé
“+o00

EX|Y =y) :/ zfx|y(z)de

— o0

nazywamy warunkowg wartosciq oczekiwang zmiennej losowej X, gdy Y =y.

Dalej bedziemy stosowali jednolite oznaczenia fx y (x,y), fx(x), fv (y), rozumiejac,
ze w przypadku rozkltadéw dyskretnych chodzi tu o gestosé wzgledem miary liczacej.

Zauwazmy, ze E(X|Y = y) jest pewna funkcja argumentu y. W wielu zastosowa-
niach wygodniej jest rozwazaé¢ warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X ”pod
warunkiem zmiennej losowej Y jako funkcje na € (tzn. jako zmienna losowa); te funkcje
oznaczamy przez FE(X|Y) i definiujemy wzorem

(1) EX|Y)(w) = EXY =y), gdyY(w)=y.

W szczegdlnosei, prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia {X € A} "pod warunkiem
zmiennej losowej Y7 traktujemy, przy ustalonym A, jako zmienna losowa E(14] Y) i
oznaczamy przez P{X € A| Y}. Mamy wiec

P{X € A|Y}(w) = /A Pt gdy Y(w) = y.

Zwracamy tu uwage na pewien dualizm pojecia warunkowego rozkladu zmiennej losowej
X, mianowicie przy ustalonym zbiorze A wielko$¢ P{X € A|Y} jest zmienng losowa
na (Q,F), natomiast przy ustalonym y € Y (Q) funkcja P{ . | Y = y} jest rozkladem
prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X.

Istotne jest, zebySmy zdawali sobie sprawe ze struktury zmiennej losowej E(X|Y),
a w szczegblnosci zmiennej losowej P{X € A|Y'}. Zmienna losowa Y — z samej definicji
zmiennej losowej — jest funkcja rzeczywista na €2, mierzalng wzgledem o-ciata F. Niech
B bedzie o-cialem zbioréw borelowskich na prostej i niech

o(Y)={YY(B): BB}

bedzie o-cialem generowanym przez zmienna losowa Y. Ot6z E(X|Y') jest zmienna lo-
sowag na (€2, F), mierzalna wzgledem o-ciala o(Y). W szczegélnosci, E(X|Y) jest stala
na warstwicach funkcji Y, tzn. na zbiorach {w: Y (w) = y}, y € R'. Jezeli dwie rézne
zmienne losowe Y i Z generuja takie same o-ciala, tzn. jezeli o(Y) = o(Z), to oczywi-
$cie E(X|Y) = E(X|Z). Mozemy wiec wspiaé¢ sie na jeszcze jeden szczebel abstrakeji i
rozpatrywaé pod-o-cialo A o-ciata F i warunkowq wartosé oczekiwang zmiennej losowej
X wzgledem o-ciala A . Piszemy wtedy E(X| A). Bedziemy dalej korzystali z intuicji z
tym zwiazanej i czasami z tych ogdlniejszych oznaczen, ale nie bedziemy rozwijali tego
zagadnienia w pelnej ogdlnosci, gdyz pojawiaja sie tu trudnosci zwiagzane z tym, ze nie
dla kazdego o-ciala istnieje zmienna losowa generujaca to o-cialo. Zmienne losowe Y i
Z generujace to samo o-cialo bedziemy nazywali réwnowaznymi zmiennymi losowymi.
Oczywiscie zmienne losowe Y i Z sa rownowazne, jezeli istnieja takie funkcje g i h, ze
Y =g(Z) oraz Z = h(Y).

Odnotujmy nastepujace wlasnosci warunkowych wartosci oczekiwanych; dla wygod-
niejszego powolywania si¢ na nie, sformutujemy je w postaci lematu.
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LEMAT 1. Jezeli odpowiednie wartosci oczekiwane istniejq, to

() E(E(X|Y)) = EX;

(ii) Zmienna losowa E(X|Y) jest stala na zbiorach {w: Y (w) = const}. Jezeli Z jest
pewna funkcjg zmiennej losowej Y, to E(X-Z|Y)=Z-E(X|Y).

(iii) E(X|Y) ma wszystkie wlasnosdci ”zwyklej” wartosci oczekiwanej zmiennej loso-
wej X, np. dla stalych c1, co i zmiennych losowych X1, Xo mamy E(c1 X1 +c2Xo|Y) =
ClE(X1| Y) + CQE(X2| Y)

(iv) Var X = EVar(X|Y) + Var E(X]Y)

D o w 6 d. Dowéd pozostawiamy jako ¢wiczenie. Dla przyktadu pokazemy tylko, jak
dowies¢ wlasnodci (iv).
Na mocy (i) mamy

VarX = E(X — EX)* = E(E[(X — EX)?Y]).
Zapiszmy warunkowa wartos¢ oczekiwang z ostatniego wyrazenia w postaci
E[(X —EX)*|Y]=E[(X - E(X|Y)+E(X|Y) - EX)?|Y].

Wielko$é E[(X — E(X|Y))?|Y] jest wariancja zmiennej losowej X wzgledem roz-
kladu warunkowego przy danym Y. Oznaczymy te wielko$é przez Var(X|Y). Wartosé
oczekiwana tej zmiennej losowej tworzy pierwszy wyraz prawej strony wzoru (iv).

Wielko$é E[(E(X|Y) — EX)?|Y] jest, po uérednieniu, wariancja zmiennej losowej
E(X]|Y) i tworzy drugi sktadnik po prawej stronie wzoru (iv).

Wielko$é E[(X — E(X|Y))(E(X]Y) — EX)|Y] jest réwna zeru. O

Jako wniosek z lematu 1(iv) otrzymujemy, ze zawsze
(2) Var E(X|Y) < VarX.

Dla bardziej pedantycznego Czytelnika odnotujmy, ze — jak zawsze w teorii prawdo-
podobienstwa — wszystkie relacje miedzy zmiennymi losowymi, ktére wyzej rozwazalidmy,
powinny byé¢ rozumiane jako relacje zachodzace z prawdopodobienstwem 1. Sam jednak
w calym wykladzie, kladac nacisk na aplikacyjny aspekt rozwazanych zagadnien, nie bede
bardzo pedantyczny w demonstrowaniu réznych konstrukcji teoretycznych.

2. Przyklad wprowadzajacy

Wezmy pod uwage model statystyczny ({0,1},{Pp{X =1} = 0: 0 < 6 < 1™
Rozktad prawdopodobiefistwa na przestrzeni proby X = {0,1}"™ ma postaé

Py{X1 =21, Xo =29,..., Xy =2} =
=0¥%(1 — O)"E% = (21,T0,...,2,) € {0,1}".

Okreslmy statystyke T' wzorem
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("liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego” ). Rozklad tej statystyki jest dobrze znanym
rozktadem dwumianowym:

P{T =t} = (j) 01— 0"t t=0,1,...,n.

Latwo sprawdzamy, ze rozktad warunkowy proby losowej X1, Xo, ..., X, gdy T =t,
ma, postaé

—1 n
n
s d £Ci:t.
Po{X1 = 1, Xo = @2, .., Xn = a|T =t} = (t) 8w Z

0 W p.p.

Wynika stad, ze rozklad warunkowy Pyp{X; = 1,X3 = z2,..., X, = x| T = t}
nie zalezy od parametru 6. Mozemy to interpretowaé¢ w nastepujacy sposéb: gdy wiemy,
ze T = t, wtedy wiadomos$¢ o tym, ktéry z (7;) punktéw przestrzeni préby faktycznie sie
zrealizowal, nie wnosi zadnych informacji o parametrze 6. Inaczej: jezeli znamy laczna
liczbe sukcesé6w w ciagu doswiadczen Bernoulliego, to informacja o kolejnosci, w jakiej
sie one pojawialy, nie wnosi nic nowego do naszej mozliwosci wnioskowania o wartosci
prawdopodobienstwa sukcesu 6.

Ten fakt jest od tak dawna i tak gleboko zakodowany w Swiadomosci statystykow,

ze w omawianej sytuacji zwykle od razu rozwazajg model statystyczny préb Bernoulliego

({0,1,2,...,n}, {Pp{T =t} = <?)0t(19)"t; 0<0 <1})

zamiast naszego wyjsciowego modelu.
To co wyzej powiedzieliSmy uzasadnia nazwanie T statystykq dostateczng dla para-
metru 6 (lub: statystykq dostateczng dla rozwazanej rodziny rozkladéw {Py: 6 € ©}).

3. Definicja statystyki dostatecznej. Przyktady

Rozwazamy ogdlny model statystyczny (X,{Py: 6 € ©}) z przestrzenia proby X
i rodzing rozkladéw prawdopodobienistwa P = {Py: § € ©}. Niech T bedzie statystyka.

DEFINICJA 1. Statystyka T nazywa sie statystykq dostateczng (statystykq dostateczng
dla P lub statystykq dostateczng dla 0), jezeli dla kazdej wartodci t tej statystyki rozklad
warunkowy Py{ - | T =t} nie zalezy od 6. |

7 tej definicji wynika, ze jezeli statystyka T jest dostateczna i jezeli statystyki T'i S
sa réwnowazne, to réwniez statystyka S jest dostateczna.

Przykltad 1. Jezeli X1, Xs,...,X,, jest proba losowa, to dla kazdego zdarzenia
losowego A oraz dla kazdego punktu x1,xs, ..., %, z przestrzeni préby mamy

Pg{(Xth,...,Xn) €A| X1 =21, X5 :{EQ,...,X»,L:,T”} = 1A(£L'1,.’L'2,...,$n).

Poniewaz to prawdopodobienistwo nie zalezy od 6, wiec proba jest zawsze statystyka
dostateczna. [
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Przyklad 2. Niech X1, Xo,..., X, bedzie proba z rozktadu normalnego o gestosci
2

202

fo(@) = (ov/2m) ™" exp|—

], o>0.

Wezmy pod uwage statystyke T = > | X?. Udowodnimy, ze jest to statystyka dosta-
teczna dla o.
Gestosé rozkladu prawdopodobienistwa proby wyraza sig wzorem

1 n
folz1, 22, .., xy) = (0V2m) " exp{— 352 Z:EZZ}
i=1

Rozpatrzmy nastepujace wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie R™ na siebie:

T1 =1 COSp1 COSPs...COSYy_1,
To =t sinp; COS Py ...COSPYp_1,
(3) x3 =1 sinps...cosY,_1,

Tp =t sSin@,_1,

gdzie 0 <t <oo, 0 <1 <27, —5 < @2,03,...,Pn-1< 5 .
Jakobian tego przeksztalcenia jest réwny t" ! cos g cos? @3 ...cos" "2 p,_1.

Niech (T, ®1,®s,...,P,_1) bedzie zmienna losowa otrzymana w wyniku przeksztal-

cenia (3) zmiennej losowej (X1, Xs,...,X,). Zauwazmy, ze jezeli wartosé¢ statystyki T
jest ustalona, to préba (X1, Xs,...,Xn) zmienia sie wtedy i tylko wtedy, gdy zmie-
nia si¢ zmienna losowa (®1,®o,...,P,_1). Zatem statystyka T jest dostateczna dla o

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej wartosci t rozklad warunkowy zmiennej losowej
(®1,Ps,...,P,_1), pod warunkiem T = t, nie zalezy od o.
Oznaczmy przez g, gestosé zmiennej losowej (T, Py, @o, ..., D,_1). Mamy

go’(t79013802a .. '78071471) -

t2
= (ovV2m) ™2 exp|— =] t" L cos py cos? @3...cos" 2,1,

202
wiec gestosé rozkladu warunkowego zmiennej losowej (@1, ®s, ..., P, _1), pod warunkiem
T =t, jest réwna const- cos @y cos? @3 ...cos" 2, _1, co nie zalezy od o. [

Podkredlamy, ze statystyka dostateczna T nie musi by¢ statystyka jednowymiarowa,
tzn. odwzorowaniem przestrzeni préby X w R'. W przykladzie 1 mieliémy n-wymiarowa
statystyke dostateczna (byla to mianowicie cala préba). Z sytuacja, gdy T jest statystyka
jednowymiarowa, spotkaliémy sie w przykladzie wprowadzajacym w paragrafie 1 oraz w
ostatnim przyktadzie.

W typowych sytuacjach mozna skonstruowaé¢ k-wymiarowe statystyki dostateczne
dla k£ duzo mniejszego niz wielkoS¢ proby n. Jest to bardzo istotne dla praktycznych
zastosowan, dlatego ze za pomoca statystyki dostatecznej uzyskujemy redukcje danych
bez jakiejkolwiek straty informacji potrzebnej do wnioskowania o nieznanym rozkladzie.
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4. Kryterium faktoryzacji

Prosty sposéb rozpoznawania, czy dana statystyka T jest dostateczna i konstruowania
statystyk dostatecznych daje nastepujace twierdzenie.

TwIERDZENIE 1 (kryterium faktoryzacji). Statystyka T' jest dostateczna wtedy i tylko
wtedy, gdy gestosé rozkladu prawdopodobienstwa proby X1, Xo, ..., X, mozna przedstawic

w postact
(4) f0($1,$27 e >$n) = gg(T($1,$27 e ,,’En))h(.%'l,l'27 e ,(En),
gdzie funkcja h nie zalezy od 6, a funkcja gg, zaleina od 0, zalezy od x1,xs, ..., %y tylko

poprzez wartosé statystyki T'.

D o w 6 d. Podamy dowdd tego twierdzenia tylko dla dwéch najprostszych przypad-
kéw: rozkladéw dyskretnych i rozkladéw absolutnie ciaglych.

1) Przypadek rozkladéw dyskretnych.

Przypusémy, ze zachodzi (4). Ustalmy x = (21, 22, ...,2,) oraz t. Jezeli x € T—1(t),
to

PQ{X:X,T:t} - PQ{X:X} o
Pg{TZt} - Pg{TZt} N

g0 (T'(x))h(x) _ go(W)h(x) _ h(x)

Yot )=t (T XDRX) Dozt 90OMX) P ero— M(x)

P{X =x|T =t} =

co nie zalezy od 6.
Jezeli x € T7L(t), to Pp{X = x| T =t} = 0, co znowu nie zalezy od 6.

Przypusémy, ze statystyka T jest dostateczna, tzn. ze
P{X =x|T =t} = k(x,t)

nie zalezy od 0. Wtedy, dla x € T~1(t), na mocy réwnosci

- Pg{X = X}

PAX = x| T =t} = p—,

otrzymujemy
Pp{X =x} = k(x,t)Pp{T = t},

czyli faktoryzacje (4).
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2) Przypadek rozkladéw ciaglych.

Niech X = (X1, Xa,...,X,) bedzie dana préba i niech fX(x) bedzie gestoscia jej
rozkladu. WeZzmy pod uwage r-wymiarowa statystyke T = (11,75, ..., T,) ,r < n. Niech
Y =M,Ys,...,Y,_,), gdzie Y; sg takimi funkcjami préby, ze odwzorowanie

lI’(AXVl))(Qv"w)(n) = (T13T27"'5TT‘ aifla}éa"'aYn—r)

jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem R w siebie. Wtedy gestosé fex(x) zmien-
nej losowej X i gestosé feT Y (t,y) zmiennej losowej (T,Y") sa zwiazane wzorem

Y
(5) ff(x) = f " (T(x), Y (x) |J],

gdzie |J] jest jakobianem danego przeksztalcenia. Gestosé rozkladu warunkowego zmien-
nej losowej Y, gdy T = t, wyraza sie zatem wzorem

) (ty)

J £ (hs)ds

Mamy dowie$é¢ (por. przyktad 2), ze ta gestosé nie zalezy od 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

(6) ) =

spelnione jest (4).
Przypusémy, ze zachodzi (4), tzn. ze f2X(x) = go(T(x))h(x). Na mocy (5)

f (ty) = ROt y) 1T,

co z kolei na mocy (4) jest réwne go(t) h(¥~1(t,y)) |J~1|. Na mocy (6) otrzymujemy wiec
it = g0(t) h(¥ (¢, y)) [T~
9 a0 0 BETe ) 1777 8
(‘1’ it y) 17

fh L(t,s)) |J Y ds’

co nie zalezy od 6.
Przypu$émy teraz, ze fey | t(y) nie zalezy od 6 i oznaczmy te wielko$¢ przez k(t,y).
Wtedy, na mocy (6),
f3 Y (ty) = go(t) k(t,y),

wzjﬁﬂmmS

) = £V (T(x), Y (%)) |J] = go(T(x)) K(T(x),Y (x)) |J]

i, ktadac h(x) = k(T'(x),Y (x)) |J|, otrzymujemy faktoryzacje (4). |

gdzie

Na mocy (5) otrzymujemy wiec
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Przyklad 3. Gestos¢ (wzgledem miary liczacej) rozkladu préby Xp,Xs,...,Xn
Bernoulliego wyraza si¢ wzorem

Pg{Xl = J?l,XQ =T2,... 7Xn = .T,‘n} = 9217(1 - H)n—Zzi.

Kladac T =Y. X;, go(t) = 0*(1 — )"t oraz h(x) = 1, na mocy kryterium faktoryzacji
stwierdzamy, ze T jest statystyka dostateczna. [ |

Przyktad 4. Niech X1, X5, ..., X, bedzie préba z rozkladu jednostajnego na prze-
dziale (0,0), 6 > 0, tzn. préba z rozkladu o gestosci fo(x) = 6711y g)(x). Gestosé
rozktadu prawdopodobienstwa proby mozemy zapisa¢ w postaci

f@(xla T2y vrn) =0" 1(0,0) (mnn) 1(0,00) (xlzn)-

Na mocy kryterium faktoryzacji X,., jest statystyka dostateczna. [ |

5. Minimalne statystyki dostateczne

Dla ustalenia uwagi, wszystkie rodziny {Py: 6 € ©} rozwazane w tym paragrafie, sa
rodzinami rozkladow na prostej. Rozklady rozwazanej rodziny sa albo wszystkie dyskretne
(”absolutnie ciggle wzgledem miary liczace]”), albo wszystkie ciagle (?absolutnie ciagte
wzgledem miary Lebesgue’a”).

Niech X1, Xo,..., X, bedzie préba z rozktadu normalnego N(0,02),02 > 0. Z przy-
ktadu 1 wiemy, ze cala proba X, X, ..., X,, jest statystyka dostateczna. Wiemy réwniez
(por. zadanie 3), ze statystyka pozycyjna (Xi.,, Xoun,..., Xnm) jest statystyka dosta-
teczna. Jest to oczywiscie "mniejsza” statystyka w tym sensie, ze o-cialo generowane
przez statystyke pozycyjna jest pod-o-cialem o-ciala generowanego przez prébe. Inaczej:
statystyka pozycyjna (Xi.m Xou, - -, Xnin) jest pewna funkcja préby Xi, Xo, ..., X, ale
nie odwrotnie: kazdej wartodci statystyki pozycyjnej (z1.n, Z2:n,- - - Zn:n) odpowiada n!
préb, z ktérych taka wartosé moze pochodzi¢. Z przyktadu 2 wiemy, ze w rozwazanym
problemie statystyka 2?21 X2 jest réwniez dostateczna; jest to jeszcze mniejsza staty-
styka.

DEFINICJA 2. Statystyke dostateczng S nazywamy minimalng statystykq dostateczng,
jezeli dla kazdej statystyki dostatecznej T istnieje funkcja h taka, ze S = h(T). O

Réwnowaznie: statystyka dostateczna S jest minimalna statystyka dostateczna, je-
zeli dla kazdej statystyki dostatecznej T' mamy o(S) C o(T). To sformulowanie bardziej
pogladowo wyjasnia uzycie tu przymiotnika ”"minimalna”.

Powstaje naturalne pytanie o minimalna statystyke dostateczna w danym problemie
statystycznym (X,{Py: 6 € ©}). Czy taka statystyka istnieje? Jak ja skonstruowaé?
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Ogdlna odpowiedZ na pierwsze pytanie, dla wszystkich probleméw rozwazanych w
naszych wyktadach, jest pozytywna, ale dowéd wymaga bogatszych narzedzi matema-
tycznych niz te, ktérymi sie tutaj postugujemy.

Drugie pytanie ma kapitalne znaczenie dla zastosowan gdyz, po pierwsze, w istocie
rzeczy dotyczy maksymalnej redukcji danych bez straty informacji dla wnioskowania o
nieznanym rozkltadzie prawdopodobienistwa i, po drugie, ma bezpoéredni zwigzek z kon-
strukcja optymalnych regul wnioskowania statystycznego.

Nastepujace dwa lematy pozwalaja na efektywne skonstruowanie minimalnej sta-
tystyki dostatecznej w wiegkszosci probleméw, z ktérymi spotykamy sie w praktycznych
zastosowaniach.

LEMAT 2. Niech P = {P;: i =1,2,...} bedzie skoriczong lub przeliczalng rodzing roz-
ktadow o gestoSciach p;, i = 1,2,... Niech A bedzie dowolnie ustalonym takim rozkiadem
prawdopodobieristwa na zbiorze {1,2,...}, ze A; = A({i}) > 0 dla kazdego i = 1,2,..., i
niech Py =Y, \iP;. Wtedy

(7) s(x) = (%

jest minimalng statystykq dostateczng.
Jezeli P = {P;: i = 0,1,2,...} jest rodzing rozkladéw o wspdlnym nosniku i o
gestosciach p;:1=0,1,2,..., to

jest minimalng statystykq dostateczng.

Dow6d. Jezeli T = T(X) jest dowolna statystyka dostateczna dla P, to na mocy
twierdzenia o faktoryzacji kazdy iloraz p;(x)/pa(z) zalezy od z tylko poprzez warto$é
T(x). Stad wynika, ze statystyka (7) jest funkcja kazdej statystyki dostatecznej. Statystyka
S sama jest dostateczna dla P znowu z kryterium faktoryzacji, bo przyjmujac u; =
gj(u1,ug,...), mamy

pj(x) = g;(S(x)) pa(x).
Zatem S(X) jest minimalna statystyka dostateczna.

Dowdéd drugiej czesci twierdzenia jest analogiczny. O

Nastepny wazny i tatwy w zastosowaniach lemat 3 wymaga w dowodzie doktadniej-
szego rozumowania: zadowalamy sie skonstruowaniem pewnej relacji z dokladnoscia do
zbioréw zerowych.

DEFINICIA 3. Méwimy, Ze rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa Q i P sa réwno-
wazne, jezeli dla kazdego zdarzenia A mamy Q(A) =0 (VQ € Q) wtedy i tylko wtedy,
gdy P(A) =0 (VP € P). Zbiér A taki, ze P(A) = 0 (VP € P) nazywa sie zbiorem
zerowym w P. O
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LEMAT 3. Niech Py C P bedzie podrodzing rodziny P, réwnowazng z rodzing P.
Jezeli statystyka S jest minimalng statystykq dostateczng dla Py i dostateczng dla P, to
jest minimalng statystykq dostateczng dla P.

D o w 6 d. Niech T bedzie dowolng statystyka dostateczna dla P. Zatem T jest
rowniez dostateczna dla Py. Ale S jest minimalna statystyka dostateczna dla Py, wiec
istnieje taka funkcja h, ze S = h(T) z dokladnoscia do zbioréw zerowych w Py, a wiec
rowniez z dokladnoscia do zbioréw zerowych w P, czyli S jest minimalna statystyka

dostateczna w P. O
Przyktad 5. Niech X1, Xo,..., X, bedzie proba z pewnego rozkladu z rodziny
P ={E(0,0): 6 > 0},

gdzie E(0,0) jest rozkladem wykladniczym o gestosci pg(x) = 07! exp[—2/0]1 (0 0) ().
Wtedy

p@(xlax% v 7xn) =0" exp{— le/e}
i=1

Dwuelementowa rodzina Py = {pe, , Do, },61 7 02 jest réwnowazna z rodzina P. Statystyka

_pez(leXQa"'aXn) 0?

TR
S(X1, Xo, ..., X,) = L N N AN ¢
( ' 2 ) p@l(XhXQ?"'aXn) 93 p{ (92 91); }

jest minimalna statystyka dostateczna dla Py. Jest to statystyka réwnowazna ze statystyka
T =>",X; . Namocy twierdzenia o faktoryzacji jest to statystyka dostateczna dla P,
wiec T' jest minimalng statystyka dostateczna dla P. ]

Przyklad 6. Niech P = {U(0 — 1,0 + 1) : 0 € R'} bedzie rodzina rozkladéw
jednostajnych na przedzialach (6—1,0+1). Niech Po={U (w;—1,w;+1):i=1,2,...}, gdzie
(w1, ws,...) jest ciagiem wszystkich liczb wymiernych. Podrodzina Py jest réwnowazna z
rodzing P. Niech A bedzie dowolnie ustalonym rozkitadem z lematu 2. Wtedy, dla proby
losowej X1, Xo,..., X, idlakazdegoi=1,2,..., mamy

pw'(XlaXZa"'aXn)
si(X1, X2, .. ., X,,) = 24
. ) A X X
_ 1(wi7%,wi+%)(X11n)]‘(wifé,wi+%)(Xni’ﬂ) .
Zi:l )‘il(wi—%,wﬁ%)(xl:n)]-(wﬁ%,wﬁ%)(Xn:n)

Statystyka S(Xl,X27 PN 7Xn) = (Sl(Xl,XQ, NN 7Xn), SQ(Xl,XQ, e ,Xn), .. .), okre-
Slona wzorem (7) w lemacie 2, jest réwnowazna ze statystyka (X1.n, Xn:n), bo odwzorowa-

nie (X1.n, Xnm) — S(X3, X, ..., X,,) jest wzajemnie jednoznaczne: wystarczy zauwazycd,
ze
1
T1. = sup{w; : s;(z1, T2, ..., xy) > 0} — 3

1
Tpon = inf{w;: s;(x1,22,...,2,) > 0} + 3

Zatem statystyka (X1.,, Xn.n) jest minimalng statystyka dostateczna dla Py, a ponie-
waz (z kryterium faktoryzacji) jest statystyka dostateczna dla P, wiec jest minimalna
statystyka dostateczna w rozwazanym modelu. [ |
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Pewien inny dogodny sposéb konstruowania minimalnych statystyk dostatecznych
zwiazany jest z nastepujacym rozumowaniem. Jezeli T' jest statystyka dostateczna, to z
twierdzenia o faktoryzacji mamy

folw) _ golT(2)) h(a)
fola) = ao(T(a)) h(a')

i stad wynika, ze iloraz fy(x)/fo(z') nie zalezy od 6, gdy x i 2’ naleza do tej samej

warstwicy statystyki T, tzn. gdy T(x) = T(2). Jezeli S jest minimalng statystyka dosta-
teczna, to T'(z) = T'(«') implikuje, ze S(z) = S(a'). Zatem S generuje najgrubsze rozbicie
przestrzeni proby o tej wlasnosci, ze jezeli x i &’ przebiegaja ten sam zbiér rozbicia, to
fo(x)/ fo(z') nie zalezy od 6. W konkluzji: S jest minimalna statystyka dostateczna jezeli
S(x) = S(z') wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz fg(z)/fo(x’) nie zalezy od 6.

Przyklad 7. Niech X1, Xs,...,X,, bedzie préba z rozkladu Cauchy’ego C(6,1) o

gestosci
1 1

fo(z) = P e el

Gestos¢ rozkladu préby wyraza sie wzorem

0 R

1 = 1
f&(fﬂlam%“-,l’n) == 7_‘_7]:[17

Wezmy pod uwage iloraz

fo(@1,3,. . ,@n) :ﬁw
fo(al, b, ... xl) bl 1+ (z; — 0)2

Jest to iloraz dwéch wielomianéw stopnia 2n wzgledem parametru @ € RY, o wspélczyn-
niku przy §?" réwnym jednosci. Nie zalezy on od 6 wtedy i tylko wtedy, gdy wspélczynniki
przy tych samych potegach 6 w liczniku i mianowniku sa rowne. Tak jest wtedy i tylko
wtedy, gdy ciagi liczb (x1,xa,...,x,) oraz (x},z),...,x,) réznia sie tylko porzadkiem.
Zatem minimalna statystyka dostateczng jest statystyka pozycyjna (Xi1.n,,Xo.m, -, Xnn)-

|

6. Statystyki swobodne. Statystyki zupelne. Twierdzenie Basu

DEFINICJA 4. Statystyke V = V(X)) nazywamy statystykq swobodng, jezeli jej rozklad
nie zalezy od 6. Statystyke V = V(X) nazywamy statystyke swobodng pierwszego rzedu,
gdy warto$é oczekiwana EyV (X) nie zalezy od 6. a

Intuicyjnie mozna sie spodziewaé, ze maksymalna redukcja danych do statystyki
dostatecznej T zachodzi wtedy, gdy nie istnieje funkcja h, rézna od stalej, taka, zeby
rozklad zmiennej losowej h(T) nie zalezal od 6. W tak szerokim ujeciu ta koncepcja nie
jest eksploatowana, ale w sensie swobody pierwszego rzedu odgrywa wazna role.
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DEFINICIJA 5. Méwimy, ze rodzina rozktadéw P jest zupelna, jezeli
/XdP:O (VP € P) implikuje X =0 (P — pw.).

Moéwimy, ze statystyka T jest zupeina, jezeli rodzina jej rozktadéw jest rodzing zupeina,
tzn. jezeli z faktu, ze Eph(T) =0 (V0 € ©) wynika, iz h =0 (P — p.w.). |

Jest to formalne ujecie wlasnosci statystyki T polegajacej na tym, ze nie istnieje
funkcja h tej statystyki, rozna od stalej, ktéra by miala warto$é oczekiwang niezalezna
od 6.

Okazuje sie jednak, ze nawet redukcja do minimalnej statystyki dostatecznej nie musi
w tym sensie by¢ zupelna (istnieja minimalne statystyki dostateczne, z ktérych mozna
jeszcze "wycisnad” co$, co nie zalezy od ).

Przyklad 8. Pokazalismy (por. przyklad 7), ze w rodzinie {C(0,1): 0 € R'} roz-
kladéw Cauchy’ego statystyka T = (X1.n, Xom, - -+, Xn:m) jest minimalna statystyka do-
stateczng.

Rozwazana rodzina rozkladéw jest "rodzina z parametrem polozenia”: dla dystrybu-
anty Fy(x) mamy Fy(x) = F(x — 0), przy ustalonej dystrybuancie F = Fy. Dla takich
rodzin statystyka X,., — X1., ma rozklad niezalezny od 0, bo

PQ{ann - Xl:n S t} = PG{(Xnn - 0) - (Xl:n - 0) S t}

ale jezeli X1, X5, ..., X, pochodzi z rozkladu Fy, to X1 —0,X5—0,...,X,, —0 pochodzi
z rozkladu F = Fy, czyli Po{Xn.n — X1.n < t} = Po{Xpn — X1.n < t}, co nie zalezy
od 0. Minimalna statystyka dostateczna (X1.n, Xon, - - -, Xp.n) 1ie jest wiec w rozwazanej
rodzinie statystyka zupelna. |

Ogdlny zwiazek miedzy zupelnoscia i dostatecznosdcia podaje nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2. JeZeli T jest statystykq dostateczng zupeing, to jest minimalng
statystykq dostateczng.

D o w 6 d. Nie podajemy dowodu w pelnej ogdlnosci, cho¢ twierdzenie jest ogdlnie
prawdziwe (pomijamy dyskusje na temat istnienia minimalnej statystyki dostatecznej).

Niech U bedzie minimalna statystyka dostateczna. Wykazemy, ze jezeli T jest staty-
styka dostateczng zupelna, to statystyki T i1 U sa réwnowazne.

Z definicji minimalnej statystyki dostatecznej istnieje funkcja g taka, ze U = g(T).
Z drugiej strony, mamy zawsze Eg(Eg(T|U))=EoT (V0), czyli Eg[Eg(T|U)—T]=0 (V6).
Ale Ey(T|U) jest funkcja statystyki U, ktéra z kolei jest funkcja statystyki T, wiec
Ey(T|U) — T jest funkcja statystyki T'. Statystyka T' jest zupelna, wiec T' = Ey(T|U),
czyli T = h(U) dla pewnej funkcji h. O

Zakonczymy ten paragraf nastepujacym bardzo waznym i pozytecznym twierdzeniem.

TWIERDZENIE 3 (twierdzenie Basu). Jezeli T jest statystykq dostateczng zupelng w
rodzinie {Py: 0 € O} i jezeli V jest statystykq swobodng, to statystyki T iV sq niezalezne.
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D o w 6 d. Mamy wykazaé, ze dla kazdego 6 € O i dla kazdego zdarzenia losowego A
Pg{v € A| T} = Pg{v S A}

Poniewaz V' jest statystyka swobodna, wiec Pp{V € A} nie zalezy od 6; oznaczmy te
wielko$é przez pa.
7 drugiej strony, zawsze mamy

Eg[Pg{V S A|T}] = PQ{V c A},

wigc dla kazdego 6 mamy Ey[Pp{V € A | T} = pa, czyli dla kazdego 6 zachodzi
Eo[Py{V € A| T} — pa] = 0. Poniewaz Pp{V € A| T} — pa jest funkcja statystyki
T 1T jest zupelna, wigc Pp{V € A|T} —pa =0. O

7. Rodziny wyktadnicze rozktadow

W calym wyktadzie rezygnujemy z prezentacji rodzin wyktadniczych w pelnej ogélno-
$ci; wszedzie dalej pojecie rodziny wyktadniczej jest zawezone do tzw. regularnych rodzin
wyktadniczych.

DEFINICJA 6. Rodzina rozkladéw prawdopodobienstwa {Py : 6 € ©} nazywa sie
rodzing wykladniczq, jezeli kazdy rozklad Py ma gestosé py (wzgledem tej samej miary) i
ta gesto$¢ ma postaé

k
po(x) = exp { Z ¢;j(0)T;(x) = b(0)} - h(z),

gdzie Ty (z), Ta(z), ..., Tk (z) sa funkcjami liniowo niezaleznymi oraz

{(01(0)7 02(9)7 cee 7Ck(0)): NS 6}
jest pewnym k-wymiarowym zbiorem w R¥. O

Przyktad 9. Rozklad dwupunktowy Pp{X = 1} = 6 = 1 — Pp{X = 0} mozna
zapisa¢ w postaci

po(x) = exp{xlog +1log(l—6)}, 2=0,1.

0
1-90
Rodzina {Py: 6 € (0,1)} tych rozkladéw jest wiec rodzing wykladnicza. [ |

Przyktad 10. Gestosé rozkladu normalnego mozna przedstawi¢ w postaci
fuo) = expl— o w4 25— (2 4 1og(ovER)
e 202 o2 202 '

Rodzina rozkladéw normalnych {N(pu,0?): u € R, 0 > 0} jest rodzina wykladnicza. W
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Bez straty ogélnosci mozemy rozktady z rodziny wyktadniczej zapisa¢ w ”naturalnej”
parametryzacji:

k
po(z) =exp{ Y _0,Tj(x) = b(0)}, (01,02,...,6) €O,
j=1

gdzie © jest pewnym k-wymiarowym zbiorem w RF.

TWIERDZENIE 4. JeZeli P = {Py: 0 € ©}, © C R*, jest rodzing wykladniczq
rozkladow z gestosciami

k
polw) = exp{ Y _0;T;(x) = b(6)},

to (T1(X),T2(X),..., Tx(X)) jest (k-wymiarowq) minimalng statystykq dostateczng.

D o w 6 d. Bez straty ogélnosci przyjmujemy, ze moc zbioru O jest wigksza od k, bo
jezeli tak nie jest, to minimalna dostateczno$¢ dowodzi si¢ tak jak dla skoficzonej rodziny
(por. wniosek 1).

Dostateczno$¢ wynika z kryterium faktoryzacji.

Dla dowodu minimalnosci wybierzmy k+1 punktéow w ©

6l = (,6,,....00), 1=0,1,...,k,
takich, ze macierz (stopnia k x k)

(8) [(65 = 09)]ju=12....k

jest nieosobliwa. Wezmy pod uwage rodzine Py = {pgo,pet,...,pgr}t. W tej rodzinie
minimalna statystyka dostateczna jest

k
(D (6] — 6)) T;(X),

Jj=1 J

(07 —6) T5(X), ...,
1 J

(05 — 09 T3(X)),

k
= 1

k

czyli, na mocy nieosobliwosci macierzy (8), statystyka (T1(X), T2(X), ..., Tk(X)).
Rodzina Py C P jest rownowazna z rodzing P, bo wszystkie rozklady rodziny wy-
ktadniczej maja ten sam no$nik. Na mocy lematéw 2 i 3 otrzymujemy teze twierdzenia.
0

TWIERDZENIE 5. Jezeli P = {Py: 0 € ©} jest rodzing wykladniczqg z gestoSciami
po(x) = exp { 25:1 0;T;(x) —b(8) }, to (T1(X), To(X),...,Te(X)) jest statystyka dosta-
teczng zupelng. O
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Nie podajemy szczegélowego dowodu tego twierdzenia. Ogdlna idea dowodu jest na-
stepujaca. Rozszerzamy przestrzen parametréw © w taki sposéb, ze 601,0s,..., 0, trak-
tujemy jako liczby zespolone. Wtedy dla kazdej funkeji ¢ calki [¢pg, jezeli istnieja i sa
skoficzone, sg funkcjami analitycznymi parametru zespolonego 6. Jezeli dla kazdego rze-
czywistego 6 mamy [¢(T'(x))pg(z)dz = 0, to tak jest na calym ©. Stad wnioskujemy, ze
musi by¢ ¢ = 0, co dowodzi zupelnosci.

Réwniez bez dowodu (tym razem dowdd pozostawiamy jako zadanie 11) podajemy
nastepujace pozyteczne twierdzenie.

TWIERDZENIE 6. Jezeli X1, Xs,..., X, jest proba z pewnego rozkiadu Py € P z ro-
dziny wykiadniczej P, to

(D T(X0), Y Ta(Xi), .., Y Te(Xi))
i=1 i=1 i=1
jest minimalng i zupelng statystykq dostateczng. O

Przyklad 11. Niech X1, Xo,..., X, bedzie préba z rozkladu gamma I'(«, \) z pa-
rametrem ksztaltu o > 0 i parametrem skali A > 0, o gestosci
_ 1
AT (a)

2L/ 1,00y ().

foc,/\(x)

Rodzina rozkladéw gamma {T'(c, \): o > 0, A > 0} jest rodzing wykladnicza:

far(x) = exp {f% z+ (a—1)logz —log [A*T(x)]} - 1[0_00)(:17).

Zatem statystyka T = (11, T»), gdzie

T, = ﬁ; X;, T = anlogXia

jest minimalng i zupeina statystyka dostateczna. [ ]

Przyktad 12. Rozpatrzmy rodzing rozkladéw normalnych N(p,o?) z gestosciami
fuo(x) = (ov2m) L exp{—(z — u)?/20?}, z dodatnia srednia p i z odchyleniem standar-
dowym o proporcjonalnym do Sredniej, ze znanym wspolczynnikiem proporcjonalnosci k,
tzn. niech y > 0 oraz o = ku. Tak jak w przykladzie 10 mamy

I I
fuo(@) = exp {5z 2%+ 5o — (5 +log(ov2m)) },

ale teraz
1

I
{(—@7 §)5 o=, >0}

nie jest zbiorem dwuwymiarowym, wigc rozwazana rodzina {N(u,0%): o = ku, p > 0}
nie jest rodzing wykladnicza. W szczegélnosci, nie daja sie teraz zastosowaé twierdzenia 4,
5 i 6 0 minimalnosci i zupelnosci statystyki (> i, X2, > i X;) z préby X1, Xa, ..., X, .
(por. zadanie 12). ]
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8. Zadania
1. Niech X1, Xo,...,X,, bedzie dana préba. Niech
T = (X1:n7 X2:n7 “ee 7Xn:n)

bedzie statystyka pozycyjna z préby Xi,Xs,...,X,, iniech U = (Uy,Us,...,U,) oraz
S =(51,852,...,5,) beda statystykami okreslonymi wzorami

Ur=Y_Xi, Uh=)Y XiX;, ..., Up=X1Xs... Xy,
i i#)
Sp=XF+ X+ +XF k=1,2,...,n
Udowodnic¢ réwnowaznos¢ tych statystyk.

2. Niech X1, X5, ..., X, bedzie préba z rozkladu Poissona o Sredniej § > 0. Wyzna-
czy¢ rozklad warunkowy proby pod warunkiem, ze T =t, gdzie T = X1+ Xo+ ...+ X,.
Wykazaé, ze T jest statystyka dostateczna.

3. Niech F bedzie rodzing wszystkich rozktadéw na prostej o ciaglych dystrybuantach
iniech X1, Xo,...,X, bedzie proba z rozkladu F' € F. Wykazaé, ze statystyka pozycyjna
jest statystyka dostateczna.

Ogdlniej: niech P bedzie rodzing rozkladéw prawdopodobienstwa P takich, ze

P{(Xﬂ(1)7X7T(2)) ) Xﬂ'(n)) € A} = P{(X17X27 s 7Xn) € A}
dla wszystkich zbioréw borelowskich A i wszystkich permutacji © zbioru {1,2,...,n}.

Wykazad, ze statystyka pozycyjna jest dostateczna.

4. Wyznaczy¢ statystyke dostateczna z proby X1, Xo, ..., X,, dla rodziny rozktadéw
{UO—-1,0+1): 6 R}
5. Rozwazamy rodzine rozkladéw wykladniczych E (6, 3) o gestosciach

fop(x) = ™" exp[—(z = 0)/5] Ljp,00) ().

Niech Xi,Xo,...,X, bedzie proba z tego rozkladu. Wykazaé, ze statystyka
(X1.n, >_(X; — X1.n) ) jest minimalng statystyka dostateczna.

6. Wykazac, ze w rodzinie rozkladéw logistycznych L(0,1) o gestosciach

e_(x_g)

- 1
freGop 'SR

fo(z) =

statystyka pozycyjna jest minimalna statystyka dostateczna.

7. Niech P = {C(0,\): A > 0} bedzie rodzing rozkladéw Cauchy’ego z parametrem
skali \, o gestosciach
A 1

T A2+ 22’

I(z) =

a X1, Xo,...,X, niech bedzie préba z pewnego rozkladu tej rodziny. Niech Y; = X?
i niech S = (Y1.n, Youn, ..., Yu.n) bedzie statystyka pozycyjna obserwacji Y1,Ya, ..., Y,.
Wykazaé, ze S jest minimalna statystyka dostateczna.
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8. Statystyka (X1.,, Xn.n) jest minimalna statystyka dostateczna dla rodziny rozkla-
déw réwnomiernych U(6 — 1,0+ 1), 6 € R (por. przyklad 6). Wykazaé, ze nie jest to
statystyka zupelna.

9. Niech X;,Xs,...,X,, bedzie préba z rozkiadu U(0,7), —co < 0 < 7 < o0,
réwnomiernego na przedziale (0,1).

(a) Wykazaé, ze (X1.n, Xn:n) jest minimalng statystyka dostateczna.

(b) Sprawdzié, czy jest to statystyka zupelna.

10. Niech Py i P1 beda dwiema rodzinami rozkladéw prawdopodobienstwa takimi

ze Py C Py i kazdy zbior ZErOWy W Py jest zbiorem zerowym w Py. Wykazac, ze jezeli Py
jest rodzing zupetna, to réwniez Py jest rodzina zupetna. Sprawdzié, ze rodzina rozktadéw

dwumianowych Py = {Py{X =k} = (})0*(1 —0)"%: 0 < 6 < 1} jest zupelna i ze
rodzina Py = Py U {Q}, gdzie Q jest rozkladem Poissona o wartosci oczekiwanej réwnej
jednosci, nie jest zupeina.

11. Udowodni¢ twierdzenie 6.

12. Sprawdzi¢, Ze statystyka (>0, Xy, Yo X2) w przykladzie 12 jest statystyka
dostateczna, ale nie jest statystyka zupell

13. Niech P bedzie rodzina wszystkich rozkladéw prawdopodobiefistwa na prostej,
ktére maja gestosci (wzgledem miary Lebesgue’a). Niech X1, Xa,..., X, bedzie préba
z pewnego rozkladu tej rodziny. Wykazad, ze statystyka pozycyjna (Xi.n, Xomn, -+, Xnn)
jest dostateczna i zupelna, a wiec réwniez minimalna.



Wyktlad III

ESTYMATORY NIEOBCIAZONE O MINIMALNEJ WARIANCJI

1. Sformulowanie problemu

Niech 6 € © bedzie nieznanym parametrem, ktoéry mamy oszacowaé i niech Xi,
Xo,..., Xy bedzie proba z rozkladu Py. Zadanie polega na skonstruowaniu funkcji 6, =

0.(X1,Xs,...,X,) obserwacji X, Xo,...,X, , takiej zeby 6,, bylo bliskie 6.

Sformulujemy to dokladniej dla pewnej uproszczonej sytuacji. Rozwazamy model
statystyczny (X,{Py: § € ©}). Niech g: © — R! bedzie dana funkcja rzeczywista
i przypuséémy, ze zadanie polega na oszacowaniu nieznanej wartosci g(#). Jezeli dokonamy
tego oszacowania za pomoca funkeji rzeczywistej 0(X1, Xo, ..., X,), to

5()(1,)(27 e ,Xn) — g(9)

bedzie bledem tego oszacowania. Jest to oczywidcie zmienna losowa, a odpowiedni wybér
funkcji 6 ma uczynié¢ te zmienng losowa w jakim$ sensie mala.

Typowe postepowanie polega na wyborze § w taki sposob, zeby minimalizowaé blgd
Sredniokwadratowy oszacowania ¢, a mianowicie

(1) Rs(0) = Ep(6(X1, Xa, ..., X)) — g(6))>.

Wielko$¢ Rs nosi nazwe funkcji ryzyka lub kréotko ryzyka estymatora 4.
Oczywiscie najlepszym estymatorem bylaby funkcja dq, taka ze

gdzie D jest rodzing rozwazanych estymatorow.

Jezeli D jest rodzina wszystkich estymatoréow, to taki optymalny estymator nie ist-
nieje. Wybierajac bowiem § = g¢(fy) dla pewnego ustalonego 6y € O, mozemy uzy-
ska¢ Rs(6p) = 0, a wiec dla jednostajnie najlepszego estymatora §y musieliby$my mieé
Rs,(0) = 0, a tak mogloby by¢ tylko wtedy, gdyby do(X1, Xo,...,X,) = ¢(0) dla kazdego
0 € O, co jest oczywiscie niemozliwe.

Poniewaz klasa wszystkich estymatoréw zawiera tak ”bezsensowne” estymatory jak
stale, ograniczenie sie do rozwazania wezszych klas estymatoréw jest catkiem naturalne.
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Jedna z interesujacych klas tworza tzw. estymatory mieobcigZone. Sa to estymatory
spelniajace warunek

(3) E96<X1,X27 e ,Xn) = g(9) (VG € @)

Takie estymatory ”$rednio estymuja tak jak nalezy”.

Inng klase tworza, estymatory ekwiwariantne. Zamiast ogdlnej definicji, z ktérej i tak
nie korzystalibyémy w naszych wyktadach, podamy prosty przyklad takiej klasy. Wezmy
pod uwage model statystyczny (R, {Fy : 0 € R'}), gdzie Fy jest dystrybuanta, taka ze
Fyp(x) = F(x — 0) dla pewnej ustalonej dystrybuanty F. Jezeli obserwacja X ma rozklad
Fy, to — dla kazdej statej ¢ — obserwacja X + ¢ ma rozklad Fy,.. W takiej sytuacji, jezeli
§(X) ma by¢ estymatorem 6, to 6(X +¢) powinno byé estymatorem 6+c. Zatem estymator
§ powinien spetniaé¢ warunek §(X +c¢) = §(X)+c¢ (Ve € RY).

Czasami wyrdznia sig¢ klasy estymatorow nie — jak wyzej — przez postulowanie ich
wlasnosci, lecz przez postulowanie ich ”ksztaltu”. W taki wtasnie sposéb wyrdznia sie
klase estymatoréw liniowych (tzn. liniowych funkcji §: X — R!). Innym przykladem tego
typu jest klasa estymatorow rekurencyjnych: jezeli obserwacje X1, Xo, ... prowadzi sie w
taki sposéb, ze chcialoby sie uzyskiwaé na biezaco estymatory 61(X1), d2(X1, X2),. .., to
wygodnie byloby, szczegdlnie dla duzych n, gdyby warto$é estymatora d,41 na
(n + 1)-szym kroku zalezala tylko od wartosci d,, tego estymatora na n-tym kroku i
od nowej obserwacji X, ;1.

W naszym wyktadzie ograniczamy sie tylko do klasy estymatoréw nieobciazonych.
Zauwazmy, ze jezeli ¢ jest estymatorem nieobciazonym, to blad $redniokwadratowy (1)
jest po prostu wariancja tego estymatora. Estymator §y spelniajacy (2) w klasie esty-
matoréw spelniajacych (3) nazywa sie estymatorem nieobcigzonym o minimalnej warian-
cji. Bedziemy dla takich estymatoréow uzywali skrétu ENMW | a jezeli bedziemy chcieli
podkreslié, ze jest to estymator nieobciazony o minimalnej wariancji dla wielkosci g(6),
bedziemy pisali EN MW {[g(6)].

W wyktadzie podamy dwa twierdzenia stanowigce podstawe dla efektywnej konstruk-
cji ENMW , skonstruujemy takie estymatory dla pewnych funkcji ¢ w jednoprébkowym
modelu gaussowskim i w koncu powiemy o pewnych klopotach zwiazanych z tym podej-
Sciem.

2. Konstrukcja

Efektywna konstrukcja ENMW w wielu modelach statystycznych opiera si¢ na
dwoch nastepujacych twierdzeniach.

TwIERDZENIE 1 (Rao—Blackwella). Niech P ={Py: 6 € ©} bedzie rodzing rozkladow
na przestrzeni proby X i niech g: © — R bedzie dang funkcjg. Jezeli § jest estymatorem
nieobcigzonym funkcji g i jezeli T jest statystykq dostateczng dla P, to Eg(g|T) jest
rowniez estymatorem nieobcigZonym, a wartancja tego estymatora jest jednostajnie nie
wieksza od wariancji estymatora §.

D o w 6 d. Poniewaz T jest statystyka dostateczna, wiec Ey(g|T) nie zalezy od 6,
jest wiec statystyka. Na mocy lematu 2.1(i) i nieobciazonosci estymatora § mamy

Ey(Eo(9|T)) = Eog = g(0),
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wiec Eg(g|T) jest estymatorem nieobcigzonym. Na mocy wzoru (2.2) mamy
VargEe(§|T) < Vareg

dla kazdego 6 € ©. O

TWIERDZENIE 2. Jezeli T jest statystykq dostateczng zupelng i jezeli dla danej funkcji
g istnieje funkcja § taka, zZe

(4) Epg(T) =g(0) (V0 €0),
to g(T') jest ENMW/[g(0)].

Komentarz To twierdzenie wypowiada sie czasami w nastepujacy sposob: jezeli
T jest statystyka dostateczna zupelna, to §(T') jest EN MW swojej wartosci oczekiwanej.

D o w 6 d. Niech §(T) spelnia zalozenia twierdzenia i niech §;(7T") bedzie dowolna
funkcja spelniajaca zalozenia twierdzenia. Wtedy

Eg(91(T) = §(T)) =0 (V6 €©)

i z zupelosci statystyki dostatecznej T wynika, ze §1(T') = g(T). Zatem g(T) jest jedynym
estymatorem nieobciazonym funkeji g(), opartym na statystyce T, a wiec réwniez estyma-
torem nieobcigzonym o minimalnej wariancji w klasie estymatoréw nieobciazonych. O

Zauwazmy, ze jezeli T jest statystyka dostateczna zupelna i jezeli §1(T) oraz §o(T) sa
estymatorami nieobciazonymi funkeji g(6), to §1(T) = §2(T'). W szczegdlnosei, jezeli Sy (X)
oraz S3(X) sa dwoma estymatorami nieobciazonymi, to E(S1(X)|T) = E(S2(X)|T). Zatem
dla dowolnego estymatora nieobciazonego S(X), estymator E(S(X)|T) jest estymatorem
nieobcigzonym o minimalnej wariancji. Ten wynik jest czasami cytowany jako twierdzenie
Lehmanna—Scheffégo.

Dwa podane wyzej twierdzenia stanowig podstawe teoretyczna dla dwdch nastepu-
jacych metod konstrukcji ENMW.

Met od al jest bezpoérednia konsekwencja twierdzenia 2: jezeli mamy estymowac
g(0) 1ijezeli T jest statystyka dostateczna zupelna, to dla wyznaczenia EN MW wystarczy
znalezé taka funkcje g, zeby zachodzilo (4).

Przyklad 1. Przypusémy, ze zadanie polega na oszacowaniu wariancji 0(1 — )
rozkladu dwupunktowego Pp{X = 1} = 6§ = 1 — Py{X = 0} na podstawie préby
X1,Xo,..., X, z tego rozkladu. Statystyka T = .1 | X, jest statystyka dostateczna
zupetna. Jej rozklad jest rozkladem dwumianowym

Pp{T =t} = CL) 0t (1 — )"t
Problem wyznaczenia ENMW dla g(0) = 6(1 — 6) sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji
g takiej, zeby

n

(5) 3 at) (’Z) 01— 0"t =0(1—-0) (V0€0).

t=0
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Wprowadzajac oznaczenie v = /(1 —0) i zapisujac v(1+v)"~2 w postaci Z?;ll (?:12) vt
sprowadzamy (5) do postaci

n n n—1 n 9

- t_ - t

Zg(t)(t>v =y (t - 1>U (Vv € (0,00)).

t=0 t=1

Poréwnujac wspotczynniki obu wielomianéw, ostatecznie otrzymujemy estymator

Tn-T)

§(T) = ———.

9(T) 2= 1)
|

M et od a 2 jest oparta na nastepujacym wniosku z twierdzen 1 i 2: jezeli g jest
dowolnym estymatorem nieobciazonym funkeji g(6) i jezeli T jest statystyka dostateczna
zupelna, to

9(T) = Ep(g|T)
jest ENMW([g(0)].

Przyktad 2. Przypusémy, ze zadanie polega na oszacowaniu parametru A\ = e~% =
Py{X = 0} dla zmiennej losowej X o rozkladzie Poissona P(f), na podstawie préby
X1, Xo,..., X, 2z tego rozkladu.

(To zadanie pojawia si¢ w kontekscie réznych zastosowail: jezeli rozwaza si¢ procesy
stochastyczne Poissona, to A moze by¢ interpretowane jako prawdopodobienstwo zda-
rzenia polegajacego na tym, ze w odcinku czasu o danej dlugosci nie pojawi sie zaden
”sygnal”.

Skon)struowanje ”jakiegos” estymatora nieobciazonego w tym problemie jest bardzo
latwe: oznaczajac Y; = 10y (X;), mozemy wziagé

(6) X=%ZYJ‘-

Dla wariancji tego estymatora mamy

(7) Vargh = M

Statystyka T = Z;Zl X jest statystyka dostateczna zupeina, wigc \* = E9(5\|T) jest
ENMW/[\]. Wyznaczymy te statystyke w przypadku, gdy n > 2 (dlan = 1 rozwiazaniem
Ey(\NT =t)=E ! Zn:Y
0 =1 =Lel = 2 j

jest oczywiscie Y7).
Kolejne rachunki daja
T=t )

= Y PR{Xi=0Xp=my,..., X =2, T =1}

To+t...tTp=t
0<@o,...,xn <t




3. ENMW w jednoprébkowym modelu gaussowskim

37

Ale
]39{)(1 :$1,X2:$2,-~-aXn:$n|T:t}: TL.Il!IL‘Q!....Tn!’
0, W p.p-
oraz "
3 —— = (1+1+...+ 1) =n
zilzo!. Lz —_—
T1t+zot...FTn=t n razy
wiec
. 1\’
EsNT=1) = (1)
n

1 ostatecznie

)\*

(1)

Poréwnanie wariancji estymatorow A i \* pozostawiamy jako zadanie 1.

3. ENMW w jednoprébkowym modelu gaussowskim

3.1. Statystyki

Niech X1, Xo,..., X, bedzie préba z rozktadu normalnego N (i1, 0?). Przez ® ozna-
czamy dystrybuante rozkladu N(0,1). Niech X = Y | X;/n bedzie $rednia z préby.

Niech

9)

g2 — S (Xi—p)?,  gdy pjest znane,
S (X; —X)?,  gdy p nie jest znane.

Zmienna losowa S?/0? ma rozklad chi-kwadrat o v stopniach swobody, gdzie v = n,

gdy p jest znane, oraz ¥ = n — 1 w przeciwnym przypadku; przypominamy, ze rozktad

chi-kwadrat o v stopniach swobody ma gestosé

1 .

(10) 9u(@) = 5 gt e Flpg o) (2).

~ 2Pr(Y)

FLatwo sprawdzamy, ze jezeli a + v > 0, to

o (o
(11) Eu,aS = Ku,a7
gdzie
I'(%)
12 Kyo= ——2/
( ) ) 2511(1/42»04)

(Gdy a4+ v <0, mamy E, ,S% = +00.)
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Wiynika stad, ze jezeli o +v > 0, to K, 5S¢ jest estymatorem nieobcigzonym para-
metru 0.
Zmienne losowe X i S? sg niezalezne.

Materiat przedstawiony w tym paragrafie byl przedmiotem zadan w wyktadzie 1.

3.2. Estymacja pu, gdy o jest znane

Jezeli o jest znane, to X jest statystyka dostateczna zupelna dla rodziny rozktadéw
{N(p,0?) : p € R'}. Poniewaz dla kazdego y € R' mamy E, ,X = pu, wiec X jest
estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji parametru .

Wezmy pod uwage funkcje g(u) = p?. Poniewaz E,, , X2 = p?+0?/n, wige X>—0?/n
jest ENMW [u?]. Analogicznie mozna skonstruowa¢ ENMW/[p*] dla k > 2.

3.3. Estymacja 0%, gdy p jest znane

Jezeli p jest znane, to S? jest statystyka dostateczna zupelna. Zatem K, oS jest
ENMW][o>]. W zastosowaniach wazna role odgrywaja dwa nastepujace przypadki:

I'(3) :
(13) W;I)S jest ENMW]o],
(14) %52 jest ENMW/[o?].

3.4. Przypadek, gdy i oraz ¢ nie sa znane

Srednia z préby X jest EN MW | u]. Statystyka S2/(n—1) jest ENMW/[o?]. Statys-
tyka I'(%52)S/v2T (%) jest ENMW/|o]. Te proste stwierdzenia pozostawiamy do spraw-
dzenia.

Chwili zastanowienia wymaga zauwazenie, ze
jest ENMW[E).
o

Dla dowodu tego faktu trzeba skorzystaé z tego, ze K, _1 157! jest ENMW/[o™1], X
jest ENMW | p]ize X oraz S sa niezalezne.
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3.5. Estymacja kwantyla rozktadu N (y,o?)

Niech p € (0,1) bedzie ustalong liczba i niech u, bedzie p-tym kwantylem rozkladu
N(p,0?), tzn. niech u, bedzie rozwiazaniem (wzgledem u) réwnania

P,AX <u}=p.

Mamy wiec u, = p + o - ®~1(p). Poniewaz (X, S) jest statystyka dostateczna zupelna,
wiee X + K,,—1.15®71(p) jest ENMW /[ u,].
3.6. Estymacja prawdopodobienstwa P, ,{X < u}

Niech u € R! bedzie ustalona liczba i niech p = P, ,{X < u}. Statystyka z préby
X1, Xo,..., X, , okreslona wzorem

Yl = 1(7oo,u] (Xl)a

jest estymatorem nieobcigzonym prawdopodobiefistwa p. Poniewaz (X, S) jest statystyka
dostateczna zupelna, wiec

(15) ]5: Eu,o(Y1|XaS)

jest ENMW/|[p]. Pokazemy jak obliczaé¢ ten estymator.

Oznaczajac

X - X
214

many

(16) By

<
=
Il
8
U
Il
=
|
Z:U
Q
—_
~
A\

LEMAT 1. Statystyki T oraz (X, S) sq niezalezne.

Dowéd.

Zauwazmy, ze T jest statystyka swobodna, a poniewaz (X,S) jest statystyka do-
stateczna zupelna, wiec na mocy twierdzenia Basu otrzymujemy, ze T oraz (X, S) sa
niezalezne. d
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Niech B(a, 8) oznacza rozklad beta o gestosci

fapla) = Wﬂlu )P Lo ().

LEMAT 2. Jezeli Z1,Zs, ..., Z, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym

rozkladzie gamma T'(a, 1/b), to zmienna losowa W = Z1/(Z1+ Za+ ...+ Z,.) ma rozklad
beta B(a, (r — 1)a).

Dowéd.

Rozpatrzmy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie

A
W = ,
i+ Zay+ ...+ Z,
Z1+ Z
Wy = 1+ 42 7
W+ 2o+ ...+ 27,
Zi+Zo+ ... +Z,_
Wy = 1+ 42+ + 1

Zy+Zo+ ...+ 2.
Wy 1=2Z1+Zo+...+ 2,

o jakobianie rownym W;"__ll. Gestos¢ tacznego rozkladu tych nowych zmiennych losowych
wyraza sie wzorem

flwywy, .. wp—g, wp—q) =
- bTOt
I'"(a)

[}

w 71(101 o w)afl

- - —1 _—bw,_
o (Wr—g — wr3)2 T 1 = wp_g) 2wl et

dla O<w<w <...<wr,_2<1, 0<w,_1 <o0.
Calkujac, przy wykorzystaniu wzoru

B . . L T(@)T(8)
T — a—1 —r B—1 = o a+p—-1 - \*Y)- M)
/A (= A7 (B =) s = (5 - 4 L

kolejno wzgledem w,_1, w,_o, .

.., w1, otrzymujemy gestos¢ rozktadu brzegowego zmien-
nej losowej W

Fw) = w1 = w) TV g (w),

co konczy dowodd lematu.
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W celu efektywnego wyznaczenia estymatora p rozumujemy w nastepujacy sposob.
Na mocy lematu 1 statystyki T oraz (X, S) sa niezalezne, wiec

u— Uu—7=

X _
X =25 =s} = B,{T <

(17) P, AT < }

W dowodzie lematu 1 pokazaliSmy, ze rozklad zmiennej losowej T nie zalezy od
parametru (u,o0), wigc dla dalszych rachunkéw mozemy przyjaé, ze rozwazana préba
X1,X5,..., X, pochodzi z rozkladu normalnego N(0,1). WeZzmy pod uwage dowolne
ortonormalne przeksztalcenie préby (X1, Xa,..., X)) w (£1,&,...,&,) takie, ze

51 :\/EX7

n

Enz (X—Xl)

n—1

Wtedy (por. zadanie 1.10, gdzie uzywaliSmy pewnego innego przeksztalcenia) &,
&, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie normalnym

ijz- = 8% oraz ,/%(X—Xl) =&,

Jj=2

N(0,1), przy czym

Zatem )
€n _ n TQ.
E+8+...+42 n-1

1 n—-2
& 1T2 ma rozklad beta B(§7 HT) Latwo

n —
sprawdzamy, ze gestos¢ rozkladu prawdopodobienistwa zmiennej losowej T° wyraza sie

Na mocy lematu 2, zmienna losowa

WZorem

n

(1) (o) = | ) (1- nt?

52
~ Vo -Tvar () n—1) Loy ymn @

wiec ostatecznie otrzymujemy

(19) p= /_ " h(tya.

Praktyczne stosowanie tego estymatora wymaga oczywiscie odpowiednich tablic lub
wspomagania komputerowego.
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4. Klopoty z ENMW

Przypomnijmy, iz ograniczenie sie do klasy estymatoréw nieobciazonych bylo spo-
wodowane tym, ze w klasie wszystkich estymatoréw nie istnieja estymatory jednostajnie
minimalizujace blad oszacowania. Redukcja przez nieobciazonosé stwarza jednak czasami
pewne niedogodnoéci.

1. Estymatory nieobcigzone nie zawsze istniejg. Przypusémy na przyklad, ze w roz-
kladzie dwumianowym Py{X = z} = (1)6"(1 — 0)"~", 6 € (0,1), mamy oszacowaé
wielko$é g() = 0~1. Estymator nieobcigzony §(X) musialby spelniaé¢ warunek

- ~ n T n—x _1
;g(x)<x>0 (1=0) =5 VOe(01),

tzn. warunek

ugg(x) (Z) v = (1+0)" Yo e (0, +00),

co jest niemozliwe, bo lewa strona dazy do zera, a prawa do 1, gdy v — 0.
2. ENMW moze nie istnied, chociaZ istniejg estymatory nieobcigzone (por zad. 5).

3. ENMW moze okazaé sie "gorszy” od estymatora obcigZonego. Przypomnijmy, ze
punktem wyjscia dla oceny estymatora §(X) byl jego blad sredniokwadratowy

Rs(0) = By (5(X) — 9(6))”.

2

Przypuéémy, ze zadanie polega na oszacowaniu g(u,o) = o® w rozkladzie normalnym

N(u,0?). Wiemy, ze estymatorem nieobciagzonym o minimalnej wariancji jest

ni ] > (X - X)%

Jj=1

WeZzmy pod uwage nastepujaca klase estymatoréw, zawierajaca ten estymator,
n
(20) Gi=c- > (X;-X)%,  c>0
7j=1
Ryzyko estymatora 62 jest réwne

ot [F(n*—1)—2c(n—1)+1].

Oczywiste jest, ze estymator (obciazony!) ze stala ¢ = (n + 1)~ ma jednostajnie naj-
mniejsze ryzyko w tej klasie.
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4. ENMW moZe byc zupetnie bezsensowny. Przypusémy, ze w rozkladzie

gre—?

Po{X =z} = PIErE0]

r=1,2,...,

mamy, na podstawie jednej obserwacji X, oszacowaé¢ g(6) = e~?. Oczywiscie X jest sta-
tystyka dostateczna zupelna, wiec estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji
bedzie T'(X) spelniajace warunek

= gre? _o

Wynika stad, ze
(21) T(x) = (~1)"*1,

Oczywiscie e=? € (0,1). Tymczasem estymator T szacuje te wielkoé¢ za pomoca liczby
+1 (gdy « jest nieparzyste) lub —1 (gdy = jest parzyste). Ryzyko tego estymatora jest
réwne Rp(0) =1 —e=2.

WezZmy pod uwage ”troche bardziej naturalny” estymator

|0, gdy z jest parzyste,
(22) S(z) = { 1, gdy z jest nieparzyste.

Dla tego estymatora mamy ryzyko Rs(f) = (1 —e~?). Wobec tego, ze (1 —e™?) <
(14+e (1 —e % =1—e2 estymator S (réwniez niezbyt wyrafinowany) jest zawsze

lepszy od estymatora nieobcigzonego o minimalnej wariancji 7.

Sformutowane wyzej ktopoty nie sa ktopotami specyficznymi dla estymatoréw nieob-
ciazonych i dla kryterium ”blad $redniokwadratowy”. Jest to sytuacja raczej typowa w
statystyce: ograniczenie sie do klasy estymatoréw, w ktorej mozna sensownie sformutowac,
a nastepnie rozwiaza¢ problem optymalizacji, pozostawia poza rozwazang klasa estyma-
tory, ktére wedlug zaakceptowanego kryterium moga okaza¢ sie lepsze od najlepszych

estymatorow w rozwazanej klasie.

5. Zadania

1. Na podstawie préby X1, Xo,...,X,, z rozkladu Poissona P(f) estymujemy para-
metr A = e~?. Zbadaé estymatory

N 1
A= ﬁZYJ oraz A" =(1-— E)T’
j=1
gdzie Y; = 110y (X;) oraz T = Z?Zl X;. Wyznaczy¢ blad sredniokwadratowy tych esty-

matoréw. Poréwnac ich rozklady dlan =416 = % (A = 0.60653).
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2. Niech X1, Xa, ..., X, bedzie préba z rozkladu normalnego N (u,0?), gdzie o2 jest
znana stala. Skonstruowaé ENMW /[ u*].

3. Sprawdzié, ze statystyki podane w punkcie 3.4 sa estymatorami nieobciazonymi

o minimalnej wariancji dla, odpowiednio, u, 02 oraz o.

4. Uzupelni¢ punkt 3.6 wszystkimi szczegélami technicznymi.

5. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na zbiorze {0—1,0,0+1}, przy czym
0 jest nieznana liczba calkowita. Wykazad, ze ENMWI{0] nie istnieje chociaz istnieja
estymatory nieobciazone.

6. Obliczy¢ blad sredniokwadratowy estymatora 62 okreslonego wzorem (20).
7. Wyznaczy¢ ryzyko estymatoréw T (wzér (21)) 1 S (wzdr (22)).
8. Zmienna losowa X ma “uciety” rozklad Poissona

PyX =)= 0 1,2,...; >0
=x}=——1— =12/ .. .

o z!(1—e?)

Préba losowa X1, Xa, ..., XN z tego rozkladu zawiera n, obserwacji o wartosci r. Wyka-

zaé, ze
o0
1
0" = — g ren
N ™
r=2

jest estymatorem nieobciazonym parametru 6.
9. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym

P{X =2} = (2)9”(1 —-6)"*, x=0,1,2,...,n; 6€(0,1).

Wyznaczy¢ estymator nieobciazony dla g(6) = 0™, gdzie m jest ustalona liczba calkowita.
Przedyskutowaé, dla jakich m taki estymator istnieje.

10. Rozwazamy ciag niezaleznych doswiadczen z prawdopodobienstwem sukcesu 6
w kazdym doswiadczeniu. Niech X bedzie liczba porazek zaobserwowanych do chwili
otrzymania m sukceséw (m jest ustalong liczba naturalna). Skonstruowaé estymator nie-

obciazony dla g(0) = 6~!. (Jak wiadomo — por. zadanie 3.9 — w przypadku z gory
ustalonej liczby doswiadczeri taki estymator nie istnieje).

11. W populacji sktadajacej sie z N elementéw znajduje sie pewna nieznana liczba
M elementéw wyréznionych. Losujemy bez zwracania n elementéw i obserwujemy liczbe
X elementéw wyréznionych w wylosowanej prébie. Skonstruowaé EN MW [M].

12. Niech Ty i T> beda dwoma estymatorami nieobcigzonymi o jednostajnie mini-
malnej wariancji. Wykazaé, ze Th = Ts.

13. Zmienne losowe X1, X, ..., X, sa niezalezne i maja jednakowy rozklad o ge-
stosci Qefewl(o’oo)(x), 0 > 0. Wykazad, ze zmienna losowa przyjmujaca wartosé¢ 1, gdy
X1 > k, i wartosé 0, gdy X; < k, jest estymatorem nieobciazonym dla g() = e~
gdzie k jest ustalona liczba. Na tej podstawie wykazac, ze, przy odpowiednim wyborze
statystyki T', zmienna losowa

0, gdy T < k,

n—1

jest ENMW[g(6)].



Wyklad IV

TESTOWANIE HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

1. Wprowadzenie

Badacz zjawisk fizycznych, przyrodniczych, ekonomicznych, itp. postepuje zwykle
w nastepujacy sposob. Na podstawie calej dotychczasowej i znanej mu wiedzy o danym
zjawisku i na podstawie wlasnej kontemplacji buduje pewna teori¢ rozwazanego zjawiska.
Takie teorie moga czasami brzmieé¢ niezwykle fantastycznie, ale tak czy inaczej ostatecz-
nym ich sprawdzianem jest doswiadczenie. Uczciwy badacz szczerze poszukuje faktow
negujacych jego teori¢ i w jakims stopniu ja potwierdza, gdy coraz to nowe eksperymenty
i obserwacje nie dostarczaja takich faktow. Oczywiscie moze wspdlistnie¢ kilka réznych
teorii danego zjawiska; doswiadczenie w koncu eliminuje niektére z nich, nowe fakty z do-
$wiadczen prowadzg do formutowania nowych teorii i ten proces poznawania otaczajacego
nas $wiata postepuje ”w nieskoniczonos$é”.

Weryfikacja teorii przebiega zwykle wedlug schematu: jezeli dana teoria jest praw-
dziwa, to okreslone zdarzenie Z jest niemozliwe; zaobserwowanie zdarzenia Z dyskwa-
lifikuje (”falsyfikuje”) teorie. W tak ogdlnym ujeciu nie bedziemy si¢ oczywiscie tym
zajmowali — jest to problem ogdlnych zasad rozwijania wiedzy o otaczajacym nas Swiecie
i logiki poznania naukowego. Statystyka matematyczna wkracza w te dziedzing w sy-
tuacji, gdy teoria, ktéra nalezy zweryfikowaé, formutuje pewien probabilistyczny model
badanego zjawiska. W takiej sytuacji schemat: ”jesli dana teoria jest prawdziwa, to zdarze-
nie Z jest niemozliwe” rzadko udaje sie zastosowaé. Trudnosé tkwi w wyspecyfikowaniu
zdarzen niemozliwych przy zalozeniu, ze teoria jest prawdziwa. Mozna natomiast zwy-
kle wyspecyfikowaé zdarzenia "malto prawdopodobne”, tak mato prawdopodobne, ze az
?praktycznie niemozliwe”. Zaobserwowanie takiego zdarzenia jest argumentem przeciwko
weryfikowanej teorii, tym mocniejszym, im takie zdarzenie jest mniej prawdopodobne.
Statystyczna teoria weryfikacji hipotez ma dostarcza¢ badaczom réznych dziedzin wiedzy
wlasnie tego typu argumentow.

Formalnie: rozwazamy, odpowiedni dla danej teorii, model probabilistyczny H =
(Q, A, P) i — odpowiednio do do$wiadczenia, ktére ma weryfikowaé¢ ten model — spe-
cyfikujemy zmienna losowa X i zbidr jej wartosci (" przestrzen préby”) X. Poszukujemy
takiego rozbicia przestrzeni proby X na dwa zbiory K i A, zeby zdarzenie "X € K”
bylo ”praktycznie niemozliwe” i ”$wiadczylo przeciwko modelowi H”. Jezeli w wyniku
odpowiedniego eksperymentu zaobserwujemy zdarzenie " X € K”, kwestionujemy weryfi-
kowana teorie.
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Praktycznie robi sie to w ten sposdb, ze poszukuje sie takiej statystyki T = T(X),
ktorej duze wartosci bardziej przemawiaja przeciwko weryfikowanej hipotezie H niz male i
za ”obszar krytyczny” K testu statystycznego przyjmuje si¢ zbiér postaci {T" > 4}, gdzie
to jest "odpowiednio wybrana liczba”. Te ”odpowiednio wybrana liczbe” konstruuje sie
w nastepujacy sposéb. Umawiamy sie, ze ”zdarzenia tak malo prawdopodobne, ze az
praktycznie niemozliwe” to takie zdarzenia, ktérych prawdopodobienstwo jest nie wieksze
od ustalonej, matlej liczby « € (0, 1). W zastosowaniach najczesciej & = 0.01 lub o = 0.05
— nie chodzi przy tym o sympatie do takich okraglych liczb tylko o to, ze na co$ trzeba sie
zdecydowaé, gdy dochodzi do budowania praktycznych przepiséw testowania i konstrukeji
odpowiednich tablic i procedur komputerowych. Liczbe a nazywa si¢ poziomem istotnosci
testu. Liczbe t, nazywa sie wartoscig krytyczng. Jest to najmniejsza liczba t taka, ze
P{T >t} < a. W konsekwencji uwazamy, ze zdarzenie {T > t,} "przeczy weryfikowanej
hipotezie”. Liczbe P{T > t,} nazywamy rozmiarem testu.

Zauwazmy, ze przy takim podejsciu hipoteza, iz teoria jest poprawna, zamienia sie w
hipoteze, ze obserwowana zmienna losowa X ma dany rozklad prawdopodobienstwa; mo-
wimy wtedy o hipotezie statystycznej i o weryfikacji hipotez statystycznych. Postepowanie
testowe zilustrujemy w naszym wyktadzie kilkoma przyktadami.

Juz na pierwszy rzut oka widaé, ze istnieje pewna dowolnos¢ w wyborze statystyki
T i obszaru krytycznego K, czyli testu statystycznego; jest to poniekad konsekwencja
pewnej dowolnoéci w wyborze tych do$wiadczen, ktére maja falsyfikowaé rozwazang teo-
rie. Statystyka matematyczna wykorzystuje te dowolno$¢ w ten sposéb, ze buduje testy
”jak najlepsze”. Dokladne sformulowanie tego problemu i sugestie jego rozwigzania w
ramach teorii Neymana—Pearsona przedstawimy w paragrafie 6. Wybdr statystyki 7' i
konstrukcje zdarzen {T > t,} dla pewnych najczesciej spotykanych w zastosowaniach sy-
tuacji prezentujemy w paragrafach 2-5. Poniewaz weryfikowana hipoteze ”odrzuca sie”,
gdy T > t,, co formuluje sie zwykle stowami "gdy T jest istotnie duze”, odpowiednie
procedury postepowania nazywa sie testams istotnosci.

Model probabilistyczny H = (2, A, P), o ktérym wyzej méwilidmy, specyfikuje pewna
przestrzen probabilistyczna. Méwimy wtedy o hipotezie prostej. Przyktadem jest hipoteza,
ze w danym ciggu do$wiadczen Bernoulliego prawdopodobienistwo sukcesu jest réwne pew-
nej ustalonej liczbie. Mowimy o hipotezie zloZonej, gdy weryfikowana teoria specyfikuje
rodzine modeli. Na przyklad hipoteza ztozong jest hipoteza, wedtug ktorej prawdopodo-
bienistwo sukcesu w danym ciagu doswiadczen Bernoulliego nie przekracza danej liczby
z przedziatu (0,1). Innym przykladem hipotezy zlozonej jest hipoteza gloszaca, ze dany
proces fizyczny (np. proces rozpadu promieniotwérczego) jest jakims procesem losowym
Poissona. W naszym wyktadzie méwimy o testowaniu zaréwno hipotez prostych, jak i hi-
potez zlozonych.

2. Test zgodnosci Kolmogorowa

2.1. Oznaczenia

Oznaczamy przez F rodzine wszystkich ciaglych dystrybuant na prostej oraz przez
Pr rozktad prawdopodobiefistwa o dystrybuancie F. Rozwazamy model statystyczny
(RY, {Pr : F € F})". Bedziemy korzystali z nastepujacych faktéw:
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— jezeli zmienna losowa X ma rozklad Pp, to zmienna losowa F'(X) ma rozktad jed-
nostajny U(0,1);
— jezeli X1, Xo,..., X, jest proba z rozkladu Pp, to

n

Pe{Xjm <a} =) (?) Fi(2)[1 — F(x)]"";

=]

— jezeli Xj., jest statystyka pozycyjna z préby X.,Xs,...,X, z rozktadu Pr, to
F(Xj.n) jest statystyka pozycyjna z préby Uy, Us, ..., U, z rozkladu U(0,1).

Moéwiac ogdlnie i na razie niezbyt precyzyjnie, test zgodnosci Kolmogorowa (krétko:
test Kolmogorowa) stuzy do weryfikacji hipotezy, ze rozwazana zmienna losowa X ma
rozktad o danej cigglej dystrybuancie F', przy czym statystyka testu jest oparta na réznicy
miedzy hipotetyczna dystrybuanta F' a dystrybuanta empiryczng z proby X1, Xo, ..., X, .
W zaleznosci od sposobu sformutowania weryfikowanej hipotezy, wyrdznia si¢ kilka wersji
tego testu.

W calym wykladzie zakladamy, ze préba Xi, Xo,..., X, pochodzi z pewnego roz-
ktadu Pg o nieznanej dystrybuancie G € F. Dystrybuante empiryczng oznaczamy przez
Gy.

2.2. Hipoteza prosta

Niech F' € F bedzie ustalong dystrybuanta. Zadanie polega na zweryfikowaniu hipo-
tezy

(1) H:G=F
WeZzmy pod uwage statystyke Kolmogorowa

(2) Dp = sup |Gy(z) = F(z)|.

—oo<r<oo

Jest oczywiste, ze duze wartosci tej statystyki przemawiaja przeciwko hipotezie H.
Wobec tego konstrukcja testu sprowadza si¢ do wyznaczenia, dla zadanego poziomu istot-
nosci «, takiej (najmniejszej) liczby D, (), dla ktérej

Pp{D, > Dp(a)} < a.

Wartosé krytyczna D, («) jest wiec wybrana tak, ze ”jezeli hipoteza H jest praw-
dziwa” (tzn. jezeli préba X1, X, ..., X, rzeczywiscie pochodzi z rozktadu Pr), to praw-
dopodobienstwo odrzucenia tej hipotezy nie przekracza z gory zadanej (malej) liczby «
(jezeli hipoteza H jest prawdziwa, to zdarzenie losowe {D,, > D,(a)} jest ”praktycznie
niemozliwe”).

Obliczenie, dla danych «, n oraz F, wartosci krytycznych D, («) nie nastrecza za-
sadniczych trudnosci. Ponadto okazuje sie, ze D,(a) moze byé ustalone uniwersalnie,
niezaleznie od hipotetycznego rozkladu F. Wynika to stad, ze
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Pe{Dy > Dul@)} = Pe{ sup  |Gu(a) = F(a)| > Da(a)}

—oo<r <o
1 n
= Pr{ sup_ - > 1ix, 00 (@) = F(2)] > Dy()}

— Pp{ swp |% S 1,0y (P71 (W) = 1] > Du(a)}
j=1

0<u<1

n

1
= Pr{ sup |- 1 . w) —u|l > D, («
F{o<u21|n; (P01 (1) — ul ()}

1 n
=P sup |— 1. w) —u| > D, («a
U(O’l){o@%'n; (U;n1) (1) — ul ()}
= Pyt sup |Gn(u) —u|l > Dp(a)}.
O<u<l1

Wartosci krytyczne D, («) zostaly stablicowane, a obszerne tablice sa tatwo dostepne.
Praktyczne obliczenia wartosci statystyki D, z proby Xi, Xo,..., X, opierajg sie na
spostrzezeniu, ze SUP_ o cyco0 |Gn(2) — F(z)| realizuje sie w jednym z punktéw skoku
dystrybuanty empirycznej G,.

Poniewaz D,, nie zmienia sie przy monotonicznych przeksztalceniach argumentu x,
mozemy wykonaé te obliczenia wedlug nastepujacych tatwych wzoréw:

1

+ _ .
(3) Dy = 1?%Xn(n zi),
_ 1 —1
(4) D, = 11;1%)(” (zz - ),
(5) D,, = max{D;', D, },
gdzie

2.3. Hipoteza zlozona

2.3.1. Uwagi ogdlne

Przypomnijmy, ze hipoteza nazywa si¢ hipoteza zlozona, gdy wyréznia rodzine roz-
ktadéw, wieksza niz jednoelementows. Przedstawimy zagadnienie weryfikacji dwéch ro-
dzajoéw hipotez ztozonych; w kazdej z rozwazanych sytuacji hipoteza wyrdznia pewien
podzbiér w rodzinie F.
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2.3.2. Hipoteza H: G < F

Niech, jak poprzednio, F' € F bedzie ustalong dystrybuantg i niech G bedzie nie-
znang dystrybuanta zmiennej losowej X. W licznych zastosowaniach praktycznych zadanie
polega na weryfikacji hipotezy

(7) H :G<F
Teraz duze wartosci statystyki

(8) Dy = sup (Gu(z) - F())

przemawiaja przeciwko weryfikowanej hipotezie H~. Konstrukcja testu sprowadza sie,
jak poprzednio, do wyznaczenia najmniejszej liczby D, («) (wartosci krytycznej testu na
poziomie istotnosci «) takiej, zeby

(9) Pe{D} > Dt (a)} <a  (VGLF).

Znowu, jak poprzednio, warunek (9) oznacza, ze prawdopodobiefistwo odrzucenia weryfi-
kowanej hipotezy H~, gdy jest ona prawdziwa (tzn. gdy G < F'), ma by¢ nie wigksze niz
z gbry zatozona liczba a.

Zauwazmy, ze jezeli G < F, to

S (Gu@) = F@) S swp (Gu(@) =G+ s (Gla) = F(x)
< _swp(Gul@) - Ola).

A wigc dla kazdej liczby y > 0 oraz dla kazdej dystrybuanty G < F' mamy

Pe{D} >yt =Pe{ sup (Gulz)—F(z)) >y}

—oco<r<roo

<Pe{ sup (Gn(z)—G(x)) >y}

—oo<xr <0

—Pef sup  (Gul2) — F(@) >y}

—oo<r<oo

= Pp{D;} > y}.

Nieréwnosé

Po{D} >y} < Pp{D;} >y} (VG < F)

jest doktadna.
7 powyzszych rozwazan wynika, ze zadanie wyznaczenia wartosci krytycznej testu
redukuje sie do wyznaczenia (najmniejszej) liczby D;F () takiej, ze

(10) Pp{D;} > D} (a)} <a.
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Wartosci te, podobnie jak w przypadku rozwazanej poprzednio hipotezy prostej i
statystyki D,,, nie zaleza od F'. W praktycznych zastosowaniach przyjmuje si¢ przyblizenie

(%

Dafa) ~ D (5

).
Doktadnosé tego przyblizenia jest tym lepsza, im « jest mniejsze; np. dla a < 0.2 réznica
obu wielkoéci nie przekracza 5 x 1074, a dla o < 0.1 nie przekracza 5 x 1075.

Takie samo rozumowanie prowadzi do konstrukeji testu hipotezy H':G > F. Odpo-
wiednia statystyka jest tu D, = —inf_scpcoo (Gn(z) — F(2)). Latwo mozna sprawdzic,
ze jezeli proba X, Xo, ..., X,, pochodzi z rozktadu o dystrybuancie F, to statystyka D,
ma taki sam rozklad jak statystyka D,". Wynika stad, ze D,, (o) = D;} ().

2.3.3. Hipoteza o normalnosci rozktadu
Wiele zagadnien praktycznych prowadzi do weryfikacji hipotezy
(11) H :7zmienna losowa X ma rozktad normalny”.

Oczywiscie w zastosowaniach zamiast ”rozklad normalny” moze pojawié¢ sie tu "roz-
ktad wyktadniczy”, ”rozklad Poissona” lub jakikolwiek inny rozklad. Rzecz w tym, ze
hipoteza specyfikuje tylko "ksztalt” rozkladu i ze nie chodzi w niej o jakis konkretny roz-
ktad normalny N (p, 0?) z ustalonym parametrem (u, 02). Réwnowaznie hipoteza mogtaby
brzmieé

H:” istnieja takie u € R oraz o > 0, ze X ma rozklad normalny N(u,o?)”.

Jest to oczywiscie hipoteza zlozona. Test oparty na statystyce Kolmogorowa D,
powinien by¢ zbudowany w taki sposéb, zeby odrzucaé hipoteze, gdy D,, > DN (), gdzie
DX (a) jest liczba wyznaczong w taki sposéb, ze

(12) Pa{D,, > DY (a)} < a dla kazdego rozktadu normalnego G.

Nie jest znane rozwigzanie tego zadania. W praktyce postepuje si¢ w nastepujacy
sposéb. Z proby Xi, Xs,..., X, oblicza sie $rednig X = Z?zl X;/n i wariancje s* =
I (Xj = X)?/(n — 1). Wartosé statystyki D,, oblicza si¢ wedtug wzoréw (3), (4), (5),

przyjmujac -
Xim — X
YL 4
s

gdzie ® jest dystrybuanta rozkladu normalnego N(0,1). Wartoscia krytyczna (na pozio-
mie istotnosci o) dla statystyki (v/n — 0.01 + 0.85/v/n)D,, jest D™ (a) podane w naste-
pujacej tabelce:

o 0.15 0.10 0.05 0.025 0.01
DN(a) 0.775 0.819 0.895 0.995 1.035
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Te wartosci krytyczne zostaly obliczone metoda Monte Carlo. Réwniez wspdlczynnik
(v/n —0.01 + 0.85/1/n) zostal wyznaczony empirycznie.

To co wyzej przedstawiliSmy ilustruje pewien sposéb postepowan prowadzacych do
praktycznych rozwiazan trudnych i jeszcze teoretycznie nie w pelni rozwiazanych proble-
moéw konstrukeji procedur statystycznych.

3. Por6éwnywanie $rednich dwéch rozkladéw normalnych

3.1. Sformulowanie zagadnienia

Rozpatrujemy nastepujace zagadnienie: na podstawie dwoéch niezaleznych préb lo-
sowych X7, Xs,...,X,, oraz Y7,Y5,...,Y, , pochodzacych, odpowiednio, z rozkladow
o dystrybuantach F' i G i o érednich FrX = u oraz EgY = v, chcemy zweryfikowaé
hipoteze H : p = v. Réwnolegle bedziemy rozwazali zagadnienie weryfikacji hipotezy
H":p>v.

Rozpatrzymy kilka prostych modeli statystycznych, w ktorych F' i G sg dystrybuan-
tami rozkladéw normalnych.

Jak zwykle przez X i Y oznaczamy, odpowiednio, érednie z préb X1, Xo,..., X, i
Y1,Ys,....Y, .

3.2. Przypadek rozkltadéw normalnych o jednakowej wariancji

Jest naturalne, ze duze wartosci réznicy |X — Y| przemawiaja przeciwko hipotezie
H, a duze wartoéci réznicy Y — X przeciwko hipotezie H*. Ta uwaga moze byé punktem
wyjécia do konstrukcji odpowiednich testéw.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy wspélna wariancja o2 wszystkich zmiennych
losowych jest znana. Wtedy X ma rozktad normalny N (i, 0%/m), Y ma rozklad normalny
N(v,0%/n) oraz Y — X ma rozklad normalny N (v —p, (= + 1)o?). Jezeli hipoteza H jest

prawdziwa, to Y — X ma rozktad normalny N (O, (% + %)02), wiec obszarem krytycznym
testu na poziomie istotnosci « jest

{(X,Y): [X=V|>o0/L+1a 1 (1-2)}

1
n
W przypadku hipotezy HT obszar krytyczny ma postaé

{(X,)Y): Y -X>0 + 12,1,

3=

gdzie z, jest wybrane tak, zeby

(13) Po{Y - X>o0\ Lt +L12}<a gdypu>v,

przy czym P, , jest tacznym rozkladem préb Xy, Xo,..., X, , Y1,Ys,...,Y, , gdy pierw-
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sza préba pochodzi z rozktadu N (p,0?), a druga z rozktadu N (v, 0?). Poniewaz

o Vo X) - (p— N
PAV X >0/t Looy—p (X o von
o L1 o L1
=P f€> 20 — ——

gdzie £ jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym N(0,1) przy kazdym (u,v), wiec

sup Py Y =X >0/ +1 .2} = Pyoa){€ > za}

pvip>y

i warunek (13) bedzie speliony, gdy przyjmiemy z, = ®~1(1 — «).
Gdy wspélna wariancja o2 nie jest znana, analogiczna konstrukcja testéw opiera sie
na fakcie, ze w przypadku gdy hipoteza H jest prawdziwa, statystyka

Y - X mn(m+n — 2)
VIO, X YRV mn

ma rozklad ¢ Studenta o m+mn—2 stopniach swobody.

(14)

3.3. Przypadek dowolnych rozkladéw normalnych

Przypadek, gdy wariancje rozkladéw, z ktérych pochodza préby Xy, X, ..., X, oraz
Y1,Ys, ..., Y, , sa znane, chociaz by¢ moze rézne, jest trywialny: wystarczy zauwazy¢, ze
jezeli X1, Xa,..., X, jest proba z rozktadu N(u,0?) oraz Y1,Ys,...,Y, jest préba z
rozktadu N (v, 72), to réznica Y — X ma rozklad normalny N (v — p, %2 + 7).

Przypadek, gdy wariancje nie sg znane, jest skomplikowany (w literaturze znany
jest jako zagadnienie Behrensa—Fishera); problem konstrukeji odpowiednich testéw dla
hipotezy H lub H* nie jest w pelni rozwiazany. Typowy sposéb weryfikacji hipotezy H
przebiega wedlug nastepujacego algorytmu. Niech

s2/m
s2/m+s2/n

Si:Z(Xj*XF/(m*l), sz:Z(ijY)z/(n—l) oraz ¢ =

j=1 j=1

Hipoteze H : y = v odrzuca sie, gdy

| XZ—Y2 ’ >Viem—1,n-1,a),

gdzie « jest poziomem istotnosci testu oraz V(e,m — 1,n — 1, ) sa wartodciami krytycz-
nymi, stablicowanymi tak, zeby prawdopodobienstwo odrzucenia H, gdy jest ona praw-
dziwa, nie przekraczalo «. Nie bedziemy tego zagadnienia tutaj szerzej rozwijali. (Tablice
wartodci krytycznych V(e,m — 1,n — 1, «) sa tatwo dostepne.)
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4. Hipoteza o parametrze polozenia

Celem tej czesci wykladu jest przedstawienie testow nieparametrycznych na przykta-
dzie najstynniejszego chyba przedstawiciela tej grupy testéw, a mianowicie na przykladzie
testu Manna—Whitneya—Wilcozona (MW W). Ogdlnie méwiac, nieparametrycznym mode-
lem statystycznym nazywamy taki model statystyczny, w ktérym nie istnieje skonczenie
wymiarowa parametryzacja rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa, tzn. parametryzacja
za pomocg pewnego f € © C R* dla pewnego naturalnego k. Na przyktad modelem niepa-
rametrycznym jest model statystyczny (R, {Pp: F € F}), w ktérym Pr jest rozkladem
prawdopodobienstwa o dystrybuancie F' oraz F jest rodzing dystrybuant ciaglych.

Prezentowany dalej test MWW jest jednoczednie testem permutacyjnym lub ogdlniej
testem kombinatorycznym. Oto prosty przyklad znakomicie ilustrujacy idee. Niech X7,
Xs,..., X, bedzie ciagiem zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie z pewna ciagta
(nieznana) dystrybuanta F. Testujemy hipoteze H, ze jest to ciag niezaleznych zmien-
nych losowych. Jezeli testowana hipoteza jest prawdziwa, to statystyka pozycyjna jest
minimalna statystyka dostateczna. Rozklad warunkowy préby, pod warunkiem tej staty-
styki, nie zalezy od nieznanej dystrybuanty F: kazda permutacja statystyki pozycyjnej
jest jednakowo prawdopodobna i jej prawdopodobiefistwo (warunkowe) jest réwne (n!)~1.
Jezeli w eksperymencie losowym otrzymamy taki wynik X7, Xs,..., X, , ze X7 < X5 <
... < Xy, to sktonni bedziemy zakwestionowac hipoteze H, sktonni tym bardziej, im wigk-
sze bedzie n. Jezeli (n!)~! < a, to po zaobserwowaniu takiego wyniku do$wiadczenia, na
poziomie istotnosci o odrzucimy weryfikowana hipoteze H.

Po tych wstepnych uwagach przechodzimy do prezentacji testu MWW dla weryfikacji
hipotezy o parametrze polozenia w dwoch probach.

Przypusémy, ze préba Xy, X, ..., X,, pochodzi z rozkladu o dystrybuancie F), oraz
proba Y1,Ys, ..., Y, z rozkltadu o dystrybuancie F,,, przy czym

F#(l'):F({E—M), Fu(y):F(y_V)v

gdzie F' € F jest pewna (nieznana) ciagla dystrybuanta. Rozwazamy zagadnienie weryfi-
kacji hipotezy H: p = v lub, odpowiednio, hipotezy HT: u > v.

Oparcie testu na réznicy Srednich z prob jest teraz nie tylko teoretycznie nieuzasad-
nione (bo, nie zakladajac, ze rozklad F ma w ogdle warto$é oczekiwana, nie wiadomo,
co takie érednie reprezentuja), ale réwniez niepraktyczne, bo rozktad réznicy X —Y musi
zalezeé od rozkladu F' (a wiec réwniez wartosé krytyczna testu zalezalaby od F'), a ten
rozklad jest z zalozenia nie znany.

Pewien pomyst weryfikacji rozwazanych hipotez jest zawarty w tzw. teScie Man-
na-Whitneya—Wilcozona (MWW) (zwanym réwniez testem Wilcoxona lub, w pewnej
odmianie, testem Manna—Whitneya,).

Uporzadkujmy obie proby X, Xo,...,X,, oraz Y7,Y5,....Y, w jeden ciag nie-
malejacy (ze wzgledu na zalozenie o ciaglosci F', z prawdopodobienstwem 1 jest to ciag
$cidle rosnacy). Niech Ry, Ra,..., R, oraz S1,Ss,...,S, beda rangami (kolejnymi nu-
merami), odpowiednio, obserwacji Xy, Xo,...,X,, oraz Y7,Ys,...,Y,, w tej polaczonej
prébie. Jest oczywiste, ze duze wartodci statystyki W = 3", Sj (jest to tzw. ”suma rang
Y-kéw”) $wiadcza przeciwko hipotezie HT.
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Rozpatrzmy najpierw przypadek testowania hipotezy H™'. Zgodnie z ogélnymi zasa-
dami, zadanie polega na wyznaczeniu takiej wartodci krytycznej wy, »(a), zeby

(15) Py AW > wpn(o)} < dla wszystkich (i, v) takich, ze p > v.

Zauwazmy, ze
— dla kazdej liczby ¢ € R}

W(X13X27"'7X1’n7Y171/27"'7Yn) =
=WX1+e,Xo+c¢,.... Xm+e,Y14+¢,Ya+¢,..., Y, +¢);

— dla kazdej liczby ¢ > 0

W(X1, X2, ..., X, Y1, Yo,...,Y,) <
S W(Xl,XQ,...,Xm,Yl +c,Y2+c,...,Yn+c).

Zatem, jezeli y > v, to

P, {W(X1,Xs,...,.Xn,11,Y5,....Y,) >w} <
SPM7V{W(X17X27'~-aXm>Y1+(M_V)?Y2+(M_V)V'WYTL—"_(M_V)) >’U)}.

Ale jezeli Y7,Y5,...,Y, jest proba z rozkladu F,, to Y1 + (u—v), Yo+ (n—v),..., Y, +
(1 — v) jest préba z rozkladu F,, czyli

P, AW > w} <P, ,{W >w} dla wszystkich (p,v) takich, ze p > v.
Zatem warunek (15) mozna przepisaé¢ w postaci
(16) P, AW >w} < a dla wszystkich u € R*.

Wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci (16) jest prawdopodobiefistwem zdarzenia
losowego {W > w}, gdy obie préby pochodza z takiego samego rozkladu o pewnej ciaglej
dystrybuancie F'; oznaczmy to prawdopodobienstwo krotko przez Pr. Jest oczywiste, ze
najmniejsza liczba wy, , (), taka ze

(17) PF{W > wm,n(a)} < a,

jest warto$cia krytyczna testu hipotezy H™T, na poziomie istotnosci a.

Wyznaczenie wartosci wy, ,(c) we wzorze (17) nie nastrecza trudnosci. Przede wszyst-
kim zauwazmy, ze jezeli obie préby Xq, Xo, ..., X, oraz Y1,Ys,...,Y, pochodza z tego
samego rozkladu o ciaglej dystrybuancie F', to rozklad statystyki W nie zalezy od wy-
boru tego rozktadu F': kazda kombinacja m obserwacji X1, Xs,...,X,, i n obserwacji
Y1,Ys, ..., Y, jest jednakowo prawdopodobna, a wszystkich takich kombinacji jest (mnt")
Jezeli wéréd nich jest k(w) kombinacji takich, na ktérych warto$é statystyki W jest wigk-
sza od w, to

(")

(18) Pp{W > w} =
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Poniewaz zasada konstrukcji wartosci krytycznej wi, (o) jest wspdlna dla wszystkich
tzw. testow kombinatorycznych i poniewaz dla dokladnego uzyskania zalozonego poziomu
istotnosci potrzebna jest dodatkowa randomizacja, wyjasnimy wszystkie te kwestie prze-
prowadzajac szczegétowo konstrukcje testu MWW dla przypadku m = 4, n = 2 oraz
a = 0.2. Wszystkich mozliwych, jednakowo prawdopodobnych kombinacji mamy teraz
15; oto one (symbol "z” oznacza "jakas obserwacje z préby Xi, Xo,...,X,, , symbol
74 oznacza jakas obserwacje z préby Y7, Ys, ..., Y, , a ponadto przy kazdej kombinacji
podajemy warto$¢ statystyki W):

) z z z z y y 1
2) z x z y x y 10
3) z xz xz y y x 9
4) z xz y x x y 9
5) z z y xz y x 8
6) =z y z z x y 8
N  xy y x x T
8) = y z z y =z 7
9 y xz xz x x y T
10) 2 y 2 y  x 6
1) y =z 2 = y x 6
12) 2z y y 2 = zx 5
183) vy 2 =z y =z 5
4) y 2 y =z =« 4
) ¥y y 2 2 x x 3

Mamy wiec, na przyklad, Pr{W = 6} = 1—25, Pp{W <3} = %5, itp. Najmniejsza
2

wartodcia wy,2(0.2), spetniajaca warunek (17), jest 9; mamy bowiem Pr{W > 9} = % =
0.13, ale Pr{W > 8} = -t = 0.26. Testem na poziomie istotnosci a = 0.2 jest wiec test,
odrzucajacy hipoteze HT, gdy statystyka W przyjmie wartosé wieksza od 9. Rozmiar tego
testu wynosi 0.13. Obszar krytyczny tego testu sklada sie z takich prob Xi, Xo, ..., X,
in,Ys,,...,Y,, daktérych W € {10,11}.

W praktyce wartosci krytyczne odczytuje sie z odpowiednich tablic lub pakietéw
komputerowych.

Test o rozmiarze doktadnie réwnym zatozonemu poziomowi istotnosci mozemy skon-
struowaé w ten sposob, ze do obszaru krytycznego zaliczymy, oprécz punktow z przestrzeni
préby, takich ze W € {10, 11}, takze ” czesciowo” punkty, dla ktérych W = 9. W tym celu
wyznaczamy liczbe A, taka ze

Pp{W > 9} + X Pe{IW =9} = 0.20.

W rozwazanym przypadku jest to liczba A = 0.5. Testowanie przebiega w nastepujacy spo-
s6b: odrzucié HY, gdy W = 10 lub W = 11; gdy W = 9, rzucié monetg i zakwestionowaé
HT, gdy w wyniku tego rzutu otrzymamy orla. Jest to przyklad testu randomizowanego.
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5. Poréwnanie k $rednich (analiza wariancji)

Problem jest nastepujacy. Na podstawie k& prob

X1,17 X1,2; LR} Xl,nm
Xo1, Xoo, ..., Xaon,
Xk:,lv Xk,?a L} Xk,nka

pochodzacych, odpowiednio, z rozktadéw normalnych N (u1,02), N(u2,02), ..., N(ux,02),
nalezy zweryfikowaé hipoteze

(19) H:py=po=...= pg.

Taki problem pojawia si¢ w zastosowaniach na przyklad wtedy, gdy weryfikujemy
hipoteze, ze poziom jakiego$ wyrdznionego czynnika nie ma wpltywu na poziom badanego
zjawiska.

Niech

1
== Xij, i=12..k
n; <
7j=1

beda $rednimi z poszczegdlnych préb. Gdyby hipoteza H byla prawdziwa, wszystkie
érednie X;, i = 1,2,....,k, bylyby mniej wiecej takie same. Wydaje sie wiec rozsad-
nym przyjaé za statystyk(g testu jakas miare zréznicowania tych $érednich, np. ich wa-
riancje proporcjonalng do Z L(X; — X)?, gdzie X jest np. éredniag wszystkich $rednich
X; lub érednia WbZthleh ObbeI‘W&CJl Statystyka testowa mogtaby mie¢ réwniez postac
Zl X=X, Y — mediana érednich X;|, max{X;:4 = 1,2,...,k} — min{X,:
1= 1,2,...,k}, 1tp Za wyborem pierwszej z tych statystyk przemawia to, ze jest to
pewna forma kwadratowa obserwacji, wiec jej rozktad powinien by¢ jakim$ rozktadem
chi-kwadrat; gdyby taki fakt rzeczywiscie mial miejsce, utatwitoby to operowanie propo-
nowang, statystyka.

Nastepujace twierdzenie stanowi podstawe teoretyczna dla konstrukcji odpowied-
niego testu (przez rzA lub rz(A) oznaczamy rzad macierzy A).

TwIERDZENIE 1 (Cochrana-Fishera). Niech Z = (Z1, Za, ..., ZNn) T bedzie wektorem
losowym o rozktadzie normalnym N(0,1), gdzie I jest macierzq identycznosciowq. Niech,
dla i =1,2,....k, Z'A;Z bedg formami kwadratowymi, takimi Ze rz(A;) = n; i niech
777 = Zle ZTAZ. Wowczas: zmienne losowe ZTAZ, i = 1,2,...,k, sq¢ niezaleine i
m%j@, odpowiednio, rozklady chi-kwadrat o n; stopniach swobody wtedy i tylko wtedy, gdy
Zz’:l n; = N

D o w 6 d. Jezeli zmienne losowe ZTA;Z, i = 1,2,...,k, sg niezalezne i maja,
odpowiednio, rozklady chi-kwadrat o n; stopniach swobody, to ich suma ma rozktad
chi-kwadrat o Zle n; stopniach swobody. Poniewaz z zalozenia Zle Z'AZ =777, a
zmienna losowa Z” Z ma rozktad chi-kwadrat o N stopniach swobody , wiec Zle n; = N.
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Przypuéémy, ze Zle n; = N.
Poniewaz rzA,; = n;, wiec istnieje n; niezaleznych funkcji liniowych

b17121 —|—...—|—b17NZN

bp, 121+ -+ b, NN

takich, ze
ZTAZ =4+ 21+ A NN £t (Dp, 1 Z1 by N 2N

Niech B = (bi,j) - Mamy

ij=12,...,

k
> 2"AZ=17"B"ABZ,
i=1

gdzie A jest macierza diagonalng o warto$ciach +1 lub —1 na przekatnej. Z zalozenia
mamy
777 =7"BT ABZ,

gdzie wektor Z ma rozklad normalny N(0,I), a wiec réwnosé
z'z=2z"BTABz

zachodzi dla (prawie) wszystkich wektoréw z € RY. Moze tak byé wtedy i tylko wtedy,

gdy
BTAB=1

Stad wynika, 7 rz(B) = N. Zatem A = (BT) 'B~! = (BBY)™'. Macierz BB”,
rzedu N, jest dodatnio okreSlona, wiec wszystkie elementy diagonalne macierzy A sa
réwne +1, czyli BBT =1, skad wynika, ze B jest macierza ortonormalna. Zatem sktadowe
V1,Va,..., VN wektora V = BX s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie N(0,1). Poniewaz z konstrukcji

Z'AZ =V 4. 4V

ZTAZ=V?  +... +V]

nit+nsz

wiec ZTA;Z, i = 1,2,...,k, sa niezalezne i maja, odpowiednio, rozklady chi-kwadrat o
n; stopniach swobody. O

Wykorzystamy teraz to twierdzenie w rozwazanym przez nas problemie poréwnania
k érednich.
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Niech Y;‘,j = (Xi’j — /LZ‘)/U 1 niech Y = (Yl,h YLQ, ey }q’nUYQ}l, ey Yk’nk)T. Niech
Yo=Y, i=1,2,...,k Niech ¥ = 0 nV;/N =0 37" V; /N . Oczywi-
$cie Y ma rozklad normalny N(0,I). Poniewaz

k  n; k  n;
YIY =33 vE =33 (Vi -Vt ViV +Y)’,

i=1 j=1 i=1 j=1
wiec
k ng k
(20) YIY =) N (Vi -V ) (Vi —Y)P 4+ NV
i=1j=1 i=1
Mamy
Uz
> (Yi; —Y)?=YTBIB;Y,
j=1
gdzie B; jest macierzg stopnia N x N o wyrazach, ktére dla p,q = 1,2,...,n; s réwne
1— 1 d =
n; . gdyp=gq
b’n1+n2+~~‘Jrnz‘f1+p,n1+n2+~..+ni71+q = 1
—7; gdy p # ¢,

i sa réwne zeru poza tym. Latwo obliczamy, ze rz(B;) = n; — 1. Zatem pierwszy sktadnik
po prawej stronie wzoru (20) jest suma k form kwadratowych rzedu, odpowiednio, ny —1,
ng—l,...,nk—l.

Drugi sktadnik po prawej stronie wzoru (20) jest kwadratem dlugosci wektora

- - - = = —\T
(VY1 =Y),ynz (Y2 =Y),...,y/ne(Y, = Y)) =CY,
gdzie C jest macierza stopnia k x N o wyrazach
‘ﬁn,,(%— ), edyp=1.2,....k q=Ny+1,N,+2,...,N, +n,,
C =
P-q _\/@

N W p.p.,

przy czym N, = O0dlap =1, Ny, =n; +na+ ... +np,—1 dlap = 2,3,..., k. Latwo
obliczamy, ze rz(C) = k — 1. Forma kwadratowa N-Y?2 jest oczywiscie rzedu 1.
Otrzymali$my wiec, ze YTY (por.wzér (20)) jest sumag k form kwadratowych rzedu
ny —1,nyg —1,...,n; — 1, formy kwadratowej rzedu k — 1 i formy kwadratowej rzedu 1.
Poniewaz Zle(ni —1)+(k—1)+1= N, na mocy twierdzenia Cochrana—Fishera wnio-
skujemy, ze te formy kwadratowe sa niezaleznymi zmiennymi losowymi i maja rozklady
chi-kwadrat z liczbami stopni swobody réwnymi ich rzedom. W szczegdlnosci

k k
(21) YonilTi -V = 5 Y m( - X)?

ma rozklad chi-kwadrat o k — 1 stopniach swobody.



6. Poréwnywanie testéw. Teoria Neymana—Pearsona 59

Jezeli wariancja o2 jest znana, to wielkoéé po prawej stronie wzoru (21) jest staty-
styka z préby. Duze wartodci tej statystyki swiadcza przeciwko weryfikowanej hipotezie.
Odpowiednia dla zalozonego poziomu istotnosci o € (0,1) wartosé krytyczna tej staty-
styki znajdujemy w tablicach rozkladu chi-kwadrat o k—1 stopniach swobody.

Jezeli wariancja o2 nie jest znana, wielko§é (21) nie jest statystyka z proby. Zauwazmy
jednak, ze — gdy weryfikowana hipoteza jest prawdziwa — pierwszy skladnik po prawej
stronie wzoru (20), a mianowicie

k Uz

k  n;
(22 DD - V= 5 YD (X - X)?

i=1 j=1 i=1 j=1

jest zmienna losowa o rozkladzie chi-kwadrat o N —k stopniach swobody, niezalezna od
zmiennej losowej (21). Tloraz tych dwéch zmiennych losowych

zflmm X)?/(k - 1)

23 Fr_1n_ —
2 T S S (X — Xa)? /(N — k)

nie zalezy od zadnego nieznanego parametru i jest statystyka o rozkladzie F' Snedecora
o (p, q) stopniach swobody (por. zadanie 13 w wykladzie 1). Test hipotezy H, na poziomie
istotnosci «, odrzuca H, gdy Fy_1,nv—k > F(ajk —1,N — k), gdzie F(«;p, q) oznacza
kwantyl rzedu (1 — «) rozkladu F' Snedecora (tablice kwantyli tego rozkladu sa tatwo
dostepne).

Opisana wyzej procedura testowa jest pewnym szczegdlnym przypadkiem procedur
rozwazanych w tzw. analizie wariancji. Nazwa pochodzi stad, ze we wzorze (20) warian-
cja wszystkich obserwacji X7 1, X12,..., Xk pn,, réWna —XTX X2, zostaje roztozona
("analiza”) na sume wariancji " wewnatrzprobkowej” = Zi:l Ej:l(XZJ — X;)? i warian-
¢ji "miedzyprébkowe;j” % Zle ni(X; — X)2. Z tego punktu widzenia skonstruowany test
moze by¢ interpretowany réwniez w nastepujacy sposob: hipoteza H o rownosci $rednich
zostaje odrzucona, gdy ”wariancja miedzyprébkowa jest duza na tle wariancji wewnatrz-
prébkowej”.

6. Porownywanie testow. Teoria Neymana—Pearsona

6.1. Wprowadzenie

Rozpatrzmy nastepujace zadanie. Pewna zmienna losowa X ma rozklad normalny
N(p,1) o nieznanej éredniej p i chcemy zweryfikowaé hipoteze H : p = 0. Przyjmijmy
poziom istotnosci a = 0.05.

Oto trzy rozne testy tej hipotezy.

1. WeZmy pod uwage statystyke T7(X) = X. Duze dodatnie wartosci tej statystyki
oczywiscie przecza hipotezie. Latwo sprawdzamy, ze odpowiednia warto$é krytyczna jest
réwna t1(a) = ®~1(1—a) = 1.645. Test oparty na statystyce T} odrzuca hipoteze H, gdy
T1(X) > t1(«).
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2. Wezmy pod uwage statystyke T»(X) = | X|. Teraz réwniez jest oczywiste, ze duze
wartodci tej statystyki kwestionuja hipoteze H. Test odrzuca te hipoteze, gdy To(X) >
ta(a), gdzie to(ar) = @711 — &) = 1.960.

3. Wykonajmy rzut regularng kostka dwudziestoécienng o $cianach ponumerowanych
kolejnymi liczbami 1,2,...,20 i niech T3 bedzie liczba zaobserwowana w wyniku tego
rzutu. Uméwmy sie, ze odrzucamy H, gdy T5 = 1 (w tym tescie nie wykorzystujemy
obserwacji X).

Wszystkie trzy testy sa testami na poziomie istotnoéci a = 0.05, wiec kazdy z nich
rozwiazuje postawione zadanie. Ktory z nich robi to lepiej?

Jest oczywiste, ze bez wprowadzenia nowych elementéw do naszych rozwazan nie
potrafimy odpowiedzie¢ na to pytanie. Oto jeden ze sposobéw wprowadzenia tych nowych
elementéw.

Przypu$émy, ze rozwazana zmienna losowa ma rozklad normalny N(u,1) z pewna
$rednig p # 0. Wtedy hipoteza H jest falszywa. Kazdy z testéw 17, To, T3 odrzuca hipoteze
H, gdy jest ona prawdziwa, z prawdopodobienstwem « = 0.05. Naturalne byloby uznaé
za lepszy ten z nich, ktéry z wiekszym prawdopodobienstwem odrzuca H, gdy p # 0
(tzn. gdy H jest falszywa). Odpowiednie prawdopodobiefistwa odrzucenia H przez testy
T1,T5,T3 w przypadku p = 2 wynosza 0.639,0.515 oraz 0.05, wiec gdybyémy chcieli z
mozliwie duzym prawdopodobienstwem odrzucaé¢ H, gdy p = 2, powinnismy za najlepszy
sposérod trzech rozwazanych testow uznaé test oparty na statystyce T7. Powstaje pytanie,
czy mozna skonstruowad jeszcze lepszy test ?

Odpowiednie prawdopodobienstwa dla pn = —2 wynosza 0.0013, 0.516 oraz 0.05. Teraz
nasz wybor padiby na test Th. Czy mozna skonstruowac test, ktory bylby jednostajnie
najlepszy (tzn. naglepszy jednoczesnie dla wszystkich p # 0) ?

Sformutujemy to dokladniej i ogdlnie;j.

Weryfikowana hipoteza H specyfikuje pewna rodzine rozkladéw {Py: 6 € Oy } zmien-
nej losowej X; przestrzen préby oznaczamy, jak zwykle, przez X.

Test hipotezy H bedziemy utozsamiali z funkcja ¢ : X — [0,1] przy nastepujacej
interpretacji: jezeli ¢(x) = 1, to zaobserwowanie wartosci € X pociaga za soba od-
rzucenie weryfikowanej hipotezy H; zaobserwowanie wartosci x € X takiej, ze ¢(z) = 0
nie daje podstaw do kwestionowania hipotezy; jezeli ¢(x) € (0,1), uruchamiamy dodat-
kowy mechanizm losowy, niezalezny od X, i z prawdopodobiefistwem ¢(z) odrzucamy H.
Tak skonstruowany test ¢ nazywamy testem randomizowanym. Test ¢ o warto$ciach w
zbiorze {0,1} nazywamy testem nierandomizowanym lub po prostu testem; wtedy zbidr
{z € X: ¢(x) = 1} jest zbiorem krytycznym (lub obszarem krytycznym) testu.

Ustalmy liczbe o € (0,1). Testem hipotezy H na poziomie istotnosci o nazywamy
kazdy test ¢ taki, ze

(24) Eg(b(X) <a (V0 € ®H>

W przypadku testu nierandomizowanego Ep¢p(X) jest po prostu prawdopodobiefistwem
odrzucenia hipotezy H, a warunek (24) orzeka, ze to prawdopodobienstwo ma byé nie
wigksze niz «, ”"gdy hipoteza H jest prawdziwa’. Liczba sup{Fy¢(X): 6 € Oy} nazywa
sie rozmiarem testu.

Btad polegajacy na odrzuceniu hipotezy H, gdy jest ona prawdziwa, nazywa sie
bledem pierwszego rodzaju. Funkcja Fgd(X) przypisuje kazdemu 6 € ©y prawdopodo-
bienstwo btedu pierwszego rodzaju.
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Wezmy pod uwage jeszcze jedna rodzine rozkladéw {Py: 8 € Ok} na przestrzeni
proby X. Hipoteze K : 0 € Ok bedziemy nazywali hipotezq konkurencyjng lub hipotezg
alternatywng .

Niech ¢ i ¢ beda dwoma testami na poziomie istotnosci o. Powiemy, ze test ¢ jest
mocniejszy niz test v, jezeli

(25) {EW(X ) > Egto(X) V0 € O,

Epp(X) > Egp(X) dla pewnego 6 € O .

Jest oczywiste, co przy takim porzadkowaniu testéw oznacza pojecie test najmocniejszy
lub test jednostajnie najmocniejszym. Dla testu jednostajnie najmocniejszego bedziemy
uzywali skrétu test JNM.

Funkcje O 3 0 — Ep¢d(X) nazywamy funkcjg mocy lub krocej mocg testu ¢. Wiel-
kos$é Ep¢p(X) opisuje prawdopodobienstwo odrzucenia weryfikowanej hipotezy H, gdy roz-
wazana zmienna losowa ma faktycznie rozklad Py, 6 € O, a wiec gdy hipoteza H jest
falszywa. Blad polegajacy na nieodrzuceniu weryfikowanej hipotezy H, gdy jest ona fal-
szywa, nazywa si¢ bledem drugiego rodzaju, a prawdopodobienstwo tego bledu jest réwne
1-— E9¢(X), 0 €Ok.

Problem konstrukcji testu JNM moze byé¢ efektywnie rozwigzany tylko w niewielu
sytuacjach. Podstawowy lemat Neymana—Pearsona (paragraf 5.2) dotyczy sytuacji, gdy
H i K s3 hipotezami prostymi. Stosunkowo tatwo mozna skonstruowacé test JN M dla tzw.
hipotez jednostronnych w modelu statystycznym z rodzing rozktadéw {Py: 6 € R'} o mo-
notonicznym ilorazie wiarogodnosci (paragraf 5.3). Czasami udaje si¢ skonstruowaé testy
JNM w pewnych wezszych klasach testow, ale tego zagadnienia nie bedziemy rozwijali.

W bardziej realistycznych (a wiec i matematycznie bardziej zlozonych) sytuacjach
konstruuje sie (juz prawie od stu lat) rézne testy na drodze rozwazan heurystycznych
(por. testy istotnosci w poprzednich paragrafach 2, 3 1 4). Takie testy poddaje sie réznego
rodzaju badaniom (np. symulacyjnym) i w koncu dla konkretnego zagadnienia wybiera sie
test, ktory wydaje si¢ najlepszy. O konstrukeji testow opartych na koncepcji wiarogodnosci
powiemy w wyktadzie piatym.

6.2. Podstawowy lemat Neymana—Pearsona

Rozwazamy najpierw przypadek testowania prostej hipotezy H przeciwko prostej
hipotezie alternatywnej K.

TWIERDZENIE 2 (podstawowy lemat Neymana—Pearsona). Niech Py i Py bedg roz-
ktadami prawdopodobieristwa i niech fo i fi bedq gestosciami tych rozkladdw (wzgledem
pewnej ustalonej miary ). Niech « € (0,1) bedzie ustalong liczbg.

(a) (Istnienie testu). Istniejg stale t i+ takie, Ze
L gdy fi(z)>tfo(x),

(26) p(x) =97  9dy fi(z)=tfo(w),
07 gdy fl(x) < tf0($)7
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jest testem hipotezy H : Py przeciwko hipotezie K : Py, na poziomie istotnosci o, tzn.
testem takim, Ze

(27) Eyd(X) = av.
(b) (Dostatecznosé). Jezeli test ¢ spelnia warunek (27) i dla pewnego t warunek

L, gdy fi(z) > tfo(z),
07 gdy fl(x) < th(x)v

to ¢ jest testem nagmocniejszym dla testowania H przeciwko K na poziomie istotnosci o.

(28) o) = {

(c) (Konieczno$é). Jezeli ¢ jest testem najmocniejszym na poziomie istotnosci a dla
testowania H przeciwko K, to dla pewnego t speinia on warunek (28).

Dowod.
Ad (a). Zdefiniujmy funkcje

fi(@)
T((,C) _ f()(x)’ gdy fo(ﬂf) > Oa
+00, gdy fO(x) = Oa

i wezmy pod uwage ogon dystrybuanty statystyki T(X), gdy X ma rozklad Py:
a(t) = P{T(X) > t}.

Z definicji zmiennej losowej T' i z wlasnosci dystrybuanty wynika, ze dla kazdego « € (0,1)
istnieje t* takie, ze
at™) <a<alt* —0).

Poniewaz a(t* — 0) = a(t*) wtedy i tylko wtedy, gdy Po{T(X) = t*} = 0, tzn. wtedy i
tylko wtedy, gdy Po{f1(X) = t*fo(X)} = 0, wiec mozemy zdefiniowaé

1, gdy fi(z) > 1" fo(x),
o) = { By () = fo(o)
0, gdy fi(z) <t"fo().
Poniewaz wtedy
a — at*)

Eop(X) = Po{f1(X) > " fo(X)} +

a(t —0) —a(r) P =R

(a(t* —0)— a(t*))

a — at)
a(t* —0) — a(tY)

zatem tak skonstruowany test ¢ spelnia warunki (26) i (27).
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Przypomnijmy, ze warto$é t* jest okrelona z warunku «(t*) < a < a(t* — 0). Jest
ona okredlona jednoznacznie poza przypadkiem, gdy «(t) = « na pewnym przedziale
[t',t""]. Taki przedzial mozna jednak wylaczyé¢ z naszych rozwazan z uzasadnieniem, ze
oba rozwazane rozklady Py i P, przypisuja mu zerowe prawdopodobienstwo. Wynika to
z nastepujacego rozumowania. Zapiszmy warunek

Po{t' <T(X)<t"} =0

w postaci

/ fol@)p(dz) = 0.
{z:t/ <T(x)<t"}

Funkeja fo(x) nie moze byé réwna zeru na zbiorze catkowania, bo dla fo(z) = 0 mamy
T(x) = +oo, wiec przedzial [¢',t”] musialby mieé postaé [t', +00), a a(t) na takim prze-
dziale, gdyby bylo stale, musialoby by¢ réwne zeru. Skoro fo(x) > 0 na zbiorze catkowania,
to p{x:t' <T(x) <t"} =0, czyli réwniez Pi{z:t' <T(z) <t"} =0.

Ad (b). Niech ¢ bedzie testem spemiajacym (27) i (28) i niech ¢* bedzie innym
testem takim, ze

Epd*(X) < au
Mamy

(29) E1¢( ) E1¢

(2)) fr(@)u(dz) =

(6(z) = ¢"(2)) fr(x)u(dz) +

/w é(x)>¢*(2)}

’ / (6(2) = ¢ (2)) fr(2)u(dz).
{w:0(x)<¢* (2)}

Jezeli ¢(x) > ¢*(x), to musi by¢ ¢(x) > 0, ale wtedy z definicji testu ¢ musi by¢ fi(z) >
tfo(x), wiec pierwsza calka po prawej stronie wzoru (29) jest nie mniejsza od

‘ / (6(z) — 6" (2)) folx)u(dz).
{z:¢(x)>¢*(x)}

Analogicznie, na zbiorze {z: ¢(x) < ¢*(x)} musi byé ¢(z) < 1, czyli fi(z) < tfo(z).
Wynika stad, ze druga z tych catek jest nie mniejsza od

of (6(a) ~ " &) folan(da),
{z:p(@)<¢*(x)}
czyli
Ei¢(X)— Ei9"(X)>t- / (o(x) — ¢ (2)) fola)p(dx)

=t (Bod(X) — Eo¢*(X))
=t (a— Ey¢*(X)) > 0.

Zatem test ¢ jest co najmniej tak mocny, jak dowolny test ¢*.
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Ad (c). Niech ¢ bedzie testem najmocniejszym na poziomie « i niech ¢* bedzie
testem o tym samym rozmiarze, spelniajacym warunek (28). WeZzmy pod uwage zbiér

C=A{z:o(x) # ¢"(x), fr(x) # tfo(x)}.

W celu udowodnienia tezy mamy wykazaé, ze u(C) = 0.

Rozumujac jak w dowodzie tezy (b), stwierdzamy, ze na zbiorze C iloczyn

(0" () = 6(@)) (f1(x) — tfo(x))

jest dodatni (bo gdy f1 >t fo, wtedy z zalozenia mamy ¢*=1, wiec musi by¢ ¢*(x) —¢(x) >0,
a gdy f1 < tfo, wtedy ¢* = 0 i musi by¢ ¢*(x) — ¢(x) > 0), czyli

/wwmwwmmm4mmmw:
:[xw@ﬁfﬂwﬂﬁ@%%h@DMm)>0,g@uKU>Q

Ale wtedy

‘/wWM—¢@»ﬁ@mu@>y/@%m—¢m»ﬁ@mmm=m

skad wynika, ze ¢* jest mocniejszy od ¢, whrew zalozeniu, czyli musi byé¢ u(C)=0. O

Lemat Neymana—Pearsona sugeruje, ze konstrukcja testu najmocniejszego powinna
przebiegaé¢ w ten sposob, aby do obszaru krytycznego tego testu zalicza¢ punkty o najwiek-
szej wartosci ilorazu f1(z)/ fo(z) dopéty, dopoki prawdopodobiefistwo Py tego obszaru nie
przekroczy zalozonego poziomu istotnoéci. Ilustrujemy to nastepujacym przyktadem.

Przyktad 1. W nastepujacej tabelce podano gestosci dwéch rozkladow: rozkladu
dwumianowego B(10;0.1) 1 Poissona P(1):

, P(1)
x  B(10;0.1)  P(1) B{10:0T)
0 0.34868 0.36788  1.05506
1 038742  0.36788  0.94956
2 019371 0.18394  0.94956
3 0.05739  0.06131  1.06830
4 001116 0.01533  1.37366
5 0.00149  0.00307  2.06040
6 0.00014 0.00051  3.64286
7 0.00001 0.00007 7
8  0.00000 0.00001  + oo
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W celu weryfikacji hipotezy H : B(10;0.1) wobec hipotezy alternatywnej K : P(1), do
obszaru krytycznego bez watpienia nalezy zaliczy¢ {8,9,...}. Wlaczajac kolejno dalsze
punkty o najwiekszych wartosciach ilorazu P(1)/B(10;0.1), otrzymujemy

obszar krytyczny K Py{X €K} Px{X eK}

{z:2>8) 0 0.00001
{z:2>7} 0.00001 0.00008
{z:2> 6} 0.00015 0.00059
{z:2>5) 0.00164 0.00366
{z:2>4) 0.01280 0.01899
{z:2 >3} 0.07019 0.08030
{z:2>3}U{zr:z=0} 0.41887 0.44818
X 1 1

Test nierandomizowany na poziomie istotnosci a = 0.05 ma postac

1, gdy © >4,
o) = {O, gdy x < 4.
Rozmiar tego testu wynosi 0.01280.
Dobierajac v tak, zeby

czyli v = 0.6482, otrzymujemy test na poziomie istotnosci 0.05 i o rozmiarze 0.05:

1, gdy x > 4,
o(x) = { 0.6482, gdy x = 3,
0, gdy © < 2.
Jest to test najmocniejszy na poziomie istotnosci a« = 0.05, ale jego moc jest réwna

tylko 0.05873. Oznacza to, ze prawdopodobienistwo nie odrzucenia weryfikowanej hipotezy
H:B(10;0.1), gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna K : P(1), wynosi az 0.94127. &

Ten przyktad poucza, zeby pojecia ”test najmocniejszy” nie traktowaé zbyt optymi-
stycznie: "najmocniejszy” nie musi bowiem oznaczaé tego, co w potocznych zastosowa-
niach chcielibyémy rozumieé¢ jako ”"mocny” lub choéby ”zadowalajaco mocny”.

Odnotujmy nastepujacy wniosek z lematu Neymana—Pearsona.

WNIOSEK 1. Jezeli 3 jest mocq najmocniejszego testu na poziomie o € (0,1) dla
testowania H: Py wobec K: Py, to 3 > «, chyba ze Py = P;.

D o w 6 d. Test ¢(z) = « jest testem na poziomie istotnosci « i moc tego testu
jest réwna «, a wiegc moc [ testu najmocniejszego musi spelniaé¢ nieréwnosé [ > «.
Przypusémy, ze § = a. Wtedy test ¢(z) = « jest testem najmocniejszym, a poniewaz
jako test najmocniejszy musi spelnia¢ warunek (28) wiec, wobec tego ze « € (0, 1), musi
by¢ fo(x) = tfi(z) dla pewnego t. Ale skoro fo i fi sa gestoSciami, to musi byé t = 1,
czyli Py = Py. O
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6.3. Testy JNM w modelach z monotonicznym ilorazem wiarogodno$ci

Rozpatrujemy model statystyczny (X,{Py: 0 € ©}), w ktérym © jest pewnym prze-
dzialem na prostej. Zakladamy, ze rozklady Py maja gestosci pp (wzgledem pewnej ustalo-
nej miary p). Méwimy, ze {Py: 6 € O} jest rodzing rozkladdw z monotonicznym ilorazem
wiarogodnosci, jezeli istnieje taka funkcja T'(x), ze jezeli ' > 0, to iloraz py: (x)/pe(x) jest
niemalejaca funkcja T'(x). Pojecie "wiarogodno$é” komentujemy w wykladzie piatym, a
na razie umoéwmy sie, ze "tak si¢ mowi”.

Przyktad 2. Rodzina {py(z) = (7)0"(1 — 6)"~": 0 < 6 < 1} jest rodzing z monoto-

x

nicznym ilorazem wiarogodnosci. ]

Przyktad 3. Rodzina rozkladéw jednostajunych {U(0,0) : 6 > 0} jest rodzing z
monotonicznym ilorazem wiarogodnosci. [ |

Przykltad 4. Wazna i obszerna klase rodzin z monotonicznym ilorazem wiarogod-
nosci stanowia jednoparametrowe rodziny wykladnicze z gestosciami

po(x) = exp{c(0)T(x) — b(0)} - h(x). [ ]

W modelach statystycznych z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci istnieja te-
sty JNM dla weryfikacji jednostronnych hipotez ztozonych postaci H : 8 < 6y wobec
(zlozonych) alternatyw K : 0 > 6p; charakteryzacje takich testéw podaje nastepujace
twierdzenie.

TWIERDZENIE 3. Niech 0 bedzie parametrem rzeczywistym, a zmienna losowa X niech
ma gestosé prawdopodobienistwa pg(xz). Niech {po(z): 0 € R} bedzie rodzing rozkladéw z
monotonicznym ilorazem wiarogodnosci wzgledem T'(x). Niech o € (0,1) bedzie ustalonym
poziomem, istotnosci.

(a) Dla testowania hipotezy H : 0 < 0y, przy alternatywie K : 0 > 0y, istnieje test
JNM, okreslony w nastepujgcy sposob:

1, gdy T(z)>C,
(30) o) =497 gdy T(z)=C,
0, gdy T(z)<C,

gdzie stale C i~y sq wyznaczone z warunku

(31) Epyp(X) = a.
(b) Funkcja

(32) B(0) = Egd(X)

jest $cisle rosngea w kazdym punkcie 0, w ktérym 5(0) < 1.
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(c) Dla kazdego 0’ test okreslony warunkami (30) i (31) jest testem JNM dla testo-
wania H' :0 < ¢ przy K':0 > 0', na poziomie istotnosci o/ = B(6').

(d) Dla dowolnego 6 < 6y test ten minimalizuje 3(0) (prawdopodobiernstwo bledu
pierwszego rodzaju) wéréd wszystkich testéw spelniajgcych warunek (31).

Dowéd.

Ad (a) i (b). Rozwazmy najpierw prosta hipoteze Hp:6 = 0y i prosta alternatywe
H,:0 = 0,, dla pewnego ustalonego 61 > 6.

Niech ¢ bedzie testem najmocniejszym dla weryfikacji Hy wobec H;. Na mocy pod-
stawowego lematu Neymana—Pearsona ten test ma postaé (26), gdzie fo = pg, oraz
fi = po,. W rodzinie rozkltadéw z monotonicznym ilorazem wiarogodno$ci warunek
po,(x)/po,(x) > t jest réwnowazny z warunkiem 7T'(z) > C, przy odpowiedniej statej C, a
wiec test ¢ ma postaé (30) i spelnia warunek (31).

Wezmy dowolne 6',6” € R! (¢’ < 0”) i niech o/ = Ep¢(X). Z tezy (b) podstawo-
wego lematu Neymana—Pearsona wynika, ze ¢ jest rowniez testem najmocniejszym dla
testowania hipotezy H':0 = 6’ wobec K':0 = 0" na poziomie istotnodci o’. Teraz teza (b)
wynika z wniosku 1.

Oznaczmy przez Ky, klase wszystkich testéow 1, takich ze

Ep,p = a,
oraz przez K<g, klase wszystkich testéw 1), takich ze
Eotp < a dlad < 6.
Ze wzgledu na monotonicznosé funkcji mocy mamy
Egp < Ep,¢ dla 8 < b,

wiec test ¢ jest testem na poziomie istotnosci « takze dla rozszerzonej hipotezy H:6 < 6.
7 konstrukcji ¢ jest testem najmocniejszym dla weryfikacji Hy:0 = 6y wobec H;:0 = 64,
wiec

Eop ¢ > Ep vy Y€ Ky,,

ale wobec tego, ze K<y, C Kp,, mamy réwniez
Ep ¢ =2 Eg, ¢ V9 € K<y,

wiec ¢ jest testem najmocniejszym dla H : 0 < 6y wobec Hy : § = 6. Poniewaz ¢ nie
zalezy od wyboru 6y > 6, jest to test JNM dla H:0 < 6y wobec K:0 > 0.
Ad (c). Teze (c) dowodzi sie analogicznie, biorac za punkt wyjscia hipoteze 6 < 6’
wobec 6 > 0’ i jako poziom istotno$ci moc skonstruowanego wyzej testu w punkcie § = 6.
Ad (d). Wystarczy zauwazy¢, ze 1 — (3(0) jest moca testu JNM hipotezy H:0 > 6,
wobec K :0 < 6y, na poziomie istotnoéci 1 — a. O
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WNIOSEK 2. Jezeli {Py: 6 € O} jest rodzing wykladniczq o gestosciach

po(x) = exp{c(0)T (x) — b(0) }h(x)

i jezeli c(0) jest funkcjq Scisle rosngcq, to test JNM hipotezy H:0 < 0y wobec K :0 > 6
ma postaé

1, gdy T(zx)>C,
p(x) =4, gdy T(x)=C,
0, gdy T(z)<C,

gdzie C i vy sq wyznaczone z warunku, zZe Eg,¢(X) = a.

Jezeli ¢(0) jest funkcjg Scisle malejacq, to w definicji testu ¢ znaki nierdwnosci zmie-
niajqg sie na przeciwne. O

Przykltad 5. Niech X, Xo,...,X,, bedzie préba z rozkladu normalnego N(u,1).
Weryfikujemy hipoteze H : n < 0 wobec hipotezy alternatywnej K : pu > 0, na poziomie
istotnosci « € (0, 1).

Poniewaz

n
fu(mla T2, .- 7xn) = (277)_5 exp {/J’ . in - %/’(‘2} . e—EI?/Q,
i=1

wiec mamy do czynienia z jednoparametrowa rodzing wykladnicza z funkcja c(u) = p
oraz T(x1,%2,...,2,) = Y., x;. Zatem test JNM ma postaé

1, gdy Y, x;>C,
plx) =97 edy Y, zi=0C,
0, gdy > a;<C.

Poniewaz P,{> ., X; = C} = 0, test redukuje sie do postaci

1, gdy Y0 2 >C,
o(x) = n
07 gdy § :i:1 T < Ca

gdzie C' wyznacza si¢ z warunku, zeby Eqd(X) = a.

Poniewaz Y, X; ma rozklad normalny N (nu,n), wiec

C—nu)

Eu(X)=P{) _Xi>Ct=1-9(
i=1 v
Z warunku Eqp(X) = a otrzymujemy C' = /n®~1(1 — a). Dla mocy testu ¢ mamy

Bl =1-2(@7(1 ) — uy/n).

Jest to funkcja Scisle rosnaca, przy czym ((0) = «, f(u) — 0, gdy p — —o0, oraz
B(p) — 1, gdy p — +oo. u
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6.4. Przyklad, gdy test JNM nie istnieje

Niech zmienna losowa X ma rozklad normalny N(u,1), p € R, i niech zadanie
polega na weryfikacji hipotezy H : u = 0 wobec hipotezy alternatywnej K : u # 0. Ro-
dzina {N(u,1): p € R'} jest rodzing z monotonicznym ilorazem wiarogodnoéci. Test
najmocniejszy na pewnej hipotezie alternatywnej pu > 0 ma moc, ktéra na kazdej hipo-
tezie alternatywnej p < 0 ma moc mniejsza od «, wiec jest na kazdej takiej hipotezie
dominowany np. przez test staly ¢ = a.

7. Zadania

1. Préba X1, X, ..., Xg pochodzi z pewnego rozkladu o ciagglej dystrybuancie G. Tes-
tem Kolmogorowa weryfikujemy hipoteze, ze G jest rozkladem wykladniczym o gestoSci
flx) = 26_2I1(0,00)(:L‘). Podaé dokladnie algorytm testowania tej hipotezy na poziomie
istotnosci o = 0.01 (wartos¢ krytyczna testu odczytaé w odpowiedniej tablicy).

2. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny U(0, ), 6 > 0. Dla weryfikacji hipotezy
H : 0 < 6y skonstruowac test istotnosci na poziomie istotnosci «, oparty na minimalnej
statystyce dostatecznej z proby X1, Xo,..., X, .

3. Préba X1, Xs,...,X,, pochodzi z pewnego rozkladu o dystrybuancie Fs(x) =
F(xz —¢), gdzie F jest pewna dystrybuanta ciagla, a préba Y1,Ys,...,Y, pochodzi z
rozkladu o dystrybuancie F. Proby sa niezalezne. Hipoteze H : § < 0 weryfikujemy w
nastepujacy sposob. Zliczamy liczbe S elementéw w probie X1, Xs, ..., Xy, , wiekszych od
wszystkich elementéw proby Y1, Ya, ..., Y, . Hipoteze H kwestionujemy, gdy S > s, gdzie
s jest wartoscia krytyczna testu wybrana tak, zeby test mial zalozony poziom istotnosci
«. Wyznaczyé s. Podac test dla przypadku m = n =5 oraz a = 0.01.

4. Na podstawie pojedynczej obserwacji X weryfikuje sie hipoteze H : "X ma rozklad
normalny N(0,1)” przeciwko hipotezie alternatywnej K : ”X ma rozklad Laplace’a o

gestosci %e’m, r e R,
Skonstruowaé najmocniejszy test na poziomie istotnosci « € (0, 1).

5. W celu zweryfikowania hipotezy, ze nieznane prawdopodobienistwo sukcesu jest
mniejsze od %, wykonuje sie 20 niezaleznych proéb i hipoteze odrzuca sie, gdy liczba sukce-
sow jest wigksza lub réwna 12. Wyznaczy¢ funkcje prawdopodobienistwa bledu pierwszego
rodzaju i funkcje prawdopodobienistwa bledu drugiego rodzaju.

6. Niech X1,Xo,...,X, bedzie préba z rozkladu normalnego N(u,1). Weryfikuje
sie hipoteze, ze u = 0, za pomoca testu z obszarem krytycznym {(xi,z2,...,%,) :
Vi |30 @) > 2}, Obliczyé rozmiar testu. Naszkicowaé wykres funkcji mocy tego
testu dla p € RL.

7. Jezeli przestrzen proby jest zbiorem euklidesowym, a rozklady Py i P, maja ges-
tosci wzgledem miary Lebesgue’a, to przy kazdym poziomie istotnosci o € (0,1), dla
testowania H : Py wobec K : P istnieje najmocniejszy test nierandomizowany. (Skorzystaé
z nastepujacego lematu Halmosa: niech f > 0, fA f(z)dx = a; wtedy dla kazdego b € [0, a]
istnieje zbiér B C A taki, ze [ f(x)dz =1b.)
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8. Niech X1, Xo,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o roz-
kladach N(u;,1), u; € RY, i = 1,2,...,n. Weryfikuje si¢ hipoteze H, ze wszystkie y;
sa réwne zeru przy hipotezie alternatywnej, ze dla pewnego r € {1,2,...,n} zachodzi
i = %, 1=1,2,...,r oraz pi; = —%, i=r+1,74+2,...,n. Wykazaé, ze najmocniejszy
test na poziomie istotnosci « = 0.05 ma obszar krytyczny

{(z1,22,...,20): Zmz — Z x; > 1.645y/n}.
i=1

i=r+1

Jak duze musi by¢ n, zeby moc tego testu byla réowna co najmniej 0.97

9. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny U(0,0). Skonstruowaé¢ najmocniejszy
test na poziomie istotnosci a dla weryfikacji hipotezy H :0 = 0y wobec hipotezy alterna-
tywnej K :0 = 61 dla pewnych 6y, 60, takich, ze 6y < 61. Obliczy¢ moc tego testu. Czy jest
to test JNM dla testowania H:0 < 0y przeciwko K :0 > 647

10. Niech X1, X, ..., X, bedzie préba z rozkladu jednostajnego U(0, 0). Wyznaczy¢
test JNM dla weryfikacji hipotezy H :0 = 6y wobec hipotezy alternatywnej K : 0 # 0,
na poziomie istotnosci o € (0,1).

11. Proba X1, Xo,...,X,, pochodzi z pewnego rozkladu wykladniczego o gestosci
fo(z) = exp{—(x—0)}1 9,00 (). Hipoteze H :0 < 1 przy hipotezie alternatywnej K :6 > 1
weryfikuje sie za pomoca testu z obszarem krytycznym postaci {(x1,xa,...,2n): T1.m >
c}, ce RL

Wyznaczy¢ stala c tak, zeby test mial rozmiar o. Sprawdzié, czy jest to test JNM.
Naszkicowac¢ wykres fukcji mocy tego testu.

12. Niech X1,Xs,...,X, bedzie proba z pewnego rozkladu o gestosci fqp(x) =
ae=* @91 ) (z),a >0,b€ R

(a) Zakladajac, ze a jest dang stala, skonstruowac test JNM na poziomie istotnosci
« dla weryfikowania hipotezy H :b = by przeciwko H :b # by. (Wskazéwka: jezeli X ma
rozklad o gestosci fo (), to Y = e~*X ma rozklad jednostajny U(0,e~).)

(b) Wyznaczy¢ test JNM na poziomie istotnosci o dla weryfikowania hipotezy H :
a = ag,b = by przy alternatywie K :a > ag,b < bg. Wykona¢ szczegélowa konstrukcje
testu dla przypadku n =10, ap =1, bp =1, a = 0.01.

(Istnienie testu JNM w modelu dwuparametrowym jest czyms wyjatkowym.)

13. Niech X1,Xs,...,X, bedzie préba z pewnego rozkladu o gestosci fo(x) =
(20)"1e=®/201 5 ooy (x), 0 > 0. Niech X1.n, Xon, - - -, Xnin beda statystykami pozycyjnymi
z tej proby.

Przypusémy, ze w wyniku obserwacji otrzymujemy najpierw Xi.,, nastepnie Xo.p,
itd. 1 ze obserwacje prowadzimy do momentu zaobserwowania X.,.,,, gdzie r jest ustalona
liczba. Na podstawie obserwacji X1.n, Xo.p, - .., Xp.n weryfikujemy hipoteze H : 0 > 0
przy hipotezie alternatywnej K :0 < 6y, na poziomie istotnosci o € (0, 1).

Niech 6y = 1000 oraz o = 0.05.

(a) Wyznaczy¢ obszar krytyczny testu przy r = 4 i znalezé moc tego testu przy
alternatywie 61 = 500.

(b) Znalez¢ wartosé r potrzebna do uzyskania mocy > 0.95 przy tej alternatywie.



Wyklad V

WIAROGODNOSC

1. Koncepcja

Rozpatrujemy model statystyczny (X,{Pp: 6 € 0}), w ktérym wszystkie rozklady
prawdopodobiefistwa maja gestosci wzgledem pewnej ustalonej miary. Przez pg(z) ozna-
czamy gesto$é rozktadu Pp.

Zauwazmy, ze pg(z) traktujemy tu jak funkcje argumentu z € X, przy ustalonej
(nieznanej) wartosci parametru 6 € ©.

DEFINICJA 1. Dla ustalonego = € X, wielko$¢
L(0;2) =po(z), 6€0O,

nazywamy wiarogodnosciq 6, gdy zaobserwowano x. O

Nastepujacy przyklad ilustruje intuicje zwiazane z tym pojeciem.

Przyklad 1. Niech X = {0,1,2,...,n} i niech pg(z) = (7)6%(1 — )" %,z € X,
6 € [0,1]. Jest to model statystyczny ciagu n doswiadczenn Bernoulliego z (nieznanym)
prawdopodobienstwem sukcesu 6. Przy ustalonym x € X, funkcje

L(b;2) = (Z) 67 (1—0)"", 6eo,1],

mozna interpretowa¢ w nastepujacy sposob. Przypusémy, ze w wyniku powyzszego do-
swiadczenia Bernoulliego zaobserwowano x sukceséw. Gdyby (nieznana) wartosé¢ para-
metru 6 byla réowna 6, prawdopodobieristwo otrzymania takiego wyniku byloby réwne
L(01;x). Gdyby dla pewnej innej wartosci 8o parametru 6 bylo L(02;x) > L(01;x), ozna-
czaloby to, ze (zaobserwowany) wynik x jest przy 6 = 0y bardziej prawdopodobny niz
przy 0 = 6. W tym sensie ”bardziej wiarogodne” jest to, ze nieznana wartos¢ parametru
0, przy ktorej zaobserwowano x, byla réwna 6 niz to, ze byla ona réwna 6. [ |

Koncepcja wiarogodnoéci byta, w szczegdlnych przypadkach, uzywana juz przez Gaus-
sa. Ogoélnie idea zostata sformulowana i rozwinieta w pierwszych dziesiecioleciach dwu-
dziestego wieku przez R.A.Fishera.
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2. Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

2.1. Konstrukcja

Zasada najwiekszej wiarogodnosci glosi, ze jezeli wynikiem obserwacji jest X, to za
estymator nieznanej wartosci parametru 6 nalezy przyjaé te wartosé 0, ktéra maksyma-
lizuje wiarogodnos$é L(6; X).

DEFINICIA 2. Jezeli przy kazdym ustalonym z € X, istnieje 6 = é(a:) € O, takie ze
L(0;z) > L(6;x) (V0 € ©),

to odwzorowanie 6: X — © nazywamy estymatorem najwiekszej wiarogodnosci parame-
tru 6. O

Zamiast ”estymator najwiekszej wiarogodnosci” bedziemy pisali krétko ENW | a
zamiast ”estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru ” bedziemy pisali ENW[6)].

Zauwazmy, ze jezeli h:© — O jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym i jezeli
0 jest ENW 6], to h(6) jest ENW[h(6)]. W zwiazku z tym dla dowolnego odwzorowania
h okreslonego na © definiujemy ENW [h(6)] jako h(f), gdzie 0 jest ENW[0]. Wszedzie
dalej pojecia ENW uzywamy w tak rozszerzonym sensie.

Przyktad 2. Niech X1, Xs,...,X,, bedzie préba z rozkladu normalnego N (u,0?) o
nieznanym parametrze (u, 0?). Wtedy

n

L(p, 0% 21,22, @) = (0V2m) "exp { — %Z (%)2}

i ENW([(u,0%)] jest (X, Z?:1(Xj - X)?). ]

Uwaga techniczna. Maksymalizacja L jest rownowazna z maksymalizacja [ = log L.
Uwzglednienie tego faktu czesto znakomicie upraszcza wyznaczanie ENW.

2.2. Blad Sredniokwadratowy EN'W

W naszych wyktadach, za kryterium oceny jakosci estymatoréw przyjeliémy blad
$redniokwadratowy. Stwierdzilidémy, ze w klasie wszystkich estymatoréow nie istnieje es-
tymator o jednostajnie minimalnym bledzie sredniokwadratowym. W wyktadzie trzecim
ograniczylismy sie do klasy estymatoréw nieobciazonych i podaliSmy metody konstrukcji
estymatorow o jednostajnie minimalnym ryzyku w tej klasie.

Estymatory najwiekszej wiarogodnosci pojawiaja sie w wyniku przyjecia pewnej arbi-
tralnej zasady, ktéra sformutowaliémy na poczatku punktu 2.1. To, ze estymatory najwiek-
szej wiarogodnosci nie musza by¢ nieobciazone, jest oczywiste: jezeli 6 jest nieobciazonym
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ENW 0] oraz h jest dowolnym odwzorowaniem na ©, to h(d) jest ENW [h(0)], ale h(f)
nie musi by¢ estymatorem nieobciazonym wielkosci h(6).

Powstaje naturalne pytanie o to, jak dobre estymatory uzyskuje sie, przyjmujac za-
sade najwickszej wiarogodnosci. Okazuje sie, ze blad sredniokwadratowy ENW moze by¢
jednostajnie mniejszy od bledu EN MW, moze by¢ jednostajnie wiekszy lub ze bledy tych
estymatorow mogg by¢ nieporownywalne. Zilustrujemy te wszystkie przypadki przykta-

dami.

Przyktad 3. W wykladzie trzecim rozwazaliSmy klase estymatorow

n
62 :c-Z(Xi—)_()Q, c>0.

i=1
Byly to estymatory wariancji o w rozkladzie normalnym N (u,0?). Estymatorem nie-
obciazonym o minimalnej wariancji w tej klasie jest 62_, estymatorem najwigkszej wia-
rogodnosci jest 62, wiec blad Sredniokwadratowy ENW jest jednostajnie mniejszy od
bledu sredniokwadratowego EN MW . (Oba te estymatory sa dominowane przez estyma-

tor 62_,). [ |

Przyktad 4. Niech X1, Xo,...,X,, bedzie préba z rozkladu normalnego N (u,0?),
gdzie 0? jest znana wariancja, i niech zadanie polega na estymacji g(u, 02) = 2.

ENMW jest X* — 0?/n. ENW jest X%. Poniewaz E,, ,»X? = > + 02 /n, wiec

2

_ o 2 S 2
RX'Q—G'Q/n(M?U2) = E;L,UQ (X2 - ; - /’L2) < E;,L,O'Q (X2 - /’62) = R)_(Q(/’LaO-Q) V(/,L, 02)'

Zatem EN MW jest jednostajnie nie gorszy od ENW . Dokladniejsze rachunki prowadza
do wyniku

02 2
Rf@—zﬂ/n(“ao—z) = Rf@(ﬂ’agg)_ (?) < Rf@(ﬂ“ao—?)v

wiec w rozwazanym problemie EN MW jest jednostajnie lepszy od ENW .
Odnotujmy jednak, ze estymowana wielkosé p? jest nieujemna; ENW [u?] jest réwniez
zawsze nieujemny, natomiast EN MW [u?] moze przyjmowaé wartosci ujemne. [ ]

Przyklad 5. W wykladzie trzecim pokazaliSmy, ze jezeli X1, Xs, ..., X, jest préba
z rozkladu Poissona P(6),0 > 0 oraz T =37, X;, to ENMW/[e™?] jest A* = (1 — 1)T.

Dia logarytmu funkcji wiarogodnosci mamy l(0; 1, xa, ..., x,) = T-log 8§ —nf+const,
wiec ENW 6] jest 0 = T/n. Zatem ENW[e~?] jest A = e=T/". Oznaczmy X = e~?. Bledy
sredniokwadratowe tych estymatoréw sa réwne

1

Ry (N) = A*7w — N2

Ry (A) = A=) _gpaenti=eTt) 2

Okazuje sig, ze dla pewnych wartosci A estymator najwickszej wiarogodnosci jest lepszy,
a dla innych gorszy od estymatora nieobciazonego o minimalnej wariancji. [ ]
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Wyznaczenie ENW w danym problemie wymaga wyznaczenia funkcji wiarogodnosci
(a wiec odpowiedniej funkcji gestosci prawdopodobiehstwa) i znalezienia wartosci argu-
mentu tej funkcji, przy ktorej osiaga ona swoja wartos¢ najwieksza.

Pierwszy krok jest pewnym zadaniem z teorii prawdopodobiefistwa, na ogot niezbyt
trudnym nawet wtedy, gdy kolejne obserwacje X, Xo, ..., X,, nie sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o jednakowym rozkladzie prawdopodobienstwa; zilustrujemy to dwoma
przykladami w nastepnym punkcie. O klopotach zwiazanych z drugim krokiem moéwimy
w punkcie 2.4.

2.3. ENW w zlozonych do§wiadczeniach

Przyktad 6. Mierzy sie pewna wlasnosé liczbowa (ciezar, dtugosé, lub tp) kazdego z
n roznych obiektéw. Oznaczmy te mierzone wielkosci przez i, pia, . . ., b - Kazdy obiekt
jest mierzony k razy. Blad kazdego pomiaru jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym
N(0,02) z nieznana wariancja o2, a wyniki poszczegélnych pomiaréw sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi. Nalezy oszacowaé ji1, jia, . . ., fln Oraz 2.

Niech X;; (1 = 1,2,...,k;j = 1,2,...,n) bedzie wynikiem i-tego pomiaru j-tego
obiektu. Na mocy powyzszych zalozesi, X; ; jest zmienng losowg o rozkladzie normalnym
N (,uj,a2). Przy kazdym ustalonym j, oszacowanie ji; nie nastrecza zadnych trudnosci:
ENMW i jednoczesnie ENW jest $rednia z proby Xy ;, Xo 4,..., Xy ;.

Oszacowanie wariancji o jest bardziej zlozone, bo wymaga jakiego$ zlozenia infor-
macji o tym parametrze zawartych w k prébach pochodzacych z k réznych rozkladéw
normalnych.

Na mocy niezaleznoéci pomiaréw X; ; otrzymujemy funkcje wiarogodnosci

L(,uh,uz, <oy Hny 02; T1,1,%1,2,--- »xk,n) =
k k k
= H ful,ag (1‘,’71) : H fug,a2 (1‘1;72) Tt H fun,<72 (zi,n)7
=1 =1 i=1

gdzie f, ,2(x) jest gestoscia rozkladu normalnego N (, 0?). Funkcja | = log L przyjmuje
postaé

l(/jq,,l,tg, sy Mns 0-2; T1,1,21,25- - - ?xk,’l’b) =
1 n k
= —kn-logo — kn-log V271 — 392 (zi; — pi)?,
j=11i=1
wige estymatorami dla pj (j =1,2,...,n) oraz o* sa

Xi,j7 j:1727"'7k7

=>
~
Il
| =
-

1

n k
6% = - SN (X - i)
j=1i=1

Chociaz nie wszystkie obserwacje X; j mialy taki sam rozklad prawdopodobienistwa, skon-
struowanie ENW [(j11, f12, - - - , fin, 02)] nie sprawito tu zadnych trudnosci. [ ]

©
Il

w‘*‘
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Przyklad 7. Czas zycia T pewnych obiektéw (organizméw, urzadzen) mierzymy
liczba naturalng. Niech {T = k} oznacza, ze obiekt ”"zmarl” w przedziale czasu (k — 1, k|,
k=1,2,.... Przypusémy, ze T jest zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym:

P{T=k}=(1-0)0"" k=12,...,

gdzie 6 € (0,1) jest nieznanym parametrem. Zadanie polega na tym, zeby na podstawie
proby T1,Ts, ..., T, z tego rozkladu oszacowac 6.

Przypusémy, ze badania prowadzimy przez r okreséw i parametr 6 mamy oszacowac
natychmiast po uplywie tego czasu. Jest to model doswiadczenia z czeSciowa obserwowal-
noscia, bo gdy pewien obiekt zyje dtuzej niz r okreséw, czas jego zycia nie jest znany.

Poniewaz Py{T > r} = 0", wiec funkcja wiarogodnosci przyjmuje postacé

L(O;t1,ta,... ty) = H [(1- 0)9“711{1,2,“.,r}(ti) + 0" L1 0p0, 3 ()]
i=1

Oznaczajac przez S sume czasow zycia tych obiektéw, ktore przezyly co najwyzej r okre-
sow oraz przez M liczbe pozostatych obiektow, otrzymujemy

L(B;ty,to,. .. t,) = QUFDMES=n(q _ gyn—M

)

a wiec estymatorem najwiekszej wiarogodnosci parametru 6 jest

(r+1)M+S—-n

0= rM + S

2.4. Klopoty z ENW

Przede wszystkim odnotujmy nastepujace ogdlne spostrzezenie: estymatory najwiek-
szej wiarogodnosci wywodza sie z pewnej arbitralnie przyjetej zasady, a nie — jak na
przyktad estymatory o jednostajnie minimalnym ryzyku — z rozwiazania pewnego dobrze
postawionego zadania optymalizacji (to, czy rozwiazywane zadanie optymalizacji opisuje
to, o co w praktycznych zastosowaniach rzeczywiscie chodzi jest zupelnie innym zagad-
nieniem — wybor kwadratowej funkeji do opisu bledu jest réwniez w pelni arbitralny).
Wiemy juz, ze zasada najwigkszej wiarogodnoéci czasami prowadzi do lepszych rezultatow
niz rozwiazania optymalne w teorii estymatoréw nieobciazonych o minimalnej wariancji,
ale czasami prowadzi do rozwigzan gorszych. Samo pojecie ”lepszy” lub ”gorszy” jest przy
tym réwniez arbitralne. Warto to wszystko mie¢ na uwadze, gdy w rozwazanym modelu
statystycznym uda nam sie uzyskaé elegancki ENW.

Inne problemy zwiazane z ENW maja raczej charakter techniczny.
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1. ENW nie zawsze istniejg. Prosty, ale raczej patologiczny przyktad jest nastepu-
jacy: wiarogodnoéé (dwuwymiarowego) parametru (i, 0?) w rozkladzie normalnym, gdy
dokonujemy jednej obserwacji x, wynosi

L, 0% ) = (0v2m) exp{—5 (T )7},

g

Tu ENW{(u, 0?)] nie istnieje, bo ktadac y = x oraz wybierajac ¢ dowolnie mate, mozemy
uzyska¢ dowolnie duza wartos¢ L.

Oto bardziej naturalny przyktad.

Dokonujemy pomiaru pewnej wielkosci p przyrzadem, ktorego blad ”w warunkach
normalnych” ma rozklad normalny ze znana wariancja, powiedzmy rozklad N(0,1). Na
skutek ”grubszej pomylki” moze jednak pojawi¢ sie wynik o pewnej innej, nieznanej
wariancji o2. Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo takiej pomylki jest mate i wynosi e.
Wtedy wynik X pomiaru jest zmienna losowa o rozkladzie z gestoscia

fIMU2(I) = %exp{ — %(m _U)2} + O_\;EQXP{ _ %(CC;,U)Q}

Jezeli dokonamy n takich pomiaréw Xi, X, ..., X, , to wiarogodnoéé parametru (p, o?)
ma, postac

n
1—c¢ 1 2 € Tj— [N2
L(p, 0% 21,9, ..., 2,) = —-expy — =(x; — +——exp{—=(—~— .
(1, 0%5 21,2, ) E[\/ﬁ p{-gl—m)}+ e {5 (7))
Znowu okazuje sig, ze dla kazdej dowolnie duzej liczby M mozna znalezé takie (u, 02), zeby
L > M. W tym interesujacym i waznym dla zastosowan przypadku ENW nie istnieje.

2. ENW moZe nie byé okreslony jednoznacznie. Inaczej méwiac: moze istnie¢ duzo
roznych ENW i wtedy, pozostajac na gruncie zasady najwiekszej wiarogodnosci, nie
wiadomo, ktéry z nich wybrac.

Oto przyklad. Jezeli X, Xs,...,X,, jest proba z rozkladu U(6 — %, 0+ %), to

1, gdye—%gxl,x27...,xn§9+%,

fo(z1, 22, . 2pn) = {O, poza tym

czyli
17 gdyxnn—%§9§x1n+%,

L(O;x1, 29, ..., 2pn) = {O poza tym

Wynika stad, ze kazda liczba z przedziatu [X,,.,, — %, Xim + %] jest ENW[0].

3. Efektywne wyznaczenie wartosci ENW moze byc bardzo trudne. Wypisanie funkcji
wiarogodnos$ci w jawnej postaci na ogoél nie sprawia trudnosci, ale wyznaczenie punktu
maksimum globalnego tej funkcji, gdy istnieje wiecej niz jedno maksimum lokalne lub gdy
przestrzen parametréw © jest bardziej zlozonym zbiorem, moze stanowi¢ niebagatelny

problem teoretyczny lub/i numeryczny.
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3. Testy oparte na ilorazie wiarogodnosci

3.1. Konstrukcja

Niech hipoteza H wyrdznia w przestrzeni parametréw O modelu statystycznego
(X,{Py: 0 € ©}) podzbiér ©. Dla hipotezy alternatywnej K niech O = ©\Op.

DEFINICIJA 3. Wiarogodno$cia hipotezy H, gdy zaobserwowano z, nazywamy
Ly(z) = sup L(6;x).
0€cO g
O
Jezeli weryfikujemy hipoteze H wobec hipotezy alternatywnej K, to zasada naj-

wiekszej wiarogodnosci méwi, ze nalezy zakwestionowaé¢ H, gdy hipoteza K okazuje sie
bardziej wiarogodna niz H, a dokladniej, gdy

Lk (x)
1 >N > 1,
M Lo > Y=
gdzie Ay jest stala dobrang tak, aby test mial zadany poziom istotnosci «, tzn. tak, aby
Lig(X
Pg{ K (X) >)\0}§a, gdy 6 €0Oy.

Ly(X)

Zwr6émy uwage na analogie pomiedzy (1) a odpowiednia wielkoscia stuzaca do kon-
strukeji testéw najmocniejszych w teorii Neymana—Pearsona.
Niech 6 bedzie taka wartoécig parametru 6 € Oy C O, ze

L(f;x) = Sup L{6;z)
H

i niech 6 bedzie ENW 6], tzn. taka wartoscig parametru 6, ze

L(6; z) = sup L(6; z).
6co

Zauwazmy, ze dla A\g > 1 mamy

L L(6;
K@) 3\ whedy i tylko wtedy, gdy 20 o\
Ly(x) 0;x

Sugeruje to, aby obszar krytyczny testu zdefiniowaé¢ jako zbiér tych x € X, dla ktorych

h

L(0:
(9.756 > Ao,
(0;x

~—

h

przy odpowiedniej stalej Ag.
Wielko$é po lewej stronie tej nieréwnosci bedziemy oznaczali przez A(x).
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DEFINICIA 4. Test o obszarze krytycznym postaci
{z: Mx) > N}
nazywamy testem opartym na ilorazie wiarogodnosci. O

Chociaz zasada najwigkszej wiarogodnosci nie jest oparta na zadnych $cisle sprecy-
zowanych rozwazaniach optymalizacyjnych, to jednak okazala si¢ ona skuteczna w uzy-
skiwaniu zadowalajacych postepowan w wielu konkretnych zagadnieniach statystycznych.
Pewnym argumentem na korzy$¢ tej heurystycznej zasady jest to, ze w sformulowaniu
(1), w przypadku prostych hipotez H i K oraz w przypadku rodzin rozkladéw o mono-
tonicznym ilorazie wiarogodnoéci, prowadzi do takiego samego obszaru krytycznego, jaki
daje teoria Neymana—Pearsona. Zasada najwiekszej wiarogodnosci okazuje si¢ przydatna
szczegoblnie wtedy, gdy testy JIN M nie istnieja lub gdy jest trudno je skonstruowad, a takze
— jak w problemach estymacji — gdy obserwacje X1, Xs,...,X,, nie sg niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie. Czasami jednak prowadzi do ewidentnie

nonsensownych wynikéw (patrz nizej przyklad 10).

3.2. Przyktlady

Przyktad 8. Préba Xi, Xs,...,X,, pochodzi z rozkladu normalnego N (p1,0?),
préba Y1,Ys, ..., Y, pochodzi z rozkladu N (usa,0?) i préby sa niezalezne. Zadanie po-
lega na tym, zeby dla danego o € (0, 1) skonstruowad test na poziomie istotnosci a dla
weryfikacji hipotezy H : p1 = po wobec hipotezy alternatywnej K : ji1 # pia.

Jak juz wiemy, test JNM w tym problemie nie istnieje.

Dla logarytmu funkcji wiarogodnosci mamy

(2) Z(H17H27‘72§5E17$27--~7xm,yl7y2,-~-7yn):

m+n 2 1 % 2 & 2
=~ g 0® = () o VT = | Yo = D0 .

2

i=1 j=1

Dla estymatora najwigkszej wiarogodnosci (fiy, fi2,62) parametru (uy, pa,02) otrzymu-
Jemy

ﬂlzXa
ﬂQZY,
1 m B n B
52 = X; — X)* + Y-—YQ}
‘ m+n[;< 3=

oraz ) )
L(fu1, fi2, 67521, T, o, Ty Y1, Y2, - -, Yn) = (2me) ~ (/2= (mtn),

Funkcja wiarogodnosci (2), obcigta do zbioru {(u1, p2,0%): p1 = pa}, osiaga swoja war-

tos¢ najwieksza w punkcie
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1 m n
.92 o o
= X’L _ Y _ .
y m+n[;( fn) +jzzl(j fi2)?]
Wtedy
L(fu1, f12, 02501, T2y o ooy Ty Y1, T2, - -+ 5 Y) = (Qﬁe)f(ern)/zd,(ern).
Otrzymujemy wiec
Az) = (dz min =l mn (Y — X)?,mfn .
o (m+mn)? 62

Oczywiscie A(x) > Ao wtedy i tylko wtedy, gdy
Y - X]|
VI (X = X2+ (Y - Y )2

> ¢,

przy odpowiedniej stalej c. Zatem obszar krytyczny testu opartego na ilorazie wiarogod-
nosci ma postac

(3) { v — 2| >c}.
VI @ =2+ X (5 — 9)?

Stala ¢ wyznaczamy odpowiednio do wybranego poziomu istotnosci o € (0,1) testu.
Przeprowadza si¢ to w nastepujacy sposob.

Jezeli weryfikowana hipoteza H jest prawdziwa, to, dla pewnego u, srednia X ma
rozklad normalny N (p,02/m), Y ma rozklad N(u,o%/n), c=2 37" (X;—X)? ma rozklad
chi-kwadrat o (m — 1) stopniach swobody, o2 Z?:I(Y] —Y)? ma rozklad chi-kwadrat o

(n — 1) stopniach swobody i wszystkie te zmienne losowe sa niezalezne. Stad wynika, zZe
zmienna losowa

Y-X [mn
o m+n
ma rozklad normalny N(0,1), zmienna losowa o= 2( 37" (X; — X)? + Y0, (Y; = Y)?)
ma rozklad chi-kwadrat o (m + n — 2) stopniach swobody, a wiec zmienna losowa

Y X mn(m +n — 2)
\/Z;n:l(Xi = X)? 4 i (Y - Y)? m+n

ma rozklad t Studenta o (m+n — 2) stopniach swobody. Wartoscig krytyczna c testu (3)
na poziomie istotnosci « jest wiec liczba t(«,m+n — 2) wyznaczona tak, ze jezeli tyyn—2
jest zmienng losowa o rozkladzie t Studenta o (m + n — 2) stopniach swobody, to

P{ltmin—2| > t(a,m+n—2)} = .

W zastosowaniach wartosci t(«, m + n — 2) odczytuje sie w tatwo dostepnych tablicach
lub z tatwo dostepnych standardowych procedur komputerowych. [ |
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Przyklad 9. Préba X1, Xo,..., X, , n > 2, pochodzi z pewnego rozkladu normal-
nego N(u,0?), p € R, 0 > 0. Dla danego a € (0, 1), skonstruowaé test na poziomie istot-
nosci a dla weryfikacji hipotezy H : 0? = 02 wobec hipotezy alternatywnej K : 02 # o3,
gdzie o} jest ustalona liczba dodatnia.

Dla wiarogodnosci parametru (u,o?) mamy

1 n
L(p, 0% w1, 22, ., 2,) = (0V2m) ™" eXP{—@ Z(il?z' — )}
i=1

Funkcja wiarogodnosci osiaga maksimum na zbiorze {(u1,0%): u € R, 0% > 0} w punkcie
p=z, 6>=3" (v;—2)*/n, i to maksimum wynosi

L(f, 6% 21, 2,...,2,) = (6V 27r)_"e_"/2.

Na zbiorze {(p,0?): u € R, 0% = 02} maksimum tej funkcji jest osiagane w punkcie
=1z, 6% =0} i wynosi

(ao\/%)*nexp{—% PRt

Zatem

G2\~ n 62
A e ty) = = —(—= —1
(Zl,ﬂfg, , T ) <0_8> exp{2(0'8 )}

i obszar krytyczny {\ > Ao} przyjmuje postaé
~2 52
G o
— < \tUu{= >},
(& <o)
gdzie Ny, \j sa liczbami wybranymi tak, zeby
~2 ~2
G G
P {{5 < X}u{G >} =
90 90

Dokladng konstrukcje testu na poziomie istotnosci o pozostawiamy jako zadanie. ]

Przyktad 10. W tym przykladzie pokazujemy, Ze test oparty na ilorazie wiarogod-
nosci moze by¢ zupeinie bezuzyteczny.

Niech zmienna losowa X ma pewien rozklad P € P, skupiony na skonczonym zbiorze
X = {Oa 517 SQa EERE S’VHQD QQa EERE Qn}~ Niech

P = {PO}U{PQ:Gz (9179%“-’9'@)7 291 = 1, 91 ZO},
i=1

gdzie
« 1 -2«
Py{X =0} =q, PO{X:Si}:E» Po{X =Qi} = ,

n
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1 0;
PB{XZO}:l_Ev P@{X:Sz}:gv Pe{X:QZ}:O’
przy czym a € (0,1/2) jest ustalong liczba. Weryfikujemy hipoteze prosta H: P = P,
wobec zlozonej hipotezy alternatywnej K : P € P\ {Fo}.
Dla ustalonego x € X mamy

a, gdy z =0,
«

PO{X:(E}: ﬁﬂ gdyxe{517527"'7sn}7
1 -2«

) gdyxe{Q17Q27~-~,Qn},

1
1——, gdyUC:O,
n

sup Py{X ==z} = 1
P\{Po} t J ot gdy x € {S1,S9,...,5.},
07 gdyxe{QlaQQa"'7Qn}'
Zatem
1.1
(1) gdyz=0,
su Py{X ==z} noa
Mz) = PPAP) 70 _

PO{X:x} R gdyl’€ {51,52,...,Sn},

o Q|-

, gdy x € {Q1,Q2,...,Qn}

1,1 1
Oczywiscie (1 — =)= < — oraz Poy{X € {S1,9,...,5,}} = a, wiec test na poziomie
na a

1
istotnodci o ma obszar krytyczny {S1,Sa,...,S,}. Moc tego testu jest stala i wynosi —.
n

1

Zatem, jezeli — < «, skonstruowany test jest gorszy od testu, ktéry bez patrzenia na
n

wynik obserwacji po prostu odrzuca H z prawdopodobienstwem «. [ |

4. Zadania

1. Poréwnaé ryzyka ENMW i ENW w przykladzie 5.
2. Wyznaczyé ENW[M] w rozkladzie Py{X =z} = (M) (V-2 /(Y) (rozklad hi-

n—x n
pergeometryczny), gdzie N oraz n sa ustalonymi liczbami naturalnymi.

3. Wykonuje si¢ niezalezne doswiadczenia, z prawdopodobienistwem sukcesu 0 w kaz-

dym doswiadczeniu, dopdty, dopdki nie zaobserwuje sie k sukceséw (k > 1 jest ustalona
liczba). Wyznaczyé ENW[0].
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4. Méwimy, ze zmienna losowa Y ma rozklad logarytmonormalny o parametrze
(u, o), jezeli zmienna losowa X = logY ma rozklad normalny N(u,0?). Wtedy E,, ,Y =
exp{u + 10?2}

Niech Y1,Ys,...,Y, bedzie préba z rozkladu logarytmonormalnego o parametrze
(1, o). Skonstruowaé estymator najwiekszej wiarogodnosci wartosci oczekiwanej zmiennej
losowej Y. Wyznaczyé wartosé oczekiwang i wariancje tego estymatora.

5. Jezeli T jest statystyka dostateczna dla 6 € © oraz 0 jest jedynym ENWI0], to
0 zalezy od obserwacji X tylko poprzez T(X).

6. Naszkicowaé funkcje mocy testu z przykladu 8.

7. Przeprowadzi¢ dokladna konstrukcje testu z przykladu 9. Podaé¢ jawna postaé
testu dla 03 =1, n = 10 oraz a = 0.01.

8. Wynikiem X obserwacji jest liczba sukceséw w n niezaleznych doswiadczeniach,
przy czym prawdopodobienstwo 6 sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu nie jest znane.
Weryfikuje sie hipoteze H : 6 < 6y wobec hipotezy alternatywnej K : 8 > 6y, na poziomie
istotnosci a. Wyznaczy¢ test oparty na ilorazie wiarogodnosci. Czy jest to test JNM?

9. Niech X1, X» bedzie dwuelementowsg préba z rozkladu Cauchy’ego C(60,1). Wyka-
zad, ze jezeli | X1 — Xa| > 2, to istnieja dwa rézne ENW[H]. Autorem zadania jest Piotr
Szymarnski.



Wyklad VI

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW
MODELE LINIOWE

1. Przyktady wprowadzajace

Wprawdzie metoda najmniejszych kwadratéw (MNK) jest pewna ogdlnag metoda es-
tymacji, a estymatory uzyskiwane metodg najmniejszych kwadratéw (EMNK) sa typowym
przyktadem estymatoréw najmniejszej odleglosci, w naszym wyktadzie ograniczymy sie do
przedstawienia zwiagzanej z tym tematyki tylko w kontekscie analizy regresji, a szczegdlnie
w kontekScie modeli liniowych.

Rozpatrywane tu modele statystyczne réznia sie nieco od modeli dotychczas rozwa-
zanych: pojawia sie w nich pewien nowy parametr, ktérym na ogdét mozemy manipulowaé
(tymi manipulacjami zajmuje si¢ teoria planowania eksperymentu statystycznego). Nie
bede jednak w wykladzie formutowal explicite tych modeli; pozostawiam to jako zadanie.
Oto kilka przyktadéw ilustrujacych rozwazane tu modele.

Przyktad 1. Cialo o jednostkowej masie umieszczono w polu dzialania pewnej sily
o nieznanej wartosci F'. Obserwuje si¢ polozenia Y1,Y5,...,Y, ciala w wybranych chwilach
t1,ts,...,t,. Obserwacje obarczone sa bledami losowymi €1, €o, . . . , €,. Zadanie polega na
oszacowaniu F'.

Jak wiadomo, droga przebyta w czasie t przez ciato o jednostkowej masie pod wpty-
wem sity F' wynosi %Ft2. Zatem obserwujemy zmienne losowe

1
Y;Z§Ft12+€1, i:1727--'7n7

i na podstawie tych obserwacji mamy skonstruowac estymator F wielkosci F. [ |

Przyktad 2. Pewien produkt chemiczny mozna wytwarzac¢ bez uzycia katalizato-
réw, ale przypuszcza sie, ze w obecnosci katalizatoréw wydajnosé procesu bedzie wigksza.
Dysponujemy dwoma katalizatorami A i B, ktérych mozemy uzy¢ w (dowolnych) dawkach
x > 0,y > 0. Spodziewamy sie, ze wtedy wydajnos¢ procesu bedzie réwna p + ax + 3y,
gdzie o 1 3 sa nieznanymi ”efektywnosciami” katalizatoréow A i B, a p jest wydajnos-
cig procesu prowadzonego bez uzycia katalizatoréow. W celu oszacowania wielkosci p, v
i B, rejestrujemy wydajnos¢ procesu przy wybranych poziomach z;, i = 1,2,...,n, oraz
v, J = 1,2,...,m, katalizatoréw A i B i otrzymujemy wyniki

Y7,,]:M+axz+ﬂy]+67,,]a 1=1,2,...,n; ]:1,2,,7’71,

gdzie €; j sa bledami losowymi.
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Przyklad 3. W ekonometrii rozwaza sie nastepujaca funkcje (jest to tzw. funkcja
Cobba—Douglasa) opisujaca wielkos¢ produktu x w zaleznosci od nakladu pracy n i na-
kladu kapitatu k:

z = An®kP,

gdzie A, a i  sa pewnymi stalymi (stale « 1 3 nosza nazwy: elastycznosé produktu wzgle-
dem nakladu pracy i elastycznos$¢ produktu wzgledem nakladu kapitalu). Obserwacje
wielkosci produktu konicowego x, przy danych nakladach pracy n i nakladach kapitatu k,
obarczone sa bledem losowym. Ekonomisci interesujg sie wielkoSciami a i 3. [ ]

Przyktad 4. Bada sie skutecznosé pewnego preparatu stuzacego do zwalczania pew-
nego gatunku owaddéw. Mozna spodziewaé sie, ze frakcja ¢(x) owadow, ktére nie przezy-
waja dawki preparatu w stezeniu x, jest niemalejaca funkcja o wartosciach w przedziale
[0,1], taka ze $(0) = 0 i ¢(+00) = 1. Czesto przyjmuje sie ustalony ksztalt krzywej ¢ i
na podstawie odpowiedniego eksperymentu szacuje sie jej parametry. Na przyklad

1

z) = , € R 3y, >0
¢( ) 1 o eXp[—ﬂ1 o ﬂQﬂ:] ﬁl 2
prowadzi do tzw. modeli logistycznych. [ |
2. Idea MNK
Obserwujemy zmienne losowe Y7, Y5, ...,Y,, o ktérych wiemy, ze

EY;:gz(e)7 i=1,2,...,n,

gdzie g;: © — R! sa danymi funkcjami oraz § € © C R”.

Jezeli parametr 6 przebiega zbiér ©, to punkt (gl (0), 92(0), . .. ,gn(ﬁ)) przebiega pe-
wien zbiér I' C R"™. Zaobserwowany punkt Y = (Y1,Ys,...,Y,) réwniez lezy w R™.

Idea metody najmniejszych kwadratéw polega na tym, zeby

1) w zbiorze T' znaleZé punkt v = v (Y1,Ys,...,Y,) najblizszy punktowi Y =(Y7,
Yo,...,Y,) (nazwa metody pochodzi stad, ze punkt v =(y1,72,...,7,) Jjest takim
punktem w zbiorze I', ktéry minimalizuje odlegloéé¢ euklidesowa punktu Y od zbioru
T, tzn. sume kwadratéw Y., (Y; —v:)? ),

2) za oszacowanie parametru 6 przyjaé taki punkt 6 € O, ktéremu ”odpowiada”
wyznaczony punkt 7, tzn. punkt 0 taki, ze

(91(9)792(é)7 s agn(é)) = 7(}/1’ Y25 ce Yn)
Zwykle oba te etapy laczy sie w jeden i za EM N K przyjmuje sie 6 minimalizujace
wielkosé

S0) =Y (Yi— ()"

i=1
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Na przyklad, jezeli w pierwszym przyktadzie w chwilach tq,to,...,t, zarejestrowano
polozenia Y1,Ys,...,Y, , to EMNK[F)] jest F' minimalizujace wielkog¢

n
1 2
S(F) ZZ(Yi—§Ft§) ;
i=1
tzn. =22 Vit2/ SOtk
7 ogdélnej konstrukcji wynika, ze jezeli zbiér ' jest domkniety, to odpowiedni punkt
v € I' zawsze istnieje, a wiec zawsze istnieje, chociaz by¢é moze nie tylko jeden, estymator.

Efektywne wyznaczenie wartosci tego estymatora moze jednak byé numerycznie skompli-
kowane. Na przyklad w czwartym przykladzie trzeba wyznaczyé (Bl, Bg) minimalizujace

n Zz 1 2
Z (m 1 —exp[—f1 — 52131']) ’

i=1

wielko§é

gdzie n; jest liczba owaddw, ktérym podano dawke z; preparatu, a Z; jest liczba owadow,
ktore tej dawki nie przezyly. W licznych praktycznych poradnikach mozna znalezé rézne
pomysty ulatwiajace rozwiazanie, np. linearyzacja funkcji g;, schematy iteracyjne, itp.

Zgodnie z duchem naszego wykladu przyjrzymy sie doktadniej EM NK z punktu
widzenia ich bledu sredniokwadratowego. Pewne konkretne wyniki udaje sie tu jednak
uzyskaé tylko dla tzw. modeli liniowych i w szczegdlnosci dla gaussowskich modeli linio-
wych.

3. EMNK w modelach liniowych

3.1. Ogdlna postaé modelu liniowego

Modelem liniowym nazywamy taki model statystyczny, w ktérym obserwacje Y7,
Ys,...,Y, majg postaé

(1) Yi=xzifr+xiobe+ .. 4wl +e, i=1,2,...,n,

gdzie z; ; sa ustalonymi liczbami, €; sa ”btedami losowymi”, a §;, j = 1,2,...,k, sa
nieznanymi stalymi (parametrami modelu).

Przyktad 5. Jezeli zadanie polega na oszacowaniu nieznanej wielkoSci y za pomoca
n jej pomiarow Y;, i = 1,2,...,n, obarczonych addytywnymi bledami losowymi €;, to

odpowiedni model jest liniowy i ma postac¢

Yi=p+e, i=1,2,...,n.
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Przyklad 6 (regresja drugiego stopnia). Jezeli warto$é oczekiwana zmiennej loso-
wej Y jest funkcja
EY =a+ ait+ ast?

pewnej zmiennej t i zadanie polega na wnioskowaniu o wspélczynnikach g, aq, s na
podstawie obserwacji zmiennej losowej Y dla wybranych wartosci t, to zadanie mozna
sformutowa¢ w postaci modelu liniowego (1), w ktérym k = 3, x;1 = 1, x;2 = t;,
T3 =12, B1 = o, P2 = a; oraz B35 = as. |

Przyklad 7 (pordwnanie dwdch technologii, zabiegdw, lekéw, itp.). Jezeli uy jest
srednig wartoscia badanej cechy (wydajnosci, zuzycia surowca, stanu zdrowia) dla pewnej
technologii, zas js taka sama wielkoscig dla pewnej innej, konkurencyjnej technologii i gdy
na podstawie ny obiektéw wykonanych wedlug pierwszej technologii oraz ns obiektow
wykonanych wedlug drugiej mamy oszacowac lub poréwnac ;1 i po, to model obserwacji
ma postaé

Y, = @100 + Ty 200 + €,

gdzie ;1 = 1,z;2 = 0, gdy Y; pochodzi z pierwszej technologii, a ;17 = 0,z;2 = 1, gdy
Y, pochodzi z drugiej technologii. W takich i podobnych sytuacjach moze nas interesowaé
nie tyle oszacowanie wielkoSci j11 © s, ile oszacowanie ich réznicy pi — pa. [ |

Oznaczmy przez X macierz o n wierszach i k kolumnach:

X = (xivj)i=1,2,...,n;j=1,2,.4.,k‘ J
przez 3 wektor kolumnowy (831, 02,...,8:) T, przez Y wektor kolumnowy obserwacji
(Y1,Ya,...,Y,) T i przez € wektor kolumnowy bledéw (e, ea,...,€,) I. Model liniowy

(1) bedziemy zapisywali w postaci
(2) Y =XpB+e.

O bledach losowych €1, ¢€s,..., ¢, zakladamy, ze sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadach takich, ze Fe; = 0, Ee? =02, tzn. ze Fe = 0 oraz Vare = Fee = o1

3.2. EMNK w modelu liniowym. Twierdzenie Gaussa—Markowa

Zadanie oszacowania wektora 8 metoda najmniejszych kwadratow polega na wyzna-
czeniu B minimalizujacego, przy oczywistych oznaczeniach,
2
n k
T
SB) =) (Y=Y =i | =Y -XBP=(Y-XB)" (Y-XP).
j=1

i=1

Jezeli Y = 0, to rozwiazaniem jest 3 = 0. Zaldézmy, ze Y # 0. Norma ||Y — Xg]|
jest minimalizowana przez takie 3 # 0, ze X3 jest rzutem ortogonalnym wektora Y na
podprzestrzen {Xﬁ: Be Rk}, tzn. przez (3 spelniajace warunek

(Y -XB)TX =0,
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czyli warunek
(3) XT'xg=Xx"Y.

Réwnanie (3) ma zawsze rozwiazania, a wiec EM N K |[3] zawsze istnieje. Wynika to stad,
ze InXT = ImX7X, gdzie ImA oznacza obraz macierzy A (por. zadanie 2).

Jezeli macierz X7 X jest nieosobliwa, to estymatorem parametru wektorowego (3,
uzyskanym metoda najmniejszych kwadratéw, jest

(4) B=(X"X)" XY,

W celu oceny jakosci skonstruowanego estymatora, zbadamy jego wtasnosci z punktu
widzenia estymacji nieobciazonej z jednostajnie minimalna wariancja.

Zaczniemy od przypadku, gdy rzX =k < n.

TWIERDZENIE 1. Jezeli rzX =k < n, to B jest estymatorem nieobcigzonym, a jego
wariancja wyraza si¢ wzorem Varg = o? (XTX)fl.

Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako zadanie. O

Jezeli estymator o wartosciach liczbowych byt nieobciazony, to jego blad srednio-
kwadratowy byt réwny po prostu jego wariancji. Tutaj mamy do czynienia z estymatorem
o wartosciach wektorowych, wiec jego ”wariancja’ jest macierz — jest to tzw. macierz
kowariancji. W takiej sytuacji nieobcigzony estymator El bedziemy uwazali za nie gorszy
od nieobciazonego estymatora BQ, gdy dla kazdego (3 réznica Varﬁf'32 — Varﬁfil jeAst
macierza nieujemnie okreslona. Réwnowazne okreslenie jest nastepujace: estymator 3,
jest nie gorszy od estymatora ,5’2, jezeli dla kazdej funkcji liniowej ¢”3

Varg (CTBI) <Varg (cTBQ) V3 e RF.
Odpowiednikiem estymatora nieobcigzonego o jednostajnie minimalnej wariancji jest te-

raz estymator najlepszy w sensie tak okreslonego porzadku.

TWIERDZENIE 2. Jezeli bledy losowe €1, €9, ...,€, majg wartos¢ oczekiwang rowng
zeru, takg samq wariancje o i sq nieskorelowane, to dla kazdego ¢ € RF i dla kazdego
liniowego nieobcigionego estymatora ¢ funkcji parametrycznej ¢ B zachodzi

Varg CTB < Varg 97) V3 € RF.
O

Dowodu twierdzenia nie podaje, bo dotyczy ono szczegblnego przypadku, gdy X jest
macierzg ”pelnego rzedu”. Przed sformulowaniem ogdlnego twierdzenia i podaniem jego
dowodu sformutuje kilka istotnych uwag na temat przypadku, gdy macierz X7X jest
osobliwa.
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Przede wszystkim odnotujmy, ze jezeli r2X?X = r2X < k, to wprawdzie istnieja
EMNK]|(] i sa to estymatory liniowe, to jednak moze nie istnieé liniowy estymator nie-
obciagzony wektora 3. Przyjrzyjmy sie temu doktadnie;j.

Rozpatrzmy liniowe funkcje c’3 parametru 3 ("liniowe funkcje parametryczne”).
Jest oczywiste, ze istnieje nieobciazony estymator wektora 3 wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego c istnieje estymator nieobciazony funkcji parametrycznej ¢’3. Scharakteryzujemy
te funkcje, dla ktorych taki estymator istnieje — sg to tak zwane “funkcje estymowalne”
(uzywa sie tez nazwy “nieobcigienie estymowalne” ).

Przypusémy, ze istnieje nieobcigzony estymator liniowy b?7Y funkcji parametrycznej
cB, czyli ze

Egb’Y =c'B  VBeRF,

co jest rownowazne z tym, ze

b'Xg=c"8 VBeRF
Ten warunek jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy
(5) c=X"b,

tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € ImX7.

Jezeli B jest dowolnym rozwiazaniem réwnania (1), to za EM N K[cT3] przyjmu-
jemy CTE.

TWIERDZENIE 3 (twierdzenie Gaussa—Markowa). Jezeli €1, ¢€a, ..., €, majg wartodé
oczekiwang zero, takg samg wariancje o2 i sqg nieskorelowane, to dla kazdej nieobcigienie
estymowalnej funkcji parametrycznej ¢*3 i dla kaidego nieobcigionego estymatora linio-
wego bTY tej funkcji zachodzi

Varge™B < Vargb”Y VB e RE

D o w 6 d. Niech b”Y bedzie estymatorem nieobciazonym funkcji parametrycznej
c’B i niech a bedzie rzutem ortogonalnym b na ImX. Poniewaz a” (b — a) = 0, otrzymu-

jemy
Vargb"Y =ob"b
=o? ((a+b—a)T(a+b—a)>
=o’(a’a+ (b—a)’(b—a)),
wiec

(6) Varg bTY > o%a’a.
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Z drugiej strony, na mocy wzoru (5) mamy cTa = bTXB =(a+b- a)TXB. Poniewaz,
z definicji wektora a, wektor (b — a) jest ortogonalny do ImX, czyli (b —a)TX = 0,
otrzymujemy, ze CTB = aTX,B', a poniewaz a € ImX, wiec dla pewnego a@ mamy CTB =
aTXTXB. Korzystajac teraz z tego, ze B jest rozwiazaniem réwnania (3), otrzymujemy, ze
CTB =a”XTY, czyli CTB =a’Y. Zatem Varg CTB =Varg a’Y = o%a”a, i ostatecznie

na mocy (6) otrzymujemy, ze Varg cIB< Vargb"Y. O

Do tej pory skupialiémy nasza uwage na estymacji parametru 8. W wyjsciowym
modelu jest jednak jeszcze jeden, najczeéciej nieznany, parametr o2.

Jezeli juz wyznaczyliSmy estymator B, to mozna spodziewaé sie, ze tak zwana resz-
towa suma kwadratow

T ~
() (v )
(jest to ”odleglo$é” obserwacji Y od wyestymowanej wartosci $redniej EY) bedzie tym

wicksza, im wieksza jest wariancja 02. Rozumujemy w nastepujacy sposob.

Wektor bledu € mozna zapisa¢ w postaci

e:(Y—XB)+X(B—ﬁ).

Wektory (Y - XB) i X(B — ﬁ) sg ortogonalne. Wektor X(B - ,6) lezy w k-wymia-
rowej podprzestrzeni ImX C R", wigc wektor (Y — X[Ai) lezy w (n — k)-wymiarowej
podprzestrzeni, ortogonalnej do ImX. Mozna znalezé taka nowa baze ortonormalna w
R", 7eby pierwsze k wektoréw bazy nalezalo do ImX oraz pozostale (n — k) do (ImX)™.
Oznaczajac przez n = (01,72, ...,m,)7 wektor bledéw w tej nowej bazie, otrzymujemy

X(B—ﬁ) =,y 0,007,

(Y_XB> = (O,...,O,Uk+1,---a77n)T’

wiec
3\ 7 2 2 2 2
(Y-XB) (Y -XB) =nitp +nfya+ ..+ 1.
Poniewaz przy przeksztalceniu ortogonalnym wektor losowy € = (e1,€2,...,6,)7
o nieskorelowanych wspéirzednych takich, ze Ee; = 0, Fe? = 0% (i = 1,2,...,n) prze-

chodzi na wektor n = (n1,72,...,m,)7 o tych samych wlasnosciach, wiec

Eg (Y—XB)T(Y—XB) - f: Egn? = (n—k)o>

i=k+1
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Zatem wielkosé 1 \T .
2= (Y—Xﬁ) (Y—Xﬁ)

jest estymatorem nieobciazonym wariancji 2.

3.3. EMNK w gaussowskim modelu liniowym

Jezeli bledy losowe €1, ¢€s,...,€6, maja rozklady normalne N(0,02), to obserwacje
Y1,Y5,...,Y, maja rozklady normalne, a gesto$¢ tacznego rozktadu tych obserwacji ma
postaé

f(ylay27"'7yn;ﬁlvﬁ2a"'761970-) = Wexp{—;(y—x,@)jﬂ (y_X/B)}a

gdzie y = (y1,v2,...,Yn) * € R™. Poniewaz
(Y -X8)" (Y -XB8)=YTY - 28"X"Y + 87X"Xp,

wiec oznaczajac j—ta skladowa wektora XY przez T;, j=1,2,...,k,iktadac Th41 =
YTY, mozemy przepisaé te gesto$é w postaci

K
2 1
expq — > BTy — 352 Tkt — b(B,o) ¢,
=1

gdzie b(3,0) jest funkcja parametru (3, o), niezalezna od obserwacji.

Jezeli a priori nie nakladamy zadnych ograniczef na parametr (3, 0), to przestrzen
tego parametru jest (k 4 1)-wymiarowa, a rodzina rozkladéw obserwacji Y jest rodzing
wykladnicza. Zatem T = (T1,Ts, ..., Tk, Tkt1) jest statystyka dostateczna zupelna.

Poniewaz estymator
T

- 1 Tz

B-xrx) |
Ty,

jest funkcja statystyki dostatecznej zupelnej i jest nieobciazony, wiec jest to ENMW|3].
Podobnie

(n—h)s* = (Y - XZ;)T (Y - xB)
=YTY - 28XTY + BTXTXp
=YTY -2 (X7X) ) XTY + (X7Y)" (XTX) 7 (XTY).

Tu YTY = Tyy1 oraz XTY = (T3, Ty, ..., Ti,) T, wiec s? jest ENMW([o?].
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Wynika stad, ze w przypadku gaussowskim estymator ,B, skonstruowany metoda
najmniejszych kwadratéw, jest estymatorem o minimalnej wariancji w klasie wszystkich
estymatorow nieobciazonych, a nie tylko w klasie nieobciazonych estymatoréw liniowych,
jak to ma miejsce bez zalozenia o normalnosci rozktadu bledow.

Przypomnijmy, ze B = EMNK|3] to taki estymator, ktéry minimalizuje

(Y -X3)" (Y —XB).

Poniewaz w modelu gaussowskim wiarogodno$é parametru (3, 02) przy obserwacjach
y =(y1,%2,-..,Yn) ma postaé

HB.iy) = oo o (v - XB) (v - XB) .

wiec f’)’ maksymalizuje [ (3, 0;y) przy kazdym ustalonym o2. Zatem ,@ jest estymatorem
najwiekszej wiarogodnosci parametru 8. Ponadto, przy ustalonym ,@, 52 maksymalizuje
l(,@,a;y) ze wzgledu na o, wiec s? jest estymatorem najwiekszej wiarogodnoéci para-
metru o2.

Wynika stad, ze w gaussowskim modelu liniowym teoria estymatoréw nieobciazonych
o minimalnej wariancji, zasada najwiekszej wiarogodnosci oraz metoda najmniejszych

kwadratéw prowadza do tego samego rezultatu.

4. Zadania

1. Sformulowaé¢ modele statystyczne zagadnieni w przykladach 1, 2, 31 4.

2. Sprawdzié, ze dla kazdej macierzy X zachodzi réwnosé InX” = ImX”X.

3. Udowodni¢ twierdzenie 1.

4. Podaé¢ EMNK ] w przykladzie 5.

5. Skonstruowa¢ EM N K[y — ps] w przykladzie 7.

6. Przypusémy, ze obserwacje x1, xa, ..., T, moga by¢ przedstawione w postaci

x; = Po + Pra; + €, i=12,...,n,

gdzie ai,a9,...,a, Sa znanymi wartoSciami pewnej zmiennej towarzyszacej oraz €1,
€2,...,€n 53 nieskorelowanymi bledami o wspélnej wariancji o®. Sprawdzié, ze oba para-

metry By i £1 sa estymowalne wtedy i tylko wtedy, gdy nie wszystkie wartosci a; sa sobie
réwne. Przedyskutowaé intuicyjna tres¢ tego wyniku sporzadzajac odpowiedni wykres
punktéw (a;,x;). Wykazaé, ze gdy nie wszystkie a; sa sobie réwne, estymatory [3p i (1,
otrzymane metoda najmniejszych kwadratow, maja postac

B = ZZ(?;_‘_I;)? . By=z—ap.

Zauwazy¢, ze w modelu gaussowskim estymatory [y i 1 sa zmiennymi losowymi o
rozkladzie normalnym. Wyznaczy¢ macierz kowariancji tych estymatorow.



92 VI. Metoda najmniejszych kwadratéw. Modele liniowe

7. Wyniki pewnych obserwacji x1,x2,...,x, moga by¢ przedstawione w postaci

xi:ﬁ0+ﬁlai+ﬁ2a?+€i i=1,2,...,n

gdzie a; sa wartoSciami zmiennej towarzyszacej oraz €1, €z, . . . , €, Sa wielkoSciami niesko-
relowanymi o jednakowej wariancji. Pokazaé, ze parametr 3 = (0o, f1, 02) jest estymo-
walny wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd ai,aq,...,a, znajduja sie co najmniej trzy rézne
wartosci. Wyznaczyé EM N K |[(o, 1, B2].

8. Niech x1,x2,x3, x4 beda wynikami lotniczych pomiaréw katow 0y,6s,03,0, pew-
nego czworokata na powierzchni ziemi. Zalozy¢, Ze te obserwacje sa obciazone blgdami
losowymi, ktore sa niezalezne, maja wartos¢ oczekiwana réwna zeru i wspélng wariancja
o? i przy tych zalozeniach wyznaczy¢ estymatory wielkosci katéw metoda najmniejszych
kwadratéw. Wyznaczyé nieobciazony estymator wariancji 2.

Przypusémy, ze wiadomo, ze dany czworokat jest rownoleglobokiem, takim ze 6, = 03
oraz 0, = 0,. Jaka postaé maja wtedy estymatory katéw i jak mozna by szacowaé o2 ?



Wyktad VII

TEORIA DECYZJI STATYSTYCZNYCH

1. Sformulowanie problemu

Rozpatrujemy model statystyczny (X,{Pp: 6 € O©}), a wraz z nim dwa dodatkowe
obiekty: zbiér A i nieujemng funkcje L: © x A — R!. Zbiér A nazywamy zbiorem decyzji
(lub zbiorem akcji), jego elementy a € A nazywamy decyzjami (lub akcjamsi), a funk-
cje L nazywamy funkcjg straty. Warto$é L(0, a) tej funkcji interpretujemy jako wielkosé
straty, jaka ponosimy wtedy, gdy obserwacja X ma rozklad Py (gdy ”prawdziwym” roz-
kladem jest Py), a podjeta zostaje decyzja a.

Decyzje sa podejmowane na podstawie obserwacji X. Kazda funkcja § : X — A
okreéla nastepujaca regule postepowania: jezeli zaobserwowano x € X, nalezy podjac
decyzje 0(x). Funkcje 0 nazywamy regulg decyzyjng, a zbiér rozwazanych regul decyzyj-
nych oznaczamy przez D.

Ogodlniej, niech A* bedzie rodzina wszystkich rozktadéw prawdopodobienstwa na A
i niech 6*: X — A*. Funkcje 0* nazywamy randomizowang requlq decyzyjng. Randomizo-
wana regula decyzyjna okresla nastepujacy algorytm postepowania: jezeli zaobserwowano
x € X, nalezy decyzje wylosowaé wedlug rozkladu prawdopodobienstwa 6*(z). Chociaz
w wielu zagadnieniach optymalnymi regulami decyzyjnymi okazuja si¢ by¢ randomizo-
wane reguty decyzyjne, w naszym wykladzie ograniczamy sie¢ do prezentacji teorii decyzji
statystycznych tylko w stopniu pozwalajacym na pozostanie w zbiorze D nierandomizo-
wanych regul decyzyjnych.

Wielkosé EgL(0,5(X)) jest oczekiwang strata, gdy obserwacja X ma rozklad Py,
a postepujemy wedlug reguly decyzyjnej §. Funkcja

(1) R(0,9) = EyL(0,6(X)), 0€0O,

nazywa sie ryzykiem lub funkcjg ryzyka reguly decyzyjnej 6.

Teoria decyzji statystycznych zajmuje sie¢ konstruowaniem najlepszych regut decy-
zyjnych. Oczywiscie zaleznie od tego, jaki sens nadaje sie zdaniu "regula decyzyjna d;
jest lepsza od reguly decyzyjnej 2”7, otrzymuje sie rézne "najlepsze” reguly decyzyjne.
W wykladzie podajemy pewne formalizacje tego zagadnienia, ale dalsze rozwazania po-
przedzimy dwoma przyktadami.

Przyklad 1. Rozwazamy model statystyczny (X,{Py: 6 € ©}). Niech g: © — R!
bedzie dana funkcja. Niech A = R i niech L(6,a) = (g(6) —a)?. Niech §: X — R! bedzie
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danym odwzorowaniem. Wielkosé L(6, (X)) interpretujemy jako strate, ktéra ponosimy
wtedy, gdy obserwacja X ma rozklad Py, a my ”podejmujemy decyzje” §(X). Jezeli ta
decyzja polega na orzeczeniu, ze nieznana wartos¢ parametru 6 € © jest réwna §(X),
znajdujemy sie na gruncie teorii estymacji z kwadratowa funkcja straty. Problem wyboru
optymalnej reguly decyzyjnej § jest tu dobrze nam juz znanym problemem konstrukcji
estymatora o minimalnym bledzie sredniokwadratowym (por. wykiad 3). [ ]

Przyktad 2. W modelu statystycznym (X,{Py: 60 € ©}) niech © = {61,6,},
A = {a1, a2} 1 niech

1, gdyi#j.

Funkcja ryzyka reguly decyzyjnej ¢: X — A wyraza si¢ wzorem

O e A,

[ P {p(X) =az}, edy 0 =01,
R®.¢) = {Pl{im "o} sy 0—6s

Jezeli ustalimy liczbe o € (0,1), ograniczymy sie do rozwazania regul decyzyjnych o,
dla ktérych Py, {p(X) = a2} < « 1 jezeli za najlepsza w tej klasie uznamy te regule,
ktéra minimalizuje Py, {p(X) = a1}, to zadanie wyznaczenia najlepszej reguly decyzyjnej
bedziemy mogli rozwazac jako zadanie wyznaczenia najmocniejszego testu na poziomie
istotnosci « dla weryfikacji hipotezy H : 0 = 61 wobec hipotezy alternatywnej K : 6 = 05
(por. wyklad 4). ]

Dwa powyzsze przykiady pokazuja, ze teoria decyzji statystycznych moze by¢ trak-
towana jako uogdlnienie teorii optymalnej estymacji i teorii optymalnych testow hipotez
statystycznych. Teoria decyzji statystycznych pozwala na spojrzenie ”z wyzszego sta-
nowiska” na to, czym sie dotychczas zajmowaliSémy i jednocze$nie pozwala na glebsze
wniknigcie w nature rozwazanych poprzednio probleméw. Pozwala réwniez na istotne
rozszerzenie repertuaru rozwazanych problemow, choéby o zagadnienia dyskryminacji, o
ktorych powiemy w paragrafie 3.

2. Optymalne reguly decyzyjne
2.1. Wprowadzenie
Méwimy, ze reguta decyzyjna 1 jest nie gorsza od reguly decyzyjnej do, jezeli
R(6,01) < R(6,52) VO € O.
Méwimy, ze reguta decyzyjna 01 jest lepsza od reguly decyzyjnej s, jezeli 61 jest nie
gorsza od dy i ponadto R(6,01) < R(6,02) dla pewnego 0 € ©.

Przy ustalonym zbiorze D rozwazanych regut decyzyjnych méwimy, ze reguta decy-
zyjna ¢ jest dopuszczalna, jezeli w zbiorze D nie ma regul lepszych od §.
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Jest oczywiste, ze we wszystkich rozwazaniach na temat optymalnych regut decyzyj-
nych mozemy ograniczy¢ sie do zbioru regut dopuszczalnych. Niestety, pojawiaja sie tu
pewne trudnosci.

Jeden rodzaj trudno$ci jest zwiazany z dobrym, przejrzystym opisem zbioru regutl
dopuszczalnych. To, co sie czasami udaje uzyskaé, to parametryzacja tego zbioru za po-
mocy rozktadéw prawdopodobienstwa na przestrzeni parametréw ©: w pewnych modelach
statystycznych istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie pomiedzy zbiorem wszyst-
kich regul dopuszczalnych i zbiorem wszystkich rozkladéw prawdopodobienstwa na ©. W
punkcie 2.2 naszego wykladu mowimy o pewnej technice prowadzacej do redukcji zbioru
D do pewnego mniejszego zbioru zawierajacego wszystkie reguly dopuszczalne, ale — by¢
moze — zawierajacego takze reguly niedopuszczalne.

Drugi rodzaj trudnosci jest zwiazany z zastosowaniami: praktyk wolalby otrzymac
od statystyka jakas jedna, dobrze okre$lona ”optymalna” regule decyzyjna zamiast calego
zbioru regul dopuszczalnych, w ktorym, w konicu, i tak musi dokonaé¢ pewnego wyboru.
Pokonanie tej trudnosci wymaga jednak wprowadzenia pewnych dodatkowych elementéow
do naszych rozwazan: méwimy o tym w punkcie 2.3 (reguly bayesowskie) i w punkcie 2.4
(reguly minimaksowe).

2.2. Redukcja przez dostatecznosé

Nastepujace twierdzenie jest uogdlnieniem znanego nam juz z teorii estymacji twier-
dzenia Rao—Blackwella.

TWIERDZENIE 1. Niech A C RF bedzie zbiorem wypuktym i niech, dla kazdego 0 € O,
funkcja L(0,-) bedzie wypukia.
Jezeli § € D jest requlq decyzyjng i T jest statystykq dostateczng, to requia decyzyjna

6=E(§(X)|T =t)

jest nie gorsza od regquly decyzyjnej 6.

D o w 6 d. Dowdd wynika natychmiast z nieréwnosci Jensena, jezeli zapiszemy ja w
postaci
E(L(6,6(X))|T =t) > L(, E(6(X)|T =1t)).

i zauwazymy, ze prawa strona tej nieréwnosci to L(9, 6 (t)) Obliczajac wartosci oczekiwane
FEy obu stron, otrzymujemy teze twierdzenia. O

Przyklad 3. Rozpatrzmy model statystyczny (X,{Py: 0 € ©})" , gdzie Py jest
rozkladem normalnym N (0,1), 6 € R!. Niech A = R! i niech L(6,a) = |0 — a.

Postaé funkcji straty (por. zad. 2) i symetria rozkladu wzgledem 6 sugeruja, ze es-
tymatorem tego parametru moglaby by¢ mediana med(X) (wartosé srodkowa) z préby
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X1, Xo,..., Xy, tzn. statystyka pozycyjna Xjy1.n, gdy n = 2k + 1 jest liczba nieparzysta
lub (X + Xk+1.0)/2, gdy n = 2k jest liczba parzysta. W ogélnym przypadku rzeczy-
wiScie jest to dobry estymator, ale w rozwazanym tu przypadku rozkladu normalnego
srednia X z préby jest statystyka dostateczna, wiec na mocy twierdzenia 1 estymator
E(med(X)|X) nie jest gorszy. Poniewaz E(med(X)|X) = X (por. zad. 3), srednia z
proby nie jest gorsza od mediany. Odnotujmy, ze na mocy twierdzenia 1 ten wynik pozo-
staje w mocy dla dowolnej funkcji straty L(0,a), ktéra dla kazdego 0 € © jest wypukla
funkcja argumentu a. |

2.3. Bayesowskie reguly decyzyjne

Niech 7 bedzie rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze ©. Ze wzgledu na tradycje,
rozklad 7 nazywamy rozktadem a priori parametru 6.

Niech 0 bedzie dana regula decyzyjna i niech R(6,d) bedzie jej funkcja ryzyka.

Wielkosé

@) r(r,0) = / R(6,5)7(d0)

nazywamy ryzykiem bayesowskim regquly decyzyjnej § przy rozkladzie a priori T.
Przy ustalonym rozkladzie a priori T méwimy, ze reguta decyzyjna d; jest nie gorsza
od reguly decyzyjnej da, gdy r(7,01) < r(7,02), 1 ze jest lepsza, gdy r(7,01) < r(7,02).
Tak okreslona relacja w zbiorze D regul decyzyjnych porzadkuje liniowo ten zbiér.
Jezeli, przy ustalonym rozkladzie a priori 7, w zbiorze D istnieje reguta decyzyjna
0, taka, ze
r(r,0,) <r(r,§) V§eD,

to regule decyzyjna 6, nazywamy regutq bayesowskq przy rozkladzie a priori T.
Efektywne wyznaczenie reguly bayesowskiej nie nastrecza wiekszych trudnosci. Kon-
strukcja opiera sie na twierdzeniu Fubiniego

3) / ( / L(G,(S(m))Pe(d:v)> (d6) = / ( / L(e,a(x))%(da)) Pldz),

gdzie 7, oraz P sa odpowiednimi rozkladami prawdopodobienistwa na © oraz X takimi,

(4) Py(da)r(d0) = 7,(d0) P(dx)

(por. elementarny wzér Bayesa). Rozklad 7, nazywa sie rozkladem a posteriori.

Na mocy wzoru (3), efektywne wyznaczenie bayesowskiej reguly decyzyjnej sprowa-
dza sie do wyznaczenia, przy kazdym ustalonym x € X, takiej wartosci a € A, ktora
minimalizuje [ L(6,a)7,(df). W szczegblnosci, w problemie estymacji parametru § € R*
przy kwadratowej funkcji straty L(0,a) = (6 —a)? estymatorem bayesowskim jest wartoéé
oczekiwana rozkladu a posteriori (por. zad. 1), a przy funkcji straty L(0,a) = |0 — af
estymatorem bayesowskim jest mediana tego rozkladu (por. zad. 2).
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Przyklad 4. Niech X bedzie obserwacja o rozkladzie dwumianowym b(6,n). Niech
B(a, 8) bedzie rozkladem a priori parametru 0 € (0,1). Estymujemy parametr 6 przy
kwadratowej funkcji straty.

Rozklad a posteriori parametru 6 ma, na mocy wzoru (4), gestosé proporcjonalna do
6% (1—0)"~=02~1(1—0)5~1, wiec jest to rozklad beta B(a+z, 3+n—x). Wartosé oczeki-
wana zmiennej losowej o rozkladzie beta B(p,q) jest réwna p/(p + q), wiec estymatorem
bayesowskim parametru 0 jest (X + «)/(a+ 5+ n). [ |

Wokoét koncepcji rozkladu a priori i w ogole wokot ” podejscia bayesowskiego” rozwi-
nela sie powazna kontrowersja miedzy statystykami. Poczatkowo rozktad a priori zostal
wprowadzony jako pewien sposéb prezentacji przekonan a priori (tzn. przed ekspery-
mentem) co do mozliwych wartosci nieznanego parametru. Ta wiedza aprioryczna jest
w wyniku eksperymentu statystycznego modyfikowana do wiedzy aposteriorycznej, opi-
sywanej za pomoca rozktadu a posteriori. Poniewaz rozktad a posteriori, a wiec i opty-
malna reguta decyzyjna zaleza od wyboru rozktadu a priori, racjonalnemu wyborowi tego
ostatniego poswiecono wiele prac i wiele dyskusji. Cala ta problematyka jest raczej pro-
blematyka epistemologiczna niz tylko statystyczna, chociaz nie zawsze jest to wyraznie
demonstrowane.

Niezaleznie od tych dyskusji, bayesowskie reguty decyzyjne odgrywaja w konstrukcji
dopuszczalnych regut decyzyjnych taka sama role, jak rozwiazania uzyskiwane za pomoca
minimalizacji r6znych funkcjonaléw w technice skalaryzacji przy konstrukcji rozwigzan
w wielokryterialnych problemach optymalizacyjnych. Nastepujace twierdzenie pokazuje
ten zwiazek.

TWIERDZENIE 2. JezZeli requla decyzyjna d jest jedyng reguta bayesowskq przy pewnym
rozkladzie a priori, to  jest regula dopuszczalna.

D o w 6 d. Przypus$émy, ze § jest jedyna reguta bayesowska przy pewnym rozkladzie
a prioriize 0’ jest regula, ktéra ja dominuje, tzn. regula taka, ze R(0,6") < R(6,9) VO O.
Wtedy r(7,d") < r(r,d) skad wynika, ze §’ = 4. |

Przyklad 5. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym b(6,n).
Estymujemy 6 przy kwadratowej funkcji straty L(0,a) = (6 — a)?. Estymator

9*:X+%\/ﬁ
n++/n

jest estymatorem dopuszczalnym. Wynika to stad, ze jest to jedyny estymator bayesowski
przy rozkladzie a priori beta B(3+/n, 5/n). [ |

A oto pewne inne wykorzystanie techniki bayesowskiej: pokazemy, ze $rednia X
z proby Xy, Xs, ..., X, z rozkladu normalnego N(u,1) jest, przy kwadratowej funkeji
strat, estymatorem dopuszczalnym parametru u.
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Ryzyko estymatora X jest stale i réwne 1/n. Przypusémy, ze X nie jest estymatorem
dopuszczalnym. Wtedy istnieje estymator f taki, ze

R(u, i) < — (VpeRY,

3=

1
R(p, 1) < - dla pewnego p € R!.

W rozwazanym tu problemie, dla kazdego estymatora i ryzyko R(u, i) jest funkcja ciagla
argumentu p € R!. Zatem istnieje € > 0 i istnieja liczby u; i po takie, ze

- 1
R(p,p) < — =€ Vi & (m, pa)-
Wezmy pod uwage rozkltad a priori N(0,72) parametru p. Wtedy

i (&£)?

IR 1
r(r, i) = ﬁ/ R(p, fi)e2

jest ryzykiem bayesowskim estymatora p przy tym rozkladzie a priori oraz

dp

7_2

" T

jest ryzykiem bayesowskim estymatora bayesowskiego przy tym rozkladzie a priori (por.
zad. 4). WeZmy pod uwage iloraz

+oo
1 _ 1 1 T Lk
n — (7, i) L TV21 ) [n R(MN)] exp[ 2(7') ]du
1 o 1 72
- T
n n 1+n72
n(l +nt?)e /“"‘ 1 po
>t exp | — = (=) |dp.
= p[—5()du

Prawa strona tej nieréwnosci dazy do 400, gdy 7 — +00, wiec istnieje takie 7, ze
r(7o, 1) < 75, CO pPrzeczy temu, ze r., jest ryzykiem bayesowskim estymatora bayesow-
skiego przy rozkladzie a priori N (0, 73).

Przedstawiony tu wynik nie jest jednak tak naturalny, jak by to sie wydawato: okazuje
sig, ze $rednia z proby z k-wymiarowego (k > 2) rozkladu normalnego N(u,I) nie jest
estymatorem dopuszczalnym parametru g (por. zad. 5).
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2.4. Minimaksowe reguly decyzyjne

Regula decyzyjna 6* nazywa sie requlq minimaksowq, jezeli

(5) sup R(#,6*) = inf sup R(8, ).
0€O 5€D 6O
W zastosowaniach, np. w ekonomii, reguly minimaksowe sa traktowane jako reguly ”ase-
kuracyjne”: nawet w najgorszej sytuacji maja prowadzi¢ do mozliwie dobrego wyniku.
Nastepujace dwa twierdzenia pozwalaja czasami wykazaé, ze rozwazana reguta de-
cyzyjna jest regula minimaksows,.

TWIERDZENIE 3. JeZeli requla decyzyjna & jest requlq bayesowskq wzgledem pewnego
rozkladu a priori T oraz R(0,6) < r(1,9) dla kazdego 0, to & jest reqguia minimaksowqg. W
szczegolnosci, jezeli reguta bayesowska ma state ryzyko, to jest ona requlq minimaksowaq.

D o w 6 d. Por. zadanie 6. |

TWIERDZENIE 4. Niech (6p,,m > 1) oraz (t,,n > 1) bedq ciggami regqul decyzyj-
nych i rozkladow a priori takich, Ze &, jest requlq bayesowskq przy rozkiadzie a priori
Tn, N> 1. Jedeli r(7,,d,) — C, gdy n — 0o, i pewna requla decyzyjna & spelnia warunek
R(0,6) < C, to § jest regula minimaksowg.

D o w 6 d. Por. zadanie 7. O

Druga czesé twierdzenia 3 pozwala czasami efektywnie skonstruowaé¢ minimaksowsg
regulte decyzyjna: wystarczy znalezé regule bayesowska o stalym ryzyku.

Przyklad 6. Niech X bedzie obserwacja o rozkladzie dwumianowym b(6,n). Esty-
mujemy 0 przy kwadratowej funkcji strat.

Jezeli rozklad a priori parametru 0 jest rozkladem beta B(«, f3), to (por. przyklad 4)
estymatorem bayesowskim jest (X + «)/(a+ 8+ n). Ryzyko tego estymatora jest réwne
wariancji rozktadu a posteriori

(o, _X+a ):n9(179)+[a(179)769]2 .
‘a+fB+n (a+ B +n)?

To ryzyko jest stala funkcja argumentu 0 € (0, 1), jezeli
(a+B3)?=n oraz 2a(a+pB)=n,

czyli jezeli o = 3 = %\/ﬁ Zatem estymatorem minimaksowym w rozwazanym problemie
jest 0* = (X + y/n)/(n+ /n) — por. przyklad 5. [ |

Skorzystamy z twierdzenia 4 dla dowodu waznego faktu, ze — przy kwadratowej

funkcji straty — érednia z préby z rozktadu normalnego N (u,0?) o znanej wariancji o2

jest estymatorem minimaksowym parametru pu.
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Przyktad 7. Niech X1, Xo,...,X,, bedzie préba z rozkladu normalnego N (u,0?),
gdzie 0? jest znang wariancja; bez straty na ogélnosci rozwazan zalozymy, ze o0? = n.
Estymujemy p przy kwadratowej funkcji straty L(u,a) = (u — a)?.
Niech N(0,72) bedzie rozkladem a priori parametru p. Wtedy estymatorem baye-
sowskim jest 72X /(1+72), a ryzyko tego estymatora jest réwne 72 /(14 72) (por.zad. 4).
2
Poniewaz z jednej strony Th—{go # = 1 oraz z drugiej strony, ryzyko estymatora X jest

stale i rowne 1, wigc na mocy twierdzenia 4, X jest estymatorem minimaksowym. ]

Uogdlnienie tego wyniku na przypadek proby z k-wymiarowego (k > 1) rozkladu
normalnego pozostawiamy jako zadanie 8.

3. Zastosowania w dyskryminacji

Teoria dyskryminacji zajmuje si¢ przede wszystkim takimi modelami statystycznymi
(X,{Py: 0 € ©}), w ktérych zbiér © = {61,02,...,0;} jest zbiorem skoficzonym. Zagad-
nienie dyskryminacji polega — jak sama nazwa wskazuje — na rozstrzyganiu, z ktérego
z rozkladéw Py, pochodzi dana obserwacja X.

W typowych problemach dyskryminacji w powyzszym modelu, przestrzen decyzji A
jest zbiorem {1,2,... k}. Jezeli § jest regula decyzyjna, to 6(x) = i oznacza wskazanie
na rozktad Py, jako na rozklad, z ktérego pochodzi dana obserwacja X = z.

W bardziej ogdlnych sytuacjach (por. dalej przyklad 9) rozpatruje sie dowolny zbiér
O 1 jego rozbicie {O1,0,,...,0;}. Wtedy problem dyskryminacji polega na wskazaniu
podzbioru ©;, zawierajacego to 6, ktére indeksuje rozklad Py danej obserwacji X.

Na zagadnienia dyskryminacji mozna spojrzeé¢ jak na zagadnienia estymacji para-
metru 0 € ©. Jednak natura probleméw dyskryminacji narzuca funkcje straty, nie zawsze
odpowiednie dla problemu estymacji.

Na zagadnienie dyskryminacji mozna réwniez spojrzeé jak na zagadnienie jedno-
czesnej weryfikacji k hipotez statystycznych (prostych lub, w ogélniejszym przypadku, o
ktérym byta przed chwilg mowa, ztozonych). Podejscie do tego zagadnienia w duchu teorii
Neymana—Pearsona wprowadza jednak pewna asymetrie w traktowaniu réznych hipotez,
co z punktu widzenia zastosowan nie zawsze jest do zaakceptowania.

7 punktu widzenia teorii decyzji statystycznych, teoria dyskryminacji stanowi pewien
szczegblny przypadek. Specyfike tej teorii z punktu widzenia zastosowan zilustrujemy
dwoma przykladami.

Przykltad 8. Zmienna losowa X ma rozklad normalny P, = N(u,0?) lub rozklad
normalny P, = N(v,0?). Na podstawie obserwacji X nalezy rozstrzygnaé, ktéry z nich.
Parametry pu,v oraz o? sg znane; bez straty na ogélnosci rozwazari zalozymy, ze p < v.

Konstrukcja reguly decyzyjnej polega na rozbiciu przestrzeni préby R na dwa zbiory
A, i A, takie, ze jezeli X € A, rozstrzygamy na korzys¢ rozkladu P,, a jezeli X € A,,
rozstrzygamy na rzecz rozkladu P, .
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Prawdopodobieristwa blednych rozstrzygnie¢ wynosza, odpowiednio, P,{X € A,}

oraz P,{X € A,}. Przyjmiemy te prawdopodobietistwa za kryterium poréwnywania regul
dyskryminacyjnych. Bardziej formalnie: wezmy pod uwage funkcje straty

_ Oa gdy 0= a,
L(0,a) = { 1, gdy 0+#a.

Wtedy ryzyko reguly dyskryminacyjnej 6, wyznaczonej przez zbiory A,, A,, wyraza sie

wzorem ‘ A o
_JPiX €A}, gdy 0=y,
R(6,0) = {PU{X €AY, gy 0=

Jezeli ustalimy liczbe a € (0, 1), to w klasie wszystkich regul dyskryminacyjnych, dla

ktorych P,{X € A,} = «, regula minimalizujaca P,{X € A,} jest regula d,,, w ktérej
zbiory A, i A, majg postac

Ay ={z:x<m}, A, ={xz:z>m},
przy odpowiednio (dla danego «) wybranej liczbie m (por. teoria testéw najmocniej-
szych). Oczywiste jest, ze dwie reguly dyskryminacyjne 6,, oraz d,, sa nieporéwnywalne,
gdy m # m'. W konsekwencji stwierdzamy, ze {6, : m € R'} jest zbiorem wszystkich
dopuszczalnych regul dyskryminacyjnych.
Kazda regula dyskryminacyjna 6,,,m € R, jest regula bayesowska (por. zad. 9).

Zatem regula dyskryminacyjna, dla ktérej P,{X € A,} = P,{X € A,}, jest regula
minimaksowa. [ |

Wszystkie powyzsze rezultaty otrzymalidémy jako proste wnioski z ogdélnej teorii de-
cyzji statystycznych. W zastosowaniach dyskryminacji pojawiaja sie jednak pewne dalsze
problemy. Zilustrujemy je, jak rowniez pewne ich rozwiazania, konkretnymi przyktadami
liczbowymi.

Przypuéémy, ze u = 0, v = 1 oraz 0> = 1. Minimaksowg reguty dyskryminacyjna
Mamy dla niej

jest regula §,, dla m = %

1 1

Trudno jest sobie wyobrazié, zeby reguta dyskryminacyjna z tak duzymi prawdopodobien-
stwami bledéw, choé¢ optymalna, mogla znalezé praktyczne zastosowanie. (Zauwazmy, ze
dla kazdej innej reguty dyskryminacyjnej przynajmniej jedno z tych prawdopodobienstw
jest wieksze od 0.31.)

Oto dwie rézne propozycje praktycznych rozwiazan w takiej sytuacji.

Jezeli dana mala liczbe a € (0,1), powiedzmy « = 0.01, uznamy za dopuszczalng
wartos¢ kazdego z bledow, mozemy wyznaczyé¢ dwie liczby my 1 mo takie, ze

PAX >me}=PA{X <m}=a

i rozstrzygnac na rzecz rozktadu P, gdy X < my, lub na rzecz rozktadu P,, gdy X > ma.
Teraz jednak my < ms (dla @ = 0.01 mamy m; = —1.326 oraz my = 2.326), wiec w celu
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utrzymania prawdopodobienstw blednych decyzji na zadanym poziomie o, w przypadku
gdy X € (m1, ma), nalezalo by wstrzymac sie od wydawania werdyktu. Konkluzja ”wynik
eksperymentu nie pozwala na rozstrzygniecie” nie jest czymg$ niezwyktym.

Inne rozwiazanie mozemy zaproponowaé¢ wtedy, gdy istnieje mozliwos¢ przeprowa-
dzenia kilku, powiedzmy n, niezaleznych obserwacji X1, Xo, ..., X,, zmiennej losowej X.
Poniewaz $rednia X z préby ma rozklad normalny N(u,0%/n) lub N(v,0%/n), gdy X
ma, odpowiednio, rozklad N(u,0?) lub N(v,0?), wiec dla kazdego o € (0,1) mozemy
wyznaczy¢ takie n > 1, zeby

"

P{X > ;”}zpy{xg “TJFV} <a

Mamy

M;V}:PV{XSM;V

y=a(E"vm),

P X >
”{ - 20

wiec wystarczy wybraé
402

n > m [<I>_1(oz)]

Na przykltad, w rozwazanym przez nas przypadku otrzymujemy, ze dla utrzymania praw-
dopodobienstw obu bledéw na poziomie a < 0.01 wystarcza n > 22 obserwacje.

W nastepnym ”przykladzie z zycia” méwimy o dyskryminacji w modelu statystycz-
nym (X,{Py: 6 € ©}) z nieskofczona przestrzenia parametréw © = (0,1), w ktérej
wyrézniono dwa rozlaczne podzbiory i na podstawie obserwacji X nalezy rozstrzygnac,
do ktérego z nich nalezy nieznane 6.

Przyklad 9 (statystyczna kontrola jakosci). W duzej partii produktéw znajduje sie
100w procent sztuk wadliwych. Nabywca tej partii poddaje jej jakosé¢ kontroli wyrywko-
wej, polegajacej na tym, ze wybiera z niej na chybil-trafil n sztuk i zlicza liczbe X sztuk
wadliwych w tej probce. Jezeli X < m, uznaje partie za dobra, jezeli X > m, kwestionuje
jakosé partii. Nabywca w zasadzie zgadza sie na zaakceptowanie partii jako dobrej, jezeli
jej wadliwos$é w nie przekracza danej liczby wg (wo nazywa sie wadliwoscia dopuszczalna),
i zdecydowany jest odrzucaé partie (wraz z wszystkimi ekonomicznymi konsekwencjami
tego aktu), ktérych wadliwosé jest wieksza od danej liczby wy (w1 nazywa sie wadliwoscia
dyskwalifikujaca).

Zadanie polega na wyznaczeniu liczb n i m w taki sposéb, zeby

P{X >m}<a, gdy w<w,

6
) PAX <m} <8, gy w>un,
gdzie o i 3 sa statymi kwantyfikujacymi sklfonnosé nabywcy do odrzucania partii dobrej
i akceptowania partii wadliwej.

Na mocy twierdzenia 3(b) z wykladu IV, nieréwnosci (6) sa réwnowazne z nieréwno-
Sciami

PUJO{X>m}SO[7

Q P, {X <m} <p.
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Uklad nieréwnosci (7) ma nieskoriczenie wiele rozwiazaii. W zastosowaniach wybiera
sie jednoznaczne rozwiagzanie z najmniejsza liczba n ("najtansza kontrola jakosci”). W
Polskich Normach podajacych przepisy postepowania przy ocenie jakosci partii przyj-
muje si¢ « = 3 = 0.05. Dla wybranych wartosci wadliwosci dopuszczalnych i wadliwosci
dyskwalifikujacych odpowiednie licznosci prob n i wartosci krytyczne m mozna odczytaé
w podanych tam tablicach. Na przyklad dla wo = 1% i wi = 6.3% mamy n = 100, m = 2.
|

4. Zadania

1. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie P takim, ze EpX? < oco. Wykazad,
ze funkcja Ep(X —t)?, t € R}, osiaga minimum dlat = EpX.

2. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie P takim, ze Ep|X| < oo. Wykazad,
ze funkcja Ep|X —t|, t € R! osigga minimum dla t = med(P).

Przypominamy, ze mediana med(P) rozkladu P zmiennej losowej X jest kazda liczba
m taka, ze P{X <m} >1/2 oraz PEX >m} >1/2.

3. Przy zalozeniach z przykladu 3 wykazaé, ze E(med(X)|T) = X, gdzie T =
Z;L:l Xi.

4. Niech X bedzie obserwacja o rozkladzie normalnym N (u1,0%) z nieznana wartoscia
oczekiwang p i znang wariancja 0. Rozwazamy zagadnienie estymacji parametru p przy
kwadratowej funkcji straty i przy rozkladzie normalnym N (v, 7?) parametru u jako roz-
kladzie a priori, gdzie (v,7%) € R! x R}Ir jest ustalone. Wyznaczy¢ rozklad a posteriori,
estymator bayesowski i ryzyko tego estymatora.

5. Wykazad, ze Srednia z préby z k-wymiarowego (k > 2) rozkladu normalnego
N(w,I) nie jest estymatorem dopuszczalnym parametru p. (Wskazéwka. Rozpatrzed es-

tymator
k—2\ &
h= (1 - ) X
nl[X][?

i wykazaé, ze réznica R(p,X) — R(p, i) > 0. W rachunkach pojawiaja sie calki postaci

/ W exp[f%(mi — 113)?]dx;, ktére po catkowaniu przez czesci mozna zapisaé jako

/ <|x1||2 - ﬁ:ﬁi) exp[— 2 (z; — pi)?)da; ).
6. Udowodnic twierdzenie 3.
7. Udowodni¢ twierdzenie 4.
8. Niech X bedzie srednig z proby z k-wymiarowego rozkladu normalnego N(p, I).

Estymujemy p przy kwadratowej funkcji straty ||u—a||?. Wykazad, ze X jest estymatorem
minimaksowym.
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9. Niech m € R bedzie dana liczba. Przy zalozeniach przykladu 8 wykazaé, ze regula
dyskryminacyjna &,, jest regula bayesowska przy pewnym rozkladzie a priori. Wyznaczy¢
ten rozklad. Wyznaczy¢ regule minimaksowa.

10. Wyznaczy¢ reguly bayesowskie i reguly minimaksowe dla dyskryminacji

(a) dwéch rozkladéw normalnych N(u,0?) i N(v,72);

(b) dwéch k-wymiarowych rozkladéw normalnych N(u,I) i N(v,I).

Podaé¢ ogoélna metode konstrukcji regul decyzyjnych dla dyskryminacji dowolnych
dwoch rozktadéw prawdopodobienstwa.

11. Rozpatrzeé¢ uogolnienie zagadnienia z przykladu 8 na przypadek k rozkladéw
normalnych. Podaé postac regul bayesowskich i reguty minimaksowej.
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Wyktad II. Statystyki dostateczne

1. Wykorzystaé zasadnicze twierdzenie teorii wielomiandéw symetrycznych, patrz np.
Mostowski A. i Stark M. Elementy algebry wyzszej, PWN.

2. Statystyka Z?zl X; ma rozklad Poissona z parametrem né.
3. Zauwazy¢, ze

1
P{Xl = l’l,XQ =T2,... ,Xn = l’n|X1m = $17X2:n =T2,... 7Xn:n = In} = E
5. Skorzystaé z kryterium faktoryzacji oraz lematow 2 i 3 str. 24 i 25.
6, 7. Skorzystac z kryterium faktoryzacji oraz przyktadu 7 str. 26.
8. Rozwazy¢ funkcje T'(X1.n, Xnin) = Xonn — X1in-

9. a) Patrz przyklad 6 str. 25
b) Statystyka (X1.,, Xp.) ma rozklad o gestosci

-1
n(no),?(y—x)"‘27 gy <z <y<r,

Jor (z,y) = (
0, w pozostatych przypadkach.

12. Rozwazy¢ funkcje postaci
n n n 2 n
h (ZXi,ZXf> =a (ZX) +b> X7
i=1 i=1 i=1 i=1

13. Skorzysta¢ z zadan 11 10, przyjac

Po = {pg(x) = c(0) exp (— ZG;H) Lo oc)(x) : 0 =(61,00,...,60,) € @} ,

gdzie O jest pewnym n-wymiarowym zbiorem w R’ tych wartosci parametru, dla ktérych
funkcja gestosci jest calkowalna i ¢(6) jest stala normujaca. Zauwazy¢, ze rodzina Py jest
rodzing wykladnicza i skorzystaé z twierdzen 5 i 6 str. 29 i 30.

Wyktad III. Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

1. Oba estymatory sa nieobciagzone, aby wyznaczy¢ blad $redniokwadratowy wystar-
czy policzy¢ wariancje estymatorow.

2. Srednia z préby jest statystyka dostateczna i zupelng oraz EM()_()2 =u?+o?/n,
E,(X)? = p3 + 3pc?/n, it.d.
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3. Policzy¢ wartosci oczekiwane, skorzystaé¢ z punktu 3.1 str. 37.

5. Pokazaé, ze dowolny estymator T" nieobciazony spelnia T (0 —1)+T(0)+T(0+1) =
30 i policzy¢ wariancje.

6. Skorzystac z tego, ze Y., (X; — X)?/0? ma rozklad chi-kwadrat z n—1 stopniami
swobody.

8. Zauwazy¢, ze
1 1 &
N ;T Ny = N ;Xz : 1[2,+oo)(Xi)

9. Zmienna losowa X jest statystyka dostateczna i zupelna w tym modelu (rodzina
wykladnicza), nalezy wiec wyznaczy¢ funkcje h taka, zeby

i h(4) (:‘) fi(1— )"t = o™,

10, 11. Pokazaé, ze X jest statystyka dostateczna i zupelna oraz wyznaczy¢ funkcje
h(X), ktorej warto$é¢ oczekiwana jest réwna estymowanemu parametrowi.

12. Skorzysta¢ z nastepujacych nieréwnosci
1
Var (2 (Ty + Tg)) > Var(Ty) = Var(Tz),

Cov*(Ty, Ty) < Var(Ty)Var(Ty).

13. Wykazaé, ze T = Y. | X; jest statystyka dostateczng i zupelng. Zauwazy¢, ze
T ma rozklad gamma I'(n,1/0). Obliczyé E(Y|T) = P(X; > k|T), gdzie Y jest podana
w tresci zadania zmienng losowa przyjmujaca wartosci 0 1 1.

Wyktad IV. Testowanie hipotez statystycznych

2. Rozpatrzeé¢ obszar krytyczny postaci {Xp.n > to}-
3. Zauwazydé, ze jesli X ~ Fs, to X — § ~ F i pokazaé, ze Ps{S > s} < Py{S > s}
dla § < 0.

4. Zastosowaé lemat Neymana-Pearsona.
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8. Zastosowaé lemat Neymana-Pearsona i pokazaé, ze

exXp (* Doy (@i — %)2 - Z:‘L:T-H(Ii + %)2) - -
>t <= T;— x; > t1.
exp(— 21y 77) 22

1=r+1

9. Pokazad, ze kazdy test o obszarze krytycznym postaci Z = A U [0y, +00), gdzie
A C (0,6y) spelnia warunek Pp{X € A} = a i Py oznacza prawdopodobienstwo przy
rozkladzie U(0, 6p), jest testem najmocniejszym dla weryfikacji hipotezy H : 0 = 6y przy
alternatywie K : 60 =6y, 0y < 6.

10. Rozwazy¢ hipoteze H : 6 = 0y przy alternatywie K7 : 6 > 6, a nastepnie hipo-
teze H : 6 = 0y przy alternatywie Ky : 6 < 6. Poréwnaé postaé zbioréw krytycznych.

11. Zauwazy¢, ze rodzina rozwazanych rozkladéw jest rodzina z monotonicznym
ilorazem wiarogodnosci.

12. Wykorzysta¢ wskazdéwke podana w tresci zadania i zadanie 10 str. 70.

13. Wyznaczy¢ rodzine rozkladéw obserwowanej zmiennej losowej, pokazaé, ze jest
to rodzina z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci, skonstruowaé test JN M. Pokazac,
ze statystyka testowa jest suma niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie
wykladniczym (skorzystaé z zadania 6 str. 14).

Wyktad V. Wiarogodnos¢

2. Rozwazy¢ nier6wnos$é¢ Pyrp1{X = z}/Py{X =z} > 1.

4. Wyznaczy¢ estymatory najwiekszej wiarogodnosci parametréw p i ¢ w modelu
normalnym na podstawie préby (X7, Xo, ..., X,,), gdzie X; = logV;.

5. Skorzystaé z kryterium faktoryzacji.

6. Jezeli Y; ~ N(u2,0%), j=1,2,...,n1X; ~ N(u1,0%), i =1,2,...,m, to staty-
styka testowa t,, 1,2 ma niecentralny rozktad t-Studenta z m +n — 2 stopniami swobody

i parametrem niecentralnosci o~ (g — p1)/+/1/n + 1/m.

Wyktad VI. Metoda najmniejszych kwadratéw. Modele liniowe

2. Skorzystaé¢ z tego, ze ImX jest ortogonalnym dopelnieniem jadra przeksztalce-
nia X7T.

4, 5, 6, 7, 8. Wykorzystaé¢ wzor 4 str. 87 w odpowiednich modelach.
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Wyktad VII. Teoria decyzji statystycznych

1. Zrézniczkowaé f(t) = Ep(X — t)? wzgledem t.

3. Dla kazdego ustalonego j = 1,2, ..., [n/2], zmienne losowe
med(X) — Xj.p, oraz Xn—jt1:n — med(X)

maja taki sam rozklad.

4. Rozklad a posteriori ma gestos¢ proporcjonalna do iloczynu gestosci rozkladu
a priori i obserwowanej zmiennej losowej, stad zauwazy¢, ze jest to rozklad normalny.

8. Wyznaczy¢ ryzyko i zastosowaé twierdzenie 4 str. 99.
9, 10. Rozwazy¢ dwupunktowe rozklady a priori i wyznaczy¢ reguly bayesowskie.

11. Rozwazy¢ k-punktowe rozklady a priori i wyznaczy¢ reguly bayesowskie jak w
zadaniu 9.
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Wyktad II. Statystyki dostateczne

1. Rownowazno$¢ statystyk T'i U. Wezmy pod uwage wielomian

n

W) = [t - x0).

i=1
W tym wielomianie Uy, Us,...,U, (z odpowiednimi znakami) sa wspdlczynnikami przy
tn=l ¢n=2 . 9 (wspotezynnik przy t" jest réwny 1), natomiast X1, Xo, ..., X,, sa pier-
wiastkami.

Roéwnowaznosé statystyk U i S. Na mocy wzoréw Newtona (teoria wielomianéw syme-
trycznych) mamy

S —U1Sp_1+UsSp—o+ ...+ (—1)k_1Uk,151 + (—1)kUk =0,

gdy 1 <k <n. Dlak=1mamy S; —U; =0, dla k =2 mamy Sy, — U1.51 + Uy = 0 itd,
wiec (U, Us, . ..,U,) jednoznacznie wyznaczaja (S1,Ss,...,5Sy,) i odwrotnie.

2. Rozklad warunkowy préby pod warunkiem, ze T' =t jest nastepujacy

t!
,ogdyt =" 2,
P{Xi=m1,...,. X, =x,|T =t} = ¢ ntagle! .. -z s L= T
07 gdy t 75 Z?:l T,

gdzie z; sg liczbami catkowitymi nieujemnymi. Rozklad ten nie zalezy od parametru 6.

4. Gestos$é zmiennej losowej (X1, Xo, ..., X,,) jest réwna
pG(zla T2y .- 71'71,) = 1(9_%79+%)(Il:n)l(e_%79+%)(xn:n)v

zatem z kryterium faktoryzacji statystyka T' = (X1.n,, Xp:n) jest dostateczna.

5. Statystyki (Xim, > i1 (Xi — X1:0)) i T = (X1, 31y Xi) sa réwnowazne. Pokazemy,
ze T jest minimalng statystyka dostateczna. Gesto$é zmiennej losowej (X7, Xo, ..., X,)
jest rowna

fos(@1, @2, ) = B expmd) exp(=B S w:) L o) (T1:0),

i=1

zatem z kryterium faktoryzacji statystyka T jest dostateczna. Aby pokazaé, ze T jest
minimalng statystyka dostateczna rozwazamy podrodzine rozkladéw Py = {fu,; :
w; € QA j = 1,2} (Q oznacza zbiér liczb wymiernych) i rozklad fa1 = Y oy Xifwi 1,
gdzie \; > 01 Y ;2 \; = 1. Podrodzina Py jest réwnowazna z rodzina z tresci zadania, a
korzystajac z lematu 2 str. 24 statystyka

S = (Sl(Xl,Xg,. ..,Xn),SQ(Xl,XQ,...,Xn),...),
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gdzie
5 — fuwi2(X1, Xo, ..., X5)
' fA,l(Xl,Xz,...,Xn)’

jest minimalng statystyka dostateczna. Statystyki T' i S sa réwnowazne (wystarczy za-
uwazyé, ze x1., = sup{w; : s;(z1,z2,...,2,) > 0} oraz

n o
g T =—1In [ e "Wk E Ai€™"isp (21, T2, . ., Tp)
i=1 i=1

dla s, > 0).

8. Dystrybuanta rozkladu statystyki T'(X1.,, Xn.n) = Xnn — X1.p nie zalezy od parame-
tru 6, poniewaz

P@{Xn:n - Xl:n < :E} = P0 {(Xnn - 0) - (Xlzn - 9) < 1‘} = PO{Xn:n - Xl:n < I}
Zatem dla kazdej wartosci 8 wartos¢ oczekiwana FyT — ¢ = 0, gdzie ¢ = ET, ale funkcja

hX1m, Xnn) = Xon — X1.n — ¢ nie jest réwna zero.

9. Nalezy wykazaé, ze jezeli

T oy
(w) VO, 7 0 <T /9 /0 flx,y)(y — x)™dxdy =0,

to f(x,y) = 0 (pomijamy tu sprawy postaci ” f(x,y) = 0 dla prawie wszystkich z, y przy
mierze Lebesgue’a”).
Wezmy pod uwage funkcje

y
g6(y) =/0 f(@,y)(y — =)™ d.
Warunek (w) ma postaé
VT >0 / go(y)dy = 0.
o

Przy ustalonym 6, tak jest tylko wtedy, gdy go(y) = 0 dla kazdego y. Zatem

vy /0 ")y —a)mde =0,

wiec f(z,y) = 0 dla kazdego z 1 y.
10. Niech h bedzie funkcja spelniajaca warunek

VP ePy Eph(X)=0.

Wtedy
VP ePy Eph(X)=0.
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Rodzina Py jest zupelna i kazdy zbiér zerowy w Py jest zbiorem zerowym w P;, zatem
h=0(Py — pw.) = h =0(P1 — pw.),

co dowodzi zupelnosci rodziny P;.
Rodzina rozkladéw dwumianowych jest zupelna jako rodzina wykladnicza. Aby pokazad,
ze rodzina P; = Py U {@Q} nie jest zupelna rozwazyé funkcje

0 gdy x =0,1,2,...,n,
(n+Dle gdyx=n-+1,
—(n+2)le gdy x =n-+2,
0 gdy x > n+ 2.

h(z) =

11. Rodzina rozkladéw wektora (X1, Xa, ..., X,) jest rodzing wykladnicza, korzystamy
wiec z twierdzenia 5.

12. Jezeli (X1, Xo,...,X,,) jest proba losowa z rozkladu N(u, k?u?), to

n 2 n
E, (Z Xi> = (nx*> +n?)p? oraz E, <Z Xf) =n(k® 4+ 1)
i=1 i=1

Niech

n n n 2 n
H(xy ) - (Tw) -y
i=1 =1

i=1 i=1

wtedy
Vu>0  E,h (ZXZ-,ZXE) =0,
i=1 =1

ale h nie jest funkcja réwna zero.

Wyktad III. Estymatory nieobciazone o minimalnej wariancji

Zauwazyé, ze VarA* /Vard < 1 dla kazdych X oraz n.
2.
ENMW (p*) = X? — —,
o

ENMW (u®) = X3 - 3X —,

n
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4 4 4 2,0° o?\s
Ogodlnie: dla k parzystych
k ik k N
ENMW (u®) = X" — 9 ENMW (u°~%)—
n

() e (Z) - - (- (Z)

a dla k nieparzystych

2
ENMW (i*) = X* - (’;) ENMW (ub=2)Z
n

(e (2) - o f) (2)

3. Statystyka T = (X, 52) jest statystyka dostateczng i zupelna w rozwazanym modelu.
Statystyki podane w punkcie 3.4 str. 38 sa estymatorami nieobcigzonymi odpowiednich
parametréw i funkcjami statystyki 7.

5. Niech T'(0 — 1) = x, T(0) =y i T(6 + 1) = 2. Funkcja VareT = 3 (2 + 32 + 2%) — 62
osigga minimum przy warunku z +y + z = 36, gdy z = y = z = 0, a to dowodzi braku
ENMW (0).

6. Niech 52 =Y 1" | (X; — X)2 Wtedy

253 ~X: = EpS8?=c(n—1)0> AN Vary25?=2cn—1)0"
co

Blad éredniokwadratowy estymatora S2 jest réwny
Ey2(S2 —0%)? = Vary2S2 + (E,2 82 — 0%)? = o [¢®*(n® — 1) — 2¢(n — 1) + 1] .

8. Otrzymujemy

N
1
Ey0* = Ey <N > X 1[2,+00)(Xi)>

—09 T2 g
= Ep (X1 - L2 400)(X1)) = _62 =T =t
x=1""
9. ENMW (6™) istunieje, jesli 0 < m < n oraz
0, gdy 0 <z <m,
1
v, gdy xz=m
ENMW (™) (z) =4 ()
(m)

, gdy m<z<n.

~

B
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10. Szukamy funkcji h(z) okreslonej dla x = 0,1,2,... takiej, ze Egh(X) = 6~!. Zatem

= m+xz—1
0Esh(X) = ;—:Oh(x)< ) )em+1(1 —0)* =1.
Réwnosé zachodzi, jesli
h($)<m+x 1> _ (era:)’
x x
stad
hz) =1+ —.

m

11. Dowodzimy, ze rodzina rozwazanych rozktadéw jest zupelna. Niech g spelnia
vYM=0,1,2,...,N Eng(X) =0.

Wtedy
Eog(X) =g(0)-1=0= g(0) =0,

N-1
Bg(%) = 90) Ca) 1 gy (oct)

() ()

i analogicznie dla pozostalych wartosci zmiennej losowej X. Wartos¢ oczekiwana Epr X =
nM/N, stad ENMW (M) = NX/n.

12. Statystyka T = %(Tl + T3) jest réwniez estymatorem nieobciazonym, zatem

N-1
=0= g(1) =0

1 1 1
Var <2(T1 + Tg)) =1 (VarTy + VarTy) + iCov(Tl,Tg) > VarT, = Varls.
Stad
Cov(Ty,T3) > VarTy.

Z wlasnosci kowariancji
CO’U2(T1,T2) <VarTy - VarTs.

7 dwoch ostatnich nieréwnosci otrzymujemy, ze
Cov(Ty,Ty) = VarTy = VarTy,

stad Th =als +bia>0,ale ETy = ET5 i VarT) = Varl, zatema=11b=0.
13. Niech

0 gdy X7 < k.

Wtedy EpY = Py(X; > k) = e 0. Statystyka T = X; + Xo + ... + X,, jest statystyka
dostateczna i zupelna (wykladnicza rodzina rozkladéw) i T' ma rozklad gamma I'(n, 1/6)
(por. zadnie 5 str.14). Z twierdzen 1 1 2 (str. 34 i 35) wynika, ze Z = E(Y|T) jest
ENMW (e=*%).



114 Rozwigzania

Pokazemy, ze Z = §(T'). Mamy
EY|T =t)=P{X; > k|T =t}.
Dystrybuanta lacznego rozkladu zmiennej losowej (X1,T) jest réwna

Fy(z,t) —139{)(1 <zAY X thl}

=2

= /ff /ty Lz"”e*("ze*‘gydzdy.
o Jo I'(n—1)

Rézniczkujac otrzymujemy gesto$é rozkladu zmiennej (X1, 7))

077,

—(t—x)" 2" gd <t .
F(n—l)( x)" e gdy 0<z<t<+o0

fg(l‘, t) =

Zatem gesto$¢ rozkladu zmiennej X7 pod warunkiem T =t jest réwna

Faft) = (n—1)(t_%ln_2 da 0<az<t

i stad
0, gdy t < k,
EYT:t: n_l t n— n—1
(v ) = [it—a)2de=(1-5)"", gdyt>k.
Wyktad IV. Testowanie hipotez statystycznych
1. Uporzadkowac¢ obserwacje w cigg rosnacy xi.g, 2.6, - - - , £6:6-
OthZyé 2 = F(I‘Z(;) =1- exp(foi:G), 1= 1, 27 [N ,6. )
Obliczy¢ Dt = max;—1 2. 6(§ — 2:) oraz D~ = max;—12,...6(2 — %)

Odczytaé z tablic wartosé krytyczna Dg(0.01) = 0.61661.
Jezeli max(D*, D™) > Dg(0.01), to odrzucié hipoteze z tresci zadania.

2. Obszar krytyczny testu jest postaci
K ={(z1,22,...,Zn) i Tpm >tat,

gdzie ., = max{x1,x2,...,x,} ity spelnia warunek Py, (K) = «. Zmienna losowa X,,.,,

ma rozklad o gestosci
n

fo(z) = 97%‘"_11(0,9)(@7
zatem to, = 0p(1 — )/

3. Niech § < 0. Wtedy

S(X1, Xo, ., X Y1, Yo, Y) < S(X1 =6, X0— 6, Xpn — 0, Y1,..., Vo),
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stad
Ps{S > s} < Py{S > s}.

Zatem s wyliczamy z warunku Pp{S > s} < a.

Jezeli § = 0, to zmienne losowe X1, Xo, ..., X;n, Y1, Ys, ..., Y, saniezalezne o tym samym

rozkladzie i s
( )

m—s

Przy m =n =51 a = 0.01 otrzymujemy
Py{S>5}= ! <001 i Py{S>4}= 1 > 0.01
017 =97 Z o5 =000 1 =R m g 20
Aby otrzymaé test o rozmiarze o = 0.01 dokonujemy randomizacji otrzymujac test

1 gdy S =5,

38
)= = ody S=4
#(S) op 8 S =4,

0 gdy S < 4.

4. Prawdziwa jest réwnowaznosé

h@) >c=|lz| -1 >t <=
Jfo(x)

|z >t+1, gdy t > 1,

| >t+1V]z|<1l—t, gyO<t<]l.

Jezeli X ~ N(0,1), to P{|X| > 2} = 0.0455.
Rozwazamy dwa przypadki.
Jezeli a < 0.0455, to obszar krytyczny testu najmocniejszego jest postaci

).

e

W={x: |z| >t+1}, gdzie t+1=3" 5
Jezeli a > 0.0455, to

11—«

2

W={z: |zg|>1+¢tV]z|<1-t}, gdzie PA+1t)—P(1—-1t) =

5. Funkcja prawdopodobienstwa bledu pierwszego rodzaju (gdy 6 < %)

20

fl(g) = PO{X > 12} = Z <23?) 990(1 _ Q)ZO—x;

r=12

funkcja prawdopodobienstwa bledu drugiego rodzaju (gdy 6 > %)

f2(0) = i (?)9‘”(1 — )20,

=0
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6. Statystyka T = ﬁ >oi, X; ma rozklad N(py/n, 1), stad rozmiar testu a jest réwny
a=P{|T| > 2} = 2(1 — ®(2)) = 0.0455,
a funkcja mocy ((u) ma postaé
B(1) = Pu{IT| > 2} = D(~2 — u/m) + 1 — B(2 — /).
7. 7Z lematu Neymana-Pearsona istnieje test najmocniejszy postaci

L gdy fi(x) > tfo(x),
¢(x) =9 v gdy fi(z) =tfo(z),
0 gdy fi(z) <tfo(z),

gdzie f1, fo oznaczaja gestosci rozkladéw P i Fy.
Jezeli Po{z : f1(z) > tfo(x)} = , to v = 0 1 powyzszy test jest testem niezrandomizowa-
nym.
Jezeli Po{x : fi(x) > tfo(x)} =b< ai Pfx: fi(x) =tfo(x)} = a > a—b, to z lematu
Halmosa istnieje zbiér B C {z : fi(x) = tfo(x)} taki, ze Py(B) = o — b. Test o obszarze
krytycznym

W={o: fil@) > thola)} UB

jest testem niezrandomizowanym i spelnia warunek dostateczny dla testu najmocniejszego
w lemacie Neymana-Pearsona.

8. Korzystajac ze wskazowki obszar krytyczny testu jest postaci

Wz{(xl,xz,...,a:n): in— Z xi>t1}.
i=1

1=r+1

Zmienna losowa Y_i_ | X; =" | X; przy prawdziwoSci hipotezy H ma rozktad N (0, n),
stad
tq
Po(W)=1—-®(—=) = 0.06 = t; = 1.645+/n.
o(W) ( \/ﬁ) 1 Vvn
Przy alternatywie zmienna losowa Y7, X; —> " | X; ma rozklad N(n/2,n), stad moc
testu
B=1—(1.645— 4).
Aby wyznaczy¢ liczebnosé n rozwiazujemy nieréwnosé 1 — ®(1.645 — @) > 0.9 i otrzy-
mujemy n > 35.
9. lloraz gestosci

7]
po, () 2 gdy x € (0,6),

G
Poo ¥ 4+oo gdy x > 6.

Niech A bedzie podzbiorem zbioru (0,6p), takim ze Py, {X € A} = a. Wtedy zbiér
Z = AU [fy,+0) jest zbiorem krytycznym testu najmocniejszego (spelnia warunek
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wystarczajacy dla testu najmocniejszego w lemacie Neymana-Pearsona). Moc testu jest
réwna

0100 91 — 90

0
ﬂ:Pel{XEA}‘FPQl{Xzeo}:i_F 0
61 01

a.

=1-(1-a)

Rodzina rozkladéw jednostajnych jest rodzing z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci,
stad obszar krytyczny testu JNM dla testowania H : § < 6y przeciwko K : 6 > 6y jest

postaci
W={x: x> c},

gdzie ¢ spelnia rownanie

% 1 c
Py, (W :/ —dr=1—- — =aq,
00( ) c 00 90

stad ¢ = Og(1—a). Zatem wérdd testéw najmocniejszych dla testowania hipotezy H : 6 = 6,
przeciwko K : 6 = 60 jest test JNM dla testowania H : 6 < 6y przeciwko K : 6 > 6.
10. Tloraz gestoéci przy 61 > 0y jest postaci

00\ "
p@l(xl,ﬁﬂ%w-,fn) ( 0) gdy Tn:n € (0700)a

Poy (71,72 Ty) b
’ ’ ’ o +00 gdy Tn:n Z 903

a przy 61 < 8y jest postaci

n
o, (T1, T2, ..., Ty) (00) edy x,., € (0,601),
Ptz i) gdy T € [01,00).
Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne jak w zadaniu 9, dla weryfikacji hipotezy
H : 6 = 6y wobec hipotezy alternatywnej K : 6 > 6y otrzymujemy, ze test o obsza-
rze krytycznym Z = {(x1,29,...,%n) : Tpm € AU [0y, +00)}, gdzie A C (0,6) spelnia
warunek Pp,{X., € A} = «, jest testem JN M na poziomie istotnosci a.
Dla weryfikacji hipotezy H : 6 = 6y wobec hipotezy alternatywnej K : 6 < 6y otrzymu-
jemy, ze test o obszarze krytycznym W = {(z1, 22, ..., Zn) : Tnm € (0,¢)U[0g, +00)}, gdzie
¢ spelia warunek Py {X,., < ¢} = a, jest testem JN M na poziomie istotnosci a (test o
obszarze krytycznym W spelnia warunek wystarczajacy z lematu Neymana-Pearsona dla
kazdej alternatywy postaci K : § = 01, gdzie 61 < 9 i nie zalezy od wyboru 67).
Wybierajac za zbiér A przedzial (0,c), gdzie ¢ = fpal/™, otrzymujemy Z = W. Zatem
test o obszarze krytycznym W jest testem JNM dla weryfikacji hipotezy H : 0 = 6,
wobec hipotezy alternatywnej K : 6 # 6y na poziomie istotnosci a.

11. Zmienna losowa X;., ma rozklad o gestosci
go(x) = nexp(—n(x — 0))1 (g 400\ (),
stad

—n(c—0 dy 0 <
pe{xlm>c}:{§><p< o0, edyo<e
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jest rosnaca funkcja zmiennej 6. Warto$é ¢ wyliczamy z réwnania exp(—n(c — 1)) = «
otrzymujac ¢ = 1 — %m Q.
Niech 61 > 6y, wtedy

f91(I1ﬂx23"'7xn) {07 gdyxlznéela
feo(xlam27"-axn) eXp(n(91 700))7 gdy T >91’

zatem rozwazana rodzina rozkladow jest rodzina z monotonicznym ilorazem wiarogodno-
$ci wzgledem statystyki Xi.,, i z twierdzenia 3 ze str. 66 otrzymujemy, ze skonstruowany
test jest testem JNM.

12. a) Korzystajac ze wskazéwki, zadanie sprowadza sie do wyznaczenia testu JNM dla
weryfikowania hipotezy H : @ = 6, przy alternatywie K : § # 6y, gdzie § = e~ i
0y = e~ na podstawie proby losowej Y1, Ya, ..., ,Y, z rozkladu jednostajnego U(0,8),
gdzie Y; = e~%%i, Korzystajac z zadania 10 otrzymujemy test o obszarze krytycznym

W = {(y17y2, ce 7yn) D Ynin < CV Ypip = 90},
gdzie ¢ = 9001%. Zauwazmy, ze Y., = e *Xtn zatem

In o
W ={(z1,22,...,2n) ¢ T <boV T1: > by — E}-

b) Dla weryfikacji hipotezy H : a = ag, b = by przy alternatywie K7 : a = ag, b < by,
korzystajac z zadania 10, obszarem krytycznym testu JN M na poziomie istotnoéci a jest
zbiér

7 = {$ = ($1,$2,...7In) cx €AV, < bo},

gdzie A C (bg,+00)™ spelnia warunek P, p,{X € A} = a i P,,, oznacza rozklad
zmiennej losowej X = (X1, Xs, ..., X,,) pray prawdziwosci hipotezy H.

Rodzina rozkladéw o gestosciach

n

fapo(z1,22,...,25) = a" exp (—a D wi+ nabo) 16y, 400) (T1:0),

i=1

gdzie a > 0 jest parametrem, jest rodzina z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci wzgle-
dem statystyki T = > | X;, zatem korzystajac z twierdzenia 3 str. 66, testem JNM
dla weryfikacji hipotezy H : a = ag, b = by przy alternatywie K7 : a > ag jest test
o obszarze krytycznym W = {(z1,z2,...,2n) 0 Yooy @ >t} 1 Pogpo{T > t} = a. Jezeli
X ma rozklad o gestosci fop(7) = age™ @01, ) (2), to 2a(X —b) ~ x3. Zatem jezeli
H jest prawdziwa, to 2ao(T —nbg) ~ X3, a stad 2a(t — nbg) jest kwantylem rzedu 1 — o
w rozkladzie x3,,.

7 postaci zbiorow krytycznych W i Z otrzymujemy test JNM dla weryfikacji hipotezy
H: a = ag, b= by przy alternatywie Ko : a > ag, b < bg. Jest to test o obszarze
krytycznym

n
Wl: {(xlvx%"',mn): in>t V iEl:nSbo}'

i=1
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13. Rozklad obserwowanej zmiennej losowej (Y1, Ys,...,Y,) ma gestosé

™)l T — )y,
(r) _exp ( Ez:l Y + (n T)y
po(y1, .- yr) = 1 (20)7 20

0, w przeciwnym przypadku.

), gdy 0 <1 < ... < Ypr,

Rodzina rozkladow o tej gestosci jest rodzina z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci
wzgledem

T(ylay27' .. 7y7‘) = Zyl + (n - r)yT'
i=1

Stad (twierdzenie 3 str. 66) test JNM dla weryfikowania hipotezy H : 6 > 0y przy
hipotezie alternatywnej K : 6 < 6y ma obszar krytyczny postaci

W= {(y17y2a"'7y7") : T(y17y2a"'7y'f') < C}?

gdzie ¢ spelnia warunek Py, (W) = a. Niech Z; = (n—i+1)(Xin —Xi—1:m), 1= 1,2,...,n.
Wtedy T = Z:Zl Z;. Zmienne Z;, i = 1,2,...,n, sa niezalezne o tym samym rozkladzie

wykladniczym o gestosci
1 —x
fo(z) = %€ 291 0,00) (@),

zatem statystyka T ma rozklad gamma I'(r,260) (por. zadania 5 i 6 str. 14) i zmienna
losowa T'/6 ma rozktad T'(r,2) = x3,. Stad

Py, (W) = Py, (T

% <Cl) :F(Cl) =,

gdzie F jest dystrybuanty rozkladu x3,.. Przy r = 4, 6 = 1000 i a = 0.05 otrzymujemy
c1 = 2.73. Moc testu przy alternatywie 6§ = 500 jest réwna

T T
P — < 2. =P — <22 =0.29.
500 <90 < 73> 500 <500 < 73) 0.29

Aby moc testu przy tej alternatywie byla > 0.95 potrzeba r > 23.
Wyktad V. Wiarogodnos¢
2. Nieréwno$é Pyy11{X = z}/Py{X = 2} > 1 jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy

M <z(N+1)/n—1, zatem ENW (M) = [x(N + 1)/n].

3. Funkcja wiarogodnosci jest réwna
k—1
L(0;2) = (“” +x )eku — o).

Wyznaczajac maksimum wzgledem 6, otrzymujemy ENW (0) = k/(k + z).
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4. ENW (exp(u+02/2)) = exp(X+52/2), gdzie X = "' | X;/n, S* =Y " | (X;—X)?/n

oraz X; =InY;, i =1,2,...,n. Zmienne X i S? sa niezalezne, stad
o1 . 1 + 507
E (exp <X + 232)> = E(exp(X))E (exp (2S2>> = W.
1- 22

7. Numeryczne rozwiazanie wzgledem (Aj, Aj) uktadu réwnan

"

0
fro1(z)de =1 - «.
Ao

N Peap {Z00 — 1)} = AT ean {506 - 1)}

dla n = 10, = 0.01 daje wynik A\ = 0.20394, [ = 2.8364.
8. Niech B

Az) = SUPge(0,1) 6%(1—0)
SUPge(0,0,) 07 (1 — 0)" "

Jezeli x/n < 6, to A(x) = 1.

Jezeli x/n > 6o, to

()-8
9%(1 — 90)'”_1' '

Funkcja A jest rosnaca funkcjg zmiennej x, wiec obszar krytyczny jest postaci

Alz) =

W={x: x>k}

gdzie k dobrane jest tak, aby supye g g, Po{x > k} < a. Ze wzgledu na dyskretnosé
rozktadu zmiennej X moze si¢ zdarzy¢, ze w powyzszej nieréwnosci nie zachodzi réwnosé.
Wtedy otrzymany test nie jest testem JN M.

Wyktad VI. Metoda najmniejszych kwadratéw. Modele liniowe

1. Ad.1. Obserwowana zmienna losowa: Y = (Y1,Ys,...,Y,,) o wartoéciach w R", rodzina
rozkladéw: P = {Pp : Ep,Y; = 1Ft?, F € R} (F jest nieznanym parametrem).
Ad.2. Obserwowana zmienna losowa:
Y = (Y1,17 YI,Q; sy Yl,m> Y2,17 Yé,27 o 7Y2,7n7 R 7Yn,m)
o wartoSciach w R™™, rodzina rozktadow:
P={Puap: Ep,.,Yij=n+ax;+ py;,p o B cR}

Ad.3. Obserwowana zmienna losowas:

X=X1,X12, -, Xim, Xo1, X202, .., Xoms oo, Xonn)
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o wartosciach w R™™, rodzina rozktadow:

°kP A a,3 € R}

K2 7 )

P = {PA,Q,B . EPA,a,ﬁXi,j = ATL

Ad.4. Obserwowana zmienna losowa: Y = (Y1,Ys,...,Y,,), gdzie Y; oznacza liczbe owa-
déw, ktére nie przezywaja dawki x; preparatu i Y; € {0,1,2,...,n;}, rodzina rozktaddw:

P = {Pﬂlaﬁz : P/Blaﬁi’ (ylay27 ) wa) = H <Zz) ¢(xl)yl(1 - ¢(mi))ni7yia 517ﬂ2 > O} )
i=1 7!

gdzie ¢(x) = 1/(1 — exp(=f1 — f2)).

2. Niech X bedzie macierza wymiaru n x k. Oczywiscie InX”X C ImX7. Nalezy pokazaé,
ze ImXT C ImX”X. Niech y € R"”. Wtedy (korzystajac z wskazowki) istnieja wektory
y1 i yo takie, ze y = y1 +yo i y1 L v, 11 € ImX, yo € (KerXT)L. Zatem istnieje z € R¥
taki, ze y; = Xz, a stad

XXz = XTyl = XT(y1 +2) = XTy~

Epf = Eg(XTX) Xy = (XTX)"'XTEsy = (XTX)1XTX3 = 6.
Vargh = Varg(XTX) "' XTY = (XTX) ' XTVary Y [(XTX) "1 XT)T
= 2(XTX)IXTX(XTX)™! = o2(XTX) 7L

4. EMNK[u| =Y
5. EMNK[p — po] = Y00 Yia/ng — > 12, Yio/no, gdzie Y; 1 sa wynikami pomiaréw
przy pierwszej, a Y; o - przy drugiej technologii.

X{l 1. 1]T

a, a2 ... Qap

6. Macierz

ma rzad 2 wtedy i tylko wtedy, gdy nie wszystkie a; sa rowne. Wtedy estymatory Bo i
By otrzymujemy wyznaczajac (X X)~1XTY. Estymatory sa liniowymi funkcjami zmien-

nych Y1,Y5,...,Y, o rozkladzie normalnym, stad sa zmiennymi losowymi o rozkladzie
normalnym. Macierz kowariancji wektora [Go, 31]7 jest réwna
2 _
2(XTX)™ = — g _ %22:1 ai a )
>izi(a; —a)? a 1
8. Niech
1 1 0 0 0
B Ty o 1 o0 !
Y= T3 ’ X=19 o 1| 7= ZQ
Ty —2m -1 -1 -1 3
Wtedy
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zatem éz =x; — T+ 7/2,i=1,2,3 4. Korzystajac z postaci estymatora nieobciazonego
wariancji o2 (patrz str. 90) otrzymujemy

I 1
y=|"""| x=|7' o=0
T3 1
Ty — T -1
Zatem n n
A_A_l‘l 1‘3_7 z A:A:[EQ ZE4_7 I
01 =03 = 9 $+27 0y =04 9 l‘+2
oraz

52 = (z1 — 23+ 20)° + (v2 — 24 + 20)° + (w3 — 21 + 2)° + (24 — 22 + 21)°

12

gdzie n = T — w/2. Powyzsze estymatory katéw mozna réwniez otrzymaé¢ minimalizujac

funkcje
4

F(61,05,03,00) = (2; —0;)°

i=1

przy odpowiednich warunkach na 6;, ¢+ = 1,2, 3, 4.
Wyktad VII. Teoria decyzji statystycznych

2. Niech m = med(P) i t > m. Pokazemy, ze Ep|X —t| > Ep|X — m| (analogicznie
pokazuje sig, ze powyzsza nieréwnos$é jest prawdziwa dla ¢ < m). Mamy

{z>t}

Ep|lX —t| = —x)P(dx xz —t)P(dx
PlX 1 /{w}a Pls)+ [ (= 0)P(de)
z/ (m—x)P(dx)—!—/ (x —m)P(dz) + (t — m) [P{X <t} — P{X > t}]
{z<t} {z>t}
= Ep|X —m|+ (t —=m) [P{X <m} — P{X >m} +2P{m < X < t}]

+2/ (m —x)P(dz) > Ep|X — m)|.
{m<x<t}

3. Niech n = 2k + 1, wtedy med(X) = Xg11.,. Korzystajac ze wskazéwki otrzymujemy,
ze dla kazdego j =1,2,...,k

E (Xk+1:n - X]n|X) =F (Xn—j+1:n - Xk+l:n|X) 5
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czyli _ -
28 (Xis10lX) = B (X jitin + Xjinl X) -

Sumujac stronami dla j = 1,2,...,k i dodajac do obu stron E(Xy41.,|X) otrzymujemy
E(Xk1m|X) = E(X|X),

czyli E(med(X)|X) = X.
Gdy n = 2k definiujemy med(X) = 2(Xpn + Xpy1:m) 1 postepujemy jak wyzej.
4. Rozkladem a posteriori jest rozklad normalny

A
N(1+1’1+1)'
T2 o2 T2 o2

Estymator bayesowski parametru p jest réwny wartosci oczekiwanej, a jego ryzyko wa-
riancji rozktadu a posteriori.

5. Niech X = (X1, Xo, ..., Xk) bedzie érednia z n-elementowej proby losowej z k-wymia-
1
rowego rozktadu normalnego N (u,I). Wtedy X ~ N(u, —I). Niech S% = n Zle X2 oraz
n
k—2
2

rR(mX)R(u,m/.../<||xu||2Hx(1k822) —p

:/.../<2k;2§:$i($i—ui)—(k;;)2> P(dx).

Wykorzystujac catkowanie przez czesci otrzymujemy

/:ci(xi — i) exp (-W) da;
(- 2 () o,
e [ [Py (5 - ) -

i=1

:/.../UCT;;)ZP(dx):Ep(k;Sj)Z>O.

6. Niech ©* bedzie zbiorem rozkladéw a priori parametru 6. Z zalozenia otrzymujemy

f=(1-

)X. Réznica

2) P(dx)

Zatem

P(dx)

digg :élé)* r(m,d) < 21618 R(6,5) <r(r,d) = dingT(T, d) < ﬂseué)* diélfp?“(ﬂ,d),
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dodatkowo zachodzi
sup inf r(7,d) < inf sup r(m,d)

nee* deD deD rco~
oraz
sup r(m,d) = sup R(6,d).
TEO* 0c®
Zatem

inf sup R(#,d) = sup R(0, ),
dEDeeg (6,d) Geg (6,9)

a to oznacza, ze ¢ jest reguta minimaksowa.
7. Dla kazdego ¢ > 0 dla dostatecznie duzych n zachodzi

R(0,8) — £ < 1(7,0,) = inf 7(n,d) < inf r(r,d).
glelg( ) =€ <7(Tn,0n) = inf 7(70,d) ﬂseug*;gpr(w)

Zatem

inf sup R(6,d) < sup R(#,6) < sup inf r(w,d) < inf sup r(m,d).
depaeg (6,d) eeg (6,9) weGI))*dED( ) dGDweGI))*( )

8. Ryzyko estymatora X jest réwne R(u,X) = k/n, gdzie n jest liczebnoscia préby
losowej, i nie zalezy od parametru pu. Rozwazmy jako rozktad a priori rozktad N (0, v?I).
Wtedy rozktad a posteriori jest rozktadem normalnym

X 1
N2 I
n+v2 nt+o2

i estymator bayesowski jest réwny J, = a jego ryzyko bayesowskie, réwne

n+ov-2’
- dazy do liczby k/n, gdy v dazy do 4oo. Zatem na mocy twierdzenia 4 str.
n+v -

99 estymator X jest minimaksowy.

9. Niech II° oznacza rozklad a priori postaci
m{u} =b, T{v}=1-b.
Rozktad a posteriori jest réwny

b _ bpu(x) biyy = (L= b)p. ()
I {u} = )+ (L= (@) I {v} = bp(x) + (1 — b)p, ()’

gdzie p,(z) i p,(z) oznaczaja gestosci rozkladéw normalnych N(p, %) i N(v,0?). Regula
bayesowska ma postaé
o? b w+v
, gdy z < In ,
o(x) = o 85y “v—pu 1-0 2

v, W przeciwnym przypadku.
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Regula 6 = §,,, jesli

Regula 4, jest regula minimaksowa, jesli

PH{x>m}:P,,{x<m}<:><I><ma_y>+<I><ma_ﬂ> =1,

stad m = (u+v)/2.

10. a) Niech I1° oznacza rozktad a priori postaci
Hb{N(,ua 02)} = b7 Hb{N(”z 7-2)} =1-b.

Regula bayesowska wybiera rozktad N (u,0?), jedli

bt
20 N2 20 N2 22 .
Tz —p)* —o(z—v)° <20°T hl((l—b)a)’

w przeciwnym przypadku wybiera rozktad N (v, 72).
b) Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne jak w zadaniu 9 otrzymujemy nastepujaca
postaé reguty bayesowskiej:

b
dy SF (i — ) (2w — pi — vi) < 2In ——
S(ar, o ap) =4 8 ¥ e (i = i) (s = i = vi) < 2In =

v, w przeciwnym przypadku.



TABLICA ROZKEADOW

Podstawowe rozklady prawdopodobienstwa

Gestosé * Nazwa rozktadu Oznaczenie
(oV27m) Lexp[—(z — p)?/20%]  normalny N(p,0?)
(2)\)~texp[—|z — 0]/ \] Laplace’a DE(6,\)
A 1
A ha’
TN T (2 _0) Cauchy’ego c(,))
1 exp[—(z—0)/)] )
— logist
N1+ exp—(z = 0)/ N2 ogistyczny L6, \)
(A)"texp[—(z — 0)/)] wykladniczy E(0,))
(At jednostajny U(o— %, 0+ %)
(F(a))\a)_lxa_le_‘”//\ gamma INCPY!
(D(%)2n/2)~tgn/2=1ea/2 chi-kwadrat X2
Cla+B) o _

@11 —z)f1 beta B(a,
(7)p"(L—p)n=® dwumianowy b(p,n)
(xh)1AzeA Poissona P(X)

(m T 1)pm(l —p)* wjemny dwumianowy Nb(p,m)
G Ny
(]\l/-; z hipergeometryczny H(N,M,n)
n

* Gestosé wzgledem miary Lebesgue’a dla pierwszych dziewieciu rozkladéw

i wzgledem miary liczacej dla czterech pozostatych.
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