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Przedzial ufnosci dla frakcji

Streszczenie. Przedzialy ufnosci zostaly wymyslone przez Jerzego Splawe-Neymana
w 1934 [15]. Praktyczne zastosowanie teorii Neymana do przedzialowe] estymacji prawdo-
podobienistwa sukcesu w schemacie Bernoulliego (parametru rozkladu dwumianowego)
stwarzalo jednak pewne trudnosci zar6wno jesli chodzi o ich konstrukcje (rozktad dys-
kretny!), jak i o ich numeryczne obliczanie. Jako panaceum wymyslono asymptotyczne
przedzialy ufnosci oparte na przyblizaniu rozkltadu dwumianowego rozktadem normalnym:
konstrukcja i rachunki staja si¢ bardzo proste. Klopot polega na tym, ze w przypadku
skonczonej préby pojawiaja sie wtedy trudnosci z wyznaczeniem przedziatu ufnosci na
postulowanym poziomie ufnosci. Obecnie powszechny dostep do komputeréow i licznych
prostych kalkulatorow ,kieszonkowych” z funkcjami statystycznymi umozliwia tatwsg re-
alizacje dokladnych konstrukcji Neymana.

Stowa kluczowe: frakcja, prawdopodobienistwo sukcesu w schemacie Bernoulliego, prze-
dzial ufnosci, przedzial Walda, przedzial asymptotyczny, najdoktadniejsze przedzialy uf-
nosci, przedzialy jednostronne, przedzialy dwustronne.

1. Wstep. W poprzednim artykule Estymacja frakcji [21] przedstawi-
tem problem estymacji punktowej parametru 6 w rozkladzie dwumianowym

Pg{Sn—k}—(Z>9k(1—9)”k, k=0,1,....,n; 0<6<1.

Niniejszy artykul ma byé¢ popularno-naukowa prezentacja tytulowego za-
gadnienia estymacji przedzialowej parametru . Artykul jest w zasadzie ad-
resowany do polskiego Czytelnika, wiec wiekszos¢ cytowanej literatury jest
polska, tatwo dostepna nie tylko w specjalistycznych bibliotekach matema-
tycznych.

Przedzialy ufnoéci zostaly wymyslone przez Jerzego Sptawe-Neymana w
1934 [15]. Precyzyjny opis idei i konstrukeji mozna znalezé np. u Barto-
szewicza [2], Craméra [5], Zubrzyckiego [22] lub Lehmanna [13]. Obliczanie
przedzialu ufnosci dla prawdopodobienstwa sukcesu w schemacie Bernoul-
liego poczatkowo stwarzato pewne trudnosci numeryczne. Dla praktycznych
aplikacji potrzebne byty tablice lub nomogramy, ktére pojawily sie prawie
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natychmiast po wynalezieniu przedzialéw ufnosci. Nie kazdy mial takie ta-
blice pod reka, a gdy mial — nie zawsze potrafil sie nimi postugiwaé (nietatwa
interpolacjal). Jako latwy srodek zastepczy wymyslono asymptotyczne prze-
dzialy ufno$ci (patrz nizej), w swojej podstawowej wersji znane takze jako
przedzialy Walda (patrz np. Magiera [14], s. 171). Rewolucja komputerowa
z konica ubieglego tysiaclecia pozwala dzisiaj odrzucié¢ wszystkie te nieudane
uproszczenia i réwniez w praktycznych aplikacjach w ekonomii, medycynie,
technice itd, oblicza¢ dokladnie to, czego od przedziatéw ufnosci oczekujemy.

2. Problem. Zmienna losowa X ma rozklad Bernoulliego z prawdopo-
dobienstwem sukcesu 6, jezeli

(1) P{X=1}=0=1-P{X =0}, 0<0<1.

Niech Xi,Xs,...,X,, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu 6,
tzn. n-elementowa préba losowa z rozktadu (1). Wtedy S,, = E?:1 X jest
minimalng i zupelng statystyka dostateczna, co oznacza, ze wszystkie infor-
macje o parametrze 0 sa zawarte w tej statystyce. W konsekwencji wszyst-
kie funkcje obserwacji X1, Xs, ..., X, bedziemy traktowali jak funkcje sta-
tystyki S,,. Interesuje nas przedzialowa estymacja parametru 6, o ktérym
wiemy tylko to, ze ,lezy gdzie§ w przedziale (0,1)”.

DEFINICJA. Losowy przedziat (Q(Sn),g(sn)) nazywamy przedziatem uf-

noéci dla parametru 6 na poziomie ufnosci vy, jezeli
(2) P{0(Sn) <0 <0(S,)} >~ dla kaidego 0 € (0, 1).

Ta definicja wymaga komentarza.

Taka definicje jak wyzej podana mozna znalezé u Lehmanna [13] w rozdz.
ITL.5 (s. 104, definicja (17) rodziny zbioréw ufnosci), u Bartoszewicza [2]
w rozdz. V.9 (s. 296, Def. 9.1), u Niemiry [16] w rozdz. 6 (s. 151, Def.
6.1), u Trybuly [19] w rozdz. II11.13 (s. 179), u Magiery [14] w rozdz. Teoria
estymacyi (s. 107, 190).

W niektérych podrecznikach w formalnej definicji przedziatu ufnosci za-
miast (2) pojawia sie warunek

(2) Pp{0(S,) <0 <0(S,)} =~ dlakazdego 0 € (0,1).

[Gajek i in. [7] rozdz. 4.5 (s. 82), Krzysko [12] rozdz. 2.6 (s. 131, Def.
2.11), Plucinska i in. [17] rozdz. 5.9 (s. 268, Def. 5.62)] Pojawiaja si¢ jednak
wtedy klopoty. U Gajka i in. [7] kilka wierszy dalej na tej samej stronie
mamy ,uniwersalny przedzial ufnoéci” oparty na nieréwnosci Czebyszewa,
ktory w sensie podanej tam definicji nie jest przedzialem ufnosci. Krzysko
[12] swoje konstrukcje przedzialéw ufnosci opiera na funkcjach centralnych
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i moze konstruowaé zdefiniowane przez siebie przedziaty ufnosci dopéty, do-
poki te funkcje maja rozktady ciagte; wpada w konflikt ze swoja definicja,
gdy konstruuje przedzial ufnosci dla frakeji. Plucinska i in. [17] modyfikuje
swoja definicje, gdy natrafia na zmienne losowe typu skokowego (podaje
wtedy nowa definicje 5.65; wprowadza w ten sposéb dwie definicje tego sa-
mego obiektu). Fisz [6] jest bardziej pedantyczny: podaje definicje z nie-
rownoscia ,,> v”, a zaraz w nastepnym wierszu komentuje, ze w przypadku
zmiennych losowych ciaglych mozna pisaé¢ ,=~" zamiast ,> " (s. 509).
Silvey [18] uzywa ,=v”, gdy méwi o zbiorach ufnosci na poziomie ufnosci =,
ale takze ,> ", mowigc wtedy ,na poziomie ufnosci co najmniej ~v”.

Czasami przedzialy ufnoéci sg wprowadzane w sposéb opisowy, bez jaw-
nego formutowania definicji, ale za to z obszerniejsza interpretacja i przykta-
dowymi konstrukcjami (Cramér [5] w rozdz. XI1.34, Zubrzycki [22] w rozdz.
VIIL.50, Klonecki [10] w rozdz. 10, Koronacki i in. [11] w rozdz. 3.3). Mozna
jednak znalezé i taki oto tekst na temat przedziatu ufnosci dla $redniej roz-
ktadu normalnego N (u,0?) o znanej wariancji:

Zaobserwowawszy probe losowqg X1, Xo, ..., Xy, czyli majgc realizacje tej
proby x1,xa, ..., T,, mozemy obliczyé realizacje Sredniej w probie, T i podac
przedzial ufnosci dla p na poziomie ufnosci 1 — «

_ o o

T — Zlfa/2ﬁaj? + 2’1701/2% .

...Przedzial (3.22) nie jest juz przedzialem losowym, jest zas zwyklym prze-
dziatem na ost liczbowej i albo zawiera nieznang liczbowq wartosé srednig
w, albo nie... Scisle znaczenie sformulowania ,zadana doza przekonania”,
w statystyce zastepuje sie pojeciem ,zadanego poziomu ufnosci”.

(3.22)

Chociaz ten cytat pochodzi z ksiazki o statystyce dla studentow kierun-
kow technicznych © przyrodniczych, potraktujmy to jako ,tekst z innej bajki”
i wroémy do spraw powaznych.

Niektore ze spotykanych w literaturze definicji sg formalnie niepoprawne.
W statystyce matematycznej mamy do czynienia z przestrzeniami statystycz-
nymi, w ktérych okreslona jest rodzina prawdopodobienstw, oznaczana zwy-
kle przez P lub, gdy chcemy rozmawiaé¢ o parametrach, przez {FPy,0 € O},
gdzie © jest zbiorem mozliwych wartosci parametru, a 6 elementem tego
zbioru. Nie jest wiec formalnie poprawna definicja typu ” Przedzial losowy
[L,U] o takiej wlasnosci, ze

P(L<O<G)>1—a,
nazywamy przedziatem ufnosci dla parametru 6.” Dla formalnej poprawnoéci
wystarczyto by zamiast P napisa¢ Py i dopisa¢ kwantyfikator dla kazdego 6.

Postugiwanie sie symbolem P w statystyce, bez wyraznego wskazania o ktére
P € P chodzi, brak kwantyfikatora czy chodzi o jakies jedno, szczegdlne P,
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czy o kazde P € P, uwazam za formalng, a nawet szkodliwg niepoprawnosc.
Musimy uczac innych statystyki stale pamietaé, ze ,prawdopodobienstwo”
nie jest jakim$ samodzielnym bytem, ale ze w statystyce jest duzo réznych
,prawdopodobienstw” i chodzi wlasnie o to, zeby jako$ zidentyfikowaé to
prawdopodobienstwo, ktore rzadzi nasza proba.

Reasumujac ten fragment artykulu poswiecony definicji deklaruje, ze
wszedzie dalej bede rozwazal przedzialy ufnosci w sensie definicji (2). Za
przyjeciem wtlasnie tej definicji przemawiaja dwa nastepujace argumenty

Primo. Poniewaz zmienna losowa S,, jest dyskretna, w celu skonstruowa-
nia przedzialu ufnoéci (Q(Sn),g(sn)) spelniajacego postulat (2’) potrzebna

jest dodatkowa randomizacja [2]. Otrzymujemy wtedy elegancka konstrukcje
teoretyczna z klopotliwymi zastosowaniami w praktyce.

Secundo. Jezeli (Q(Sn), g(Sn)) jest przedzialem ufnosci w sensie definicji

(2) ijezelid(n), g(n) >0, to (Q(Sn)—d(n),H(Sn)—i—g(n)) tez jest przedzialem

ufnosci. Mamy wiec duzo przedziatéw ufnosci i mozemy wsrdd nich wybierac.

3. Przedzial ufnosci. Jak juz wspomnialem we Wstepie, przedzialy
ufnoséci wymyslit Jerzy Sptawa-Neyman. Neyman [15] pisze, ze rozwiazanie
problemu estymacji, o ktérym moéwil, , consists in determining certain inte-
rvals, which I propose to call the confidence intervals”. W tej podstawowej
pracy dokladnie opisal konstrukcje przedzialu ufnosci, w szczegélnosci dla
frakeji, z czym mozemy sie teraz tatwo zapoznaé dzieki, np., Cramérowi [5]
lub Zubrzyckiemu [22]. Zacytuje ogdlna, przejrzysta i $wietnie nadajaca sie
do dydaktyki nawet na elementarnym poziomie konstrukcje przedziatu ufno-
Sci podana przez Zubrzyckiego [22]; w ponizszym cytowaniu uzywam orygi-
nalnych oznaczen Zubrzyckiego, wiec poszczegdlne symbole moga oznaczaé
co$ innego niz w podstawowym tekscie tego artykutu:

Konstrukcja przedziatow ufnosci... jest bardzo ogdlna i przy pewnych za-
toZeniach co do cigglosci rozkiadow da sie powtorzyé dla dowolnego para-
metru. Mozna jg teZ stosowaé w przypadku kilku parametréw jednoczesnie
i budowac dla nich obszary ufnosci.

Niech bowiem X bedzie wielowymiarowq przestrzeniq euklidesowq punk-
tow x = (x1,...,x,) reprezentujgcych wyniki obserwacji. Niech dalej Q0 be-
dzie przestrzeniq wartosci parametru 0 (liczbowego lub wektorowego) wyzna-
czajgcego w X rozklad o gestosci fo(x). Ustalmy « z przedzialu 0 < o < 1
i dla kazdego 0 € Q wybierzmy zbior Sy C X, taki Ze

f fo(z)dz = a.
Sg

Rozwazmy teraz w przestrzeni X x ) zbior D tych wszystkich punktow (x,0),
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dla ktorych jednoczesnie 0 € Q i x € Sy. Wowczas (poréwnaj rys. 1) dla
ustalonego 0 € Q) zbior
{(z,0) : x € Sp}

jest przekrojem zbioru D réownoleglym do osi x. Zbior D ma te wlasno$c, ze
niezaleznie od tego, czy parametr 0 ma ustalong warto$é, czy tez uwazamy
go za zmienng losowq o jakims rozkladzie prawdopodobieristwa, losowy punkt
(x,0) bedzie nalezal do D z prawdopodobienstwem «. A teraz zapiszmy przy-
nalezno$é punktu (x,0) do D inaczej, biorgc pod uwage przekroje zbioru D
réownolegle do osi 0. Oznaczmy

T, = {0: (z,0) € D}.

Wowczas trzy zapisy

e, xe8y,
(x,0) € D,
reX, 0eT,

okreslajg na trzy sposoby przynaleznosé punktu (z,0) do zbioru D. Wobec
tego Ty, sq poszukiwanymi przez nas przedziatami ufnosci o poziomie ufno-
Sci «, majgeymi te wlasno$é, Ze niezaleznie od tego, czy 0 jest ustalone,
czy losowe, z ustalonym prawdopodobienstwem a losowy przedzial T,., odpo-
wiadajgcy obserwacji x, zawiera wartoS¢ parametru 0, okreslajgcq rozktad,
wediug ktorego losowano x.

0

Rys. 1. Ogolna konstrukcja przedzialu ufnosci.

Tu koniec cytatu. Pozostaje tylko wykonaé¢ odpowiednie rachunki. Po-
kaze dokladnie (w polskim piSmiennictwie nie udalo mi sie znalezé opisu
tego algorytmu), jak przedstawiona wyzej konstrukcje ogdlna realizuje sie
w przypadku (dwustronnego) przedziatlu ufnoéci na poziomie ufnosci v dla
parametru 6 w rozktadzie dwumianowym — bede musial uwzglednié fakt,
ze jest to rozklad dyskretny. Zaczne od granicy dolnej tego przedzialu (tzn.
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od gornej krzywej na Rys. 1). Wyznacze ja jako najmniejsza (dlaczego?)
funkcje (0,1) 3 6 — d,(0) € {0,1,...,n} taka, ze dla kazdego ustalonego
6 (0,1)
1
Po{Sn <, (0)} 2 — .
Na przyktad, dla n = 10 oraz v = 0.95, funkcja d.(0) wyglada jak krzywa
schodkowa na Rys. 2

10.262
0 I I I

I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0

Rys. 2. Konstrukcja przedziatu ufnoéci dla frakceji
(n=10,v=0.95)

Znajdujemy, np. ze jezeli zaobserwowano S1gp = 6, to warto$é¢ dolnej granicy
dwustronnego przedziatu ufnosci na poziomie ufnosci v = 0.95 wynosi 0.262.
Numerycznie dolng granice tego przedzialu wyznaczamy jako najmniejsze
0 takie, ze Py{S10 < 6} > 0.975. Rachunki bardzo sie upraszczaja, gdy
skorzystamy z tozsamosci

k
> <7>91‘(1—9)n—f =B(n—kk+1;1-0), k=0,1,...,n,
— \j

]_
gdzie B(a, 3;t) jest wartoécia dystrybuanty zmiennej losowej beta B(«, [3)
o parametrach («, 3), w punkcie ¢ € [0, 1]:

T(a+p) | -1 —1
Bla,fit) = ————~ | 2711 - 2)’da.
(@50 = gy J *70-
Wtedy d(6) jest rozwigzaniem, wzgledem 6, réwnania

14~

B(n—8,+1,5,;1-0) = 5
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1 —
Inaczej méwiac, d-(0) jest kwantylem B~!(S,,n — S, + 1; T’y) rzedu
(1 = v)/2 rozkladu beta B(S,,n — S, + 1). Skorzystalem tu ze znanych
zwiazkéw B(p, q;t) = 1—B(q,p; 1 —t). Krzywa d,(6) pokazano na Rys. 2 li-
nig przerywang. Dolng granica dwustronnego przedzialu ufnoéci na poziomie

1—
ufnosci v jest wiec B~1(S,,,n — S, + 1; TV) (por. [2], s. 301). Gérna gra-

nice przedziatu ufnosci wyznacza sie analogicznie. Ostatecznie, dwustronny
przedzial ufnosci na poziomie ufnoséci v ma postaé

(3) <31<Sn,n — S, +1; ‘“T'Y) B*1<Sn F1,n— S, HT'Y)>

Ten przedzial ufnoéci, bede go nazywal przedzialem Neymana, spelnia
warunek (2) Definicji: dla zadnej wartosci § prawdopodobiefistwo jej pokry-
cia nie jest mniejsze od zalozonej wartosci v, ale na skutek dyskretnosci
rozkladu dwumianowego, dla niektérych wartoéci parametru 6 moze byé
wieksze, nawet znacznie, od postulowanego poziomu ufnosci ~. Ilustruja to
Rys. 31 Rys. 4. Wszystkie przedzialy, o ktérych méwie w tym artykule, maja
te wlasno$é, ze prawdopodobienstwa pokrycia 6 i 1 — 6 sg sobie réwne, wiec
wszystkie rysunki prezentuja te prawdopodobienstwa tylko dla 6 € (0,1/2).

0.95

000 —— = ——— = —— = m —m————— -~ —

T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 3. Prawdopodobienstwo pokrycia przedziatem Neymana
(n=20, v=10.9)
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0.95

000 —— = —— = ——— - —— —————————— —

T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 4. Prawdopodobienstwo pokrycia przedzialem Neymana
(n =100, v =0.9)

Interesowatem sie dwustronnymi przedzialami ufnosci postaci (2), takimi
jakie konstruuje si¢ na Rys. 1; przedzialy jednostronne mozna otrzymacé
przyjmujac 0(S,) = 0 lub 6(S,,) = 1. Nie jest to jednak sprawa czysto tech-
niczna: jednostronne przedzialy ufnoéci dla frakcji, konstruowane w wyzej
opisany sposob, sa jednostajnie najdoktadniejszymi przedziatami ufnosci na
danym poziomie ufnoéci, czego nie da sie ogdlnie powiedzie¢ o przedziatach
dwustronnych (Lehman [13], Bartoszewicz [2]); istnieje tu pelna analogia do
istnienia lub nieistnienia testéw jednostajnie najmocniejszych w problemie
testowania jednostronnych lub dwustronnych hipotez o parametrze rozktadu
dwumianowego.

FLatwo jest sobie wyobrazié, ze w potowie ubieglego wieku praktyczne ob-
liczenia przedzialu ufnoéci (3) mogly sprawia¢ duze trudnosci. Pierwszymi,
ktorzy wykonali rachunki umozliwiajace praktyczne zastosowanie teorii Ney-
mana byli Clopper i in. [4]. W cytowanym artykule podaja nomogramy,
pozwalajace na obliczanie dwustronnych przedzialéw ufnosci na poziomie
ufnosci v = 0.95 i v = 0.99 (i niektérych przedzialéw jednostronnych).
Skonstruowano tez tablice: najobszerniejsze, jakie udalo nam sie znalezé,
umiesciliSmy w naszym zbiorze [20]. To jednak bylo w tych odleglych cza-
sach, gdy komputery jeszcze nie trafilty pod strzechy: jak dzisiaj oblicza sie
przedzialy ufnosci (3) méwie w ostatniej czesci tego artykutu. W polowie XX
wieku nie byto jeszcze takich tatwych mozliwosci, w zwiazku z czym wymy-
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$lono pewien spos6b dla ominiecia trudnos$ci numerycznych: asymptotyczne
przedziaty ufnosci.

4. Asymptotyczne przedzialy ufnosci. Jak wiadomo, odpowiednio
unormowana statystyka .S,, ma asymptotycznie rozkltad normalny. Doktad-
niej, dla kazdego 6 € (0,1) i dla kazdego x € (—o0, 0)

0, — 0
(4) Py {W < x} — ®(x), n — oo,

gdzie ®(z) oznacza wartos¢ dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1)
w punkcie x oraz, dla zwieztosci zapisu i w zgodzie z powszechnie przy-
jetymi oznaczeniami, 0, =S, /n. W kontekscie naszego problemu, standar-
dowo przyjeta interpretacja wzoru (4) brzmi: dla ,duzych” n zmienna lo-
sowa (6, —0)/1/0(1 — 0)/n ma ,w przyblizeniu” rozklad normalny N(0,1).
Klopot polega na tym, ze to ,duze” i ,przyblizenie” zalezy od nieznanej
wartosci parametru 6, ktérg wtadnie estymujemy.

Przyjrzyjmy sie konstrukcji przedzialéw ufnosci opartych na tym asymp-
totycznie normalnym przyblizeniu i popatrzmy, co z tego wychodzi. Sa tu
dwie szkoty.

Jedna szkola uznaje, ze (0,,—0)/1/0(1 — 6) /n ma asymptotyczny rozklad
normalny N(0,1) i na tej podstawie uznaje, ze dla ,duzych n” i dla kazdego
6 € (0,1), mamy ,w przyblizeniu”,

. (1 -6 ~ (1 -6
(5) B {9n = 2(147)/2 % <O <O+ 2042 %} =",
gdzie zg jest kwantylem rzedu [ rozktadu normalnego N(0,1).
Rozwiazujac nieréwnos$é w nawiasie klamrowym w (5) wzgledem 6, otrzy-
mujemy ”asymptotyczny przedzial ufnosci” (Cramér [5] s. 492, Fisz [6]
s. 512, Niemiro [16] s. 155, Trybula [19] s. 184, Krzysko [12] s. 162):

2 ~ ~
6 (—" g+ o [0 =) (Z<1+w)/2)2
n+ 2(21+7)/2 " 2n (1+)/ n 2n ’

22 0.(1—0 2
5 (147)/2 n(1=0n) | (20+47)/2
Ot =, Z<1+v)/2\/ n ( o ) '

n

2
Nt 2042

Inna szkola uznaje, ze (6, — 0)/1/0,(1 — 6,,)/n ma asymptotyczny roz-
ktad normalny N(0,1) i wtedy, dla kazdego 6 € (0,1), mamy ,w przyblize-

niu”
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0.95

0.90 4H 4 |-{ +1+

0.80 T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 5. Prawdopodobienistwo pokrycia przedziatem (6)
(n =150, v=0.9)
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0.90 I‘ “ ~h ||| ll 1IN h e L _
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Rys. 6. Prawdopodobienistwo pokrycia przedziatem (6)
(n =200, v=0.9)



Przedzial ufnosci dla frakcji 11

Py Z(1+v)/2\/ n + Z(1+7)/2\/

co prowadzi do przedzialu ufnosci

(7) Z(1+v)/2\/ n + Z(1+7)/2\/

(Gajek i in. [7] s. 85, Grzegorzewski i in. [8] s. 113, Kala [9] s. 58, Koronacki
iin. [11] s. 211, Krzysko [12] s. 163).

Okazuje sie, ze mozna jeszcze inaczej. We wzorze (5) wystepuje pierwia-
stek, zalezny od nieznanego parametru 6, co komplikuje konstrukcje prze-
dziatu ufnosci. Trudnos¢ te pozwala ominaé spostrzezenie, ze

6(1—0) o !
n ~ 2yn

i stad przedzial ufnosci

5 /2 5 A(147)/2
(8) (Gn 2ﬁ,0n+2\/ﬁ>
(Klonecki [10] s. 189, Kala [9] s. 58).

Przyjrzyjmy sie doktadniej dwu pierwszym propozycjom; ostatnig pozo-
stawiam bez komentarza.

Przede wszystkim odnotujmy, ze autorzy propagujacy asymptotyczne
przedzialy ufnosci zwykle deklaruja, ze ich rozwiazania sa tylko przyblizone,
a czasami podaja dodatkowe warunki ich stosowalnosci.

Podajac przedzial ufnosci (6), Fisz [6] (s. 512) i Niemiro [16] (s. 155)
moéwia, ze préba ma byé duza (Fisz [6]: Ograniczymy sie do duzych prob,
Niemiro [16]: W praktyce, jesli n jest ,odpowiednio duze”, oczekujemy, Ze
nierowno$é (2) jest w przyblizeniu spelniona). Trybula [19] (s. 184) postu-
luje, ze ,n musi byé dostatecznie wielkie (n > 50)”. Krzysko [12] (s. 163)
mowi po prostu, ze jest to przyblizony przedzial ufnosci. Prawdopodobien-
stwo pokrycia tym przedzialem wartosci parametru 6 € (0,1) dla n = 50,
a nawet dla n = 200, pokazuja Rys. 5 i Rys. 6. W mysl definicji (2) to po
prostu nie sg przedzialy ufnosci na zatozonym poziomie ufnosci!

Przedzialy (7) sa tez przedzialami ,przyblizonymi”: Gajek i in. [7] (s. 85)
oraz Grzegorzewski i in. [8] (s. 113) postuluja, zeby n > 100. Kala [9]
i Krzysko [12] méwia tylko, ze jest to przedzial przyblizony. Koronacki i in.
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[11] (s. 211) pisze

P46, - z(m)/z\/ V<9<, + Z(m)/z\/

i podobnie Niemiro [16] (s. 155) dla przedzialu (6

2 A A
n 5 P2 0n(1=05) | (Za/2)\?
Pe{n—i—z On+ 2n TA)/2 n +< 2n ) <0
(Hy)/2
2 A A~
n A A(1y)/2 0 (1—0,) Z(1y)/2 ) 2
971 %’
n—l—z(lﬂ)/2 + 2n F A /2 n +< 2n ) v

ale nie precyzuja co oznacza ten podwojny wezyk ,~". Prawdopodobienstwo
pokrycia przedziatem (7) wartosci parametru € (0,1) dlay = 0.9in = 100
pokazuje Rys. 7.

1

0.90 +— T =~

0.80

0.70 ~

0.60

0.50 T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 7. Prawdopodobienistwo pokrycia przedziatem (7)
(n =100, v=0.9)

Dla przedzialéw (7) prawdopodobienstwo pokrycia maleje do zera, gdy
0 — 0 oraz gdy # — 1. Nie jest to nowym odkryciem: w wielu podrecznikach
mozna znalezé komentarz, ze ten przedzial mozna stosowaé, gdy nf > 5 oraz
n(l — @) > 5. Takie zalecenie istotnie zmienia caly nasz problem estymacji:
w naszym modelu statystycznym przestrzenia parametru 6 jest przedzial
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(0,1). Przy przedstawionej sugestii przestrzenia parametréw (7) staje sie
[5/n,1 — 5/n]. Oryginalny pomysl prezentuje Koronacki i in. [11] (s. 149):
stosowaé ten przedzial wtedy, gdy nb, > 5 oraz n(1l —én) > b; w pozostaltych
przypadkach stosowaé przedzial Neymana. Prawdopodobienstwo pokrycia
dla tak zmodyfikowanego przedzialu pokazuje Rys. 8. Jak widaé, to nadal
nie jest przedzial ufnosci na postulowanym poziomie ufnosci.

1

0.90F — - - ' ' l . |I|' _ il‘l

0.85

0.80 T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 8. Prawdopodobienstwo pokrycia przedzialem Koronackiego-Mielniczuka
(n =100, v =0.9)

Jeszcze inny pomyst na ,poprawienie” przedziatlu asymptotycznego za-
proponowal Baran [

1):
~ 0(1—6) - 6(1—0)
b= 20\ sy O TR\ sy

Sn + a(Sp)
n+ b(Sy)

gdzie
f =
oraz
(1,7/4), gdy Sp, =1,
(CL, b)(Sn) = (3/47 7/4)7 gdy Sp=n— 1,
(3/4,5/4), gdy S, =n,
(3/4,3/2), poza tym.
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1
0.95
0.90 1+ =4 ’ ' l’ il , lll' | Illl'! "‘I]ll
0.85 |
0.80 |

01 0.9 03 0.4 0.5

Rys. 9. Prawdopodobienstwo pokrycia przedzialem Barana
(n =100, v=0.9)

Prawdopodobienstwo pokrycia dla tego przedzialu pokazuje Rys. 9. To znowu
nie jest przedzial ufnosci!

5. Podsumowanie. W calej dyskusji trzymalem sie definicji, ze
<Q(Sn), g(Sn)) jest przedziatem ufnosci dla parametru 6 € (0, 1) na poziomie

ufnosci v, jezeli Pp{0(S,) < 0 < 0(S,)} > v dla kazdego 6 € (0,1). Uwazam,
ze taki gwarantowany poziom ufnosci jest warunkiem sine qua non w teorii
estymacji przedziatowej; ten warunek jest spelniony przez przedzial ufnosci
Neymana. Techniczne przeszkody numeryczne w stosowaniu tego przedziatu,
ktore jeszcze przed poét wiekiem stymulowaly poszukiwanie prostszych roz-
wigzan, sa juz dawno pokonane i dzisiaj kazdy inzynier, biolog, ekonomista
iin., ktéry potrafi stosowaé test Studenta i test chi-kwadrat, z pewnoscia
sobie poradzi z poprawng estymacjg przedziatowa frakcji za pomoca prze-
dzialu Neymana.

Oto kilka prostych sposobéw obliczania przedzialéw ufnosci za pomoca
powszechnie dostepnych narzedzi. Podane nizej wzory sa aktualne dla 1 <
Sn <n—1. Jezeli S,, =0, to dolna granica przedzialu ufnoéci jest réwna 0,
a jezeli S, = n, to goérna granica jest réwna 1; pozostata granice obliczamy
wedlug podanych nizej regutl.

1. W Excelu (polska wersja Microsoft Excel 2002) robi sie to na przy-
ktad tak: wpisuje sie n do komoérki Al, S, do komorki A2, v do komérki
A3 i wtedy dolng granice przedzialu ufnoéci otrzymuje sie za pomoca for-
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muty
ROZKLAD.BETA.ODW ((1 — A3)/2; A2; Al — A2 + 1)
oraz gorng za pomoca formuty

ROZKLAD.BETA.ODW ((1 + A3)/2; A2 + 1; Al — A2)
2. W pakiecie Statistica obliczenia realizuje sie za pomoca funkcji
VBeta((1 —7)/2,8,,n— S, +1) oraz VBeta((147)/2,S, +1,n—S,),

odpowiednio dla dolnej i dla gornej granicy przedziatu ufnosci.

3. W pakiecie Mathematica dla dolnej i gbrnej granicy mamy, odpowied-
nio, Quantile[BetaDistribution[S,,n — S, + 1], (1 — #5)/2] oraz
Quantile| BetaDistribution[S,, + 1,n — S,], (1 +7)/2].

4. W srodowisku R mozemy to zrealizowaé za pomoca funkcji
gbeta((1 —7)/2,Sn,n — Sp + 1) oraz gbeta((1+7)/2,S, +1,n—S,).

Wszedzie tam, gdzie nie mamy bezposredniego dostepu do kwantyli roz-
ktadu beta, mozemy korzystaé¢ z kwantyli rozktadu F":

1 . . (0%
B (a’ﬁ’Q)_a+ﬁF_1(2ﬂ,2a;q)’
gdzie F~1(28,2q; q) jest kwantylem rzedu g rozktadu F z (23, 2«) stopniami
swobody.

Jak widaé, zadne kombinowanie z ,przyblizonymi” i ,,asymtotycznymi”
wzorami, ktére w dodatku nie daja poprawnych przedziatéw ufnosci, nie jest
potrzebne. Nie tylko ja jestem zdania, ze z ,,asymptotycznymi” przedzialami
ufnosci dla frakeji nalezy juz raz na zawsze skonczyé¢. ,Bye-bye, so long,
farewell” to the Wald interval (Casella [3]).

6. Komentarz techniczny. Prawdopodobienstwo p(f) pokrycia przez
przedzial ufnosci (2) ,prawdziwej” wartosci 6 bylo obliczane wedlug wzoru

p(6) = 1{8(k) < 6 < O(k)}Po{S, = k},
k=0

gdzie 1{A} = 1, gdy zdanie A jest prawdziwe oraz 1{A} = 0, gdy zdanie A
nie jest prawdziwe. Tak samo obliczalem prawdopodobienstwa pokrycia dla
wszystkich pozostalych przedzialéw ufnosci, przy odpowiednich wzorach dla
0(k) oraz 0(k). Dla wykonania rysunkéw funkcja p(#) byta tablicowana dla
wartosci 6 = 0.01(0.01)0.5.

Podziekowanie. Dziekuje Wojciechowi Zielinskiemu za liczne dyskusje,
a szczegdblnie za konsultacje w zakresie wykorzystania pakietéw komputero-
wych.
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Confidence intervals for a binomial proportion

Abstract. Confidence intervals have been invented by Jerzy Sptawa-Neyman in 1934
(J.Neyman, Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 97, No.4. (1984), pp. 558-625).
To apply the theory to the binomial case some nomograms or vast tables were needed
(C.J.Clopper and E.S.Pearson: Biometrika, Vol. 26, No.4 (Dec.,19384), pp. 404-413) which
made the idea far from practical use. An easy to present and motivate and easy to com-
pute remedy was to replace the binomial distribution by its normal approximation; the
solution is currently in near universal use. Due to inadequate coverage probability many
other alternative intervals have been recommended: an exhaustive and up to date review
with a discussion one can find in L.D.Brown, T.T.Cai and A.DasGupta: Statistical Science
2001, Vol. 16, No.2, 101-133. We address the problem in the context of Polish textbooks.
Keywords: binomial proportion, confidence interval, Neyman interval, asymptotic ap-
proximation.
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