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Estymacja frakcji

Streszczenie. W populacji sktadajacej sie¢ z N elementéw jest nieznana liczba M elemen-
tow wyréznionych. W artykule w przystepny sposéb prezentuje rézne problemy zwigzane
z estymacja frakcji 6 = M/N.

Stowa kluczowe: Frakcja, prawdopodobienstwo sukcesu w doswiadczeniu Bernoulliego,
estymator nieobciazony, estymator o jednostajnie minimalnym btedzie sredniokwadrato-
wym, estymator Bayesowski, losowanie warstwowe, randomizowane odpowiedzi, przedziat
ufnosci.

1. Wstep. Ten artykul ma byé popularno-naukowa prezentacja tytuto-
wego zagadnienia estymacji frakcji. Obiektem naszego zainteresowania jest
ustalony zbiér (statystycy lubia termin populacja, wiec i ja bede uzywatl tego
terminu), w ktérym niektére elementy sa jako$ wyréznione. Sam zbiér (po-
pulacje) bede oznaczal przez 2, a zbiér elementéw wyréznionych przez W.
Liczbe elementéw w populacji €2 bede oznaczal przez N, a liczbe elementow
wyréznionych (liczbe elementéw w zbiorze W) przez M. Frakcja nazywam
utamek M/N. Bede réwniez uzywal terminologii zwiazanej z nastepujaca
interpretacja: jezeli z populacji wylosuje pewien element X, to prawdopo-
dobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze jest to jeden z elementéw
wyréznionych jest réwne P(W) = M/N. Dla zwiezlosci to prawdopodo-
biefistwo, czyli frakcje, bede oznaczal litera 6. Rozwazam sytuacje, gdy 6
nie jest znane i potrzebujemy je oszacowaé¢ na podstawie badania reprezen-
tacyjnego: losujemy pewna liczbe n elementow z populacji €2; w tej probie
losowej zliczamy liczbe elementéw wyrdznionych, bede ja oznaczal przez K,
i na podstawie tej obserwacji chcemy mozliwie dokladnie oszacowaé (wy-
estymowac) 6.

Postawione zadanie nie jest ,wydumane w ciszy gabinetu statystyka-
-matematyka”. Prostym przykladem ,z zycia” jest zadanie oszacowania fre-
kwencji wyborczej na podstawie badania reprezentacyjnej proby z popula-
¢ji potencjalnych elektoréw albo zadanie oszacowania frakcji zwolennikéw
danej opcji politycznej. W statystycznej kontroli jakosci takim zadaniem
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jest oszacowanie wadliwosci (frakcji sztuk wadliwych) w partii produktow
lub w procesie produkcyjnym. Medycyna interesuje sie szacowaniem frakcji
tych pacjentéw z udarem moézgu, u ktoérych wczedniej wystapil okreslony
zesp6l symptoméw. Przypuszczam, ze kazdy moze podaé kilka tego rodzaju
przyktadow.

2. Rozwiazanie podstawowe. Niech K bedzie liczbg elementéw wy-
réznionych w n-elementowej probie, tzn. liczba tych elementéw X; w probie
X1, Xo, ..., X, ktore spelniajg warunek X; € W. Mozna to zapisaé jeszcze
inaczej. Niech & bedzie zmienng losowa, okreslona wzorem

¢ 1, jezeli X € W,
10, w przeciwnym przypadku.
Wtedy K = Y1, & (czasami uzywa si¢ terminologii: K jest liczba sukce-
séw w ciagu &1,&, ..., &, prob Bernoulliego). Wielkosé K jest oczywiscie
zmienng losowa o rozkladzie dwumianowym

(1) Py{K =k} = <Z>9k(1—a)nk, k=0,1,...,m.

Naturalnym estymatorem nieznanej frakcji 6 wyrdznionych elementéw
w populacji jest K/n, czyli frakcja wyréznionych elementéw w prébie losowej
X1,Xo, ..., X, czyli érednia arytmetyczna liczb &1, &9, ..., &,. Zanim przy-
stapimy do urealniania problemu przez wprowadzanie do zadania réznych
dodatkowych elementéw zwiazanych z réznymi zastosowaniami odnotujmy,
ze przy tak ogélnym sformulowaniu zadania, jak to, ktore wyzej przedsta-
wiliSmy, estymator K/n jest optymalny ze wzgledu na caly szereg réznych
kryteriow. Oto jego podstawowe wiasnosci.

Estymator K /n jest estymatorem nieobciazonym. Oznacza to, ze wartosé
oczekiwana zmiennej losowej K /n jest réwna temu, co ten estymator ma
szacowac:

<ve € (0, 1)) EQ% _ %ék(’;) Or(1 — o)k — g,

Estymator K/n jest estymatorem najwieckszej wiarogodnosci. Przypomnij-
my to pojecie na konkretnym przykladzie. Przypusémy, ze w prébie o liczno-
$ci n = 10 zaobserwowaliémy K = 2. Rozumujemy: gdyby 6 = 0.1, to, zgod-
nie z wzorem (1), prawdopodobienstwo zdarzenia losowego { K = 2} byloby
réwne Pp{K = 2} = 0.19371; gdyby 6 = 0.5, to mieliby$my Py{K = 2} =
0.04395. W tym sensie wartos¢ 0.1 parametru 6 jest bardziej wiarogodna
niz wartos¢ 0.5 tego parametru. I konsekwentnie w tym sensie, najbardziej
wiarogodna w rozwazanym przykladzie jest ta warto$é¢ parametru 6, ktora

10
maksymalizuje Py{K = 2} = <2 >92(1 — 0)8, czyli wartoéé 2/10.
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Estymator K/n jest estymatorem uzyskanym metoda momentéw: frakcja
0 jest wartoscia $rednia zmiennej losowej &, a estymator K/n jest wartoscia
srednig tej zmiennej losowej w losowej probie &1,&s,...,&,. Ogdlnie: jezeli
interesujacy nas parametr jest pewnym funkcjonatem na przestrzeni rozkta-
déw prawdopodobienstwa opisujacych badana populacje, to estymatorem
uzyskanym metoda momentéw jest warto$é tego funkcjonatu na rozkladzie
empirycznym z préby.

Estymator K/n jest estymatorem nieobciazonym o jednostajnie mini-
malnej wariancji. Wariancja estymatora nieobcigzonego jest miarg jego do-
ktadnosci; opisuje ona to, jak bardzo losowe wartosci estymatora koncentruja
sie wokot estymowanej warto$ci badanego parametru. Jezeli nieobciazony
estymator parametru 6 oznaczymy ogdélnie przez é, a jego wariancje przez
Varg(9):

Varg(0) = Eg(6 — )2,
to zalety estymatora o malej wariancji wynikaja natychmiast chociazby
z najprostszej nieréwnosci Czebyszewa (Jakubowski i in. 2001)

Varg(0) .

(2) Po{l6 = 0] > e} < —

Z definicji, nieobciazony estymator 0 jest estymatorem nieobcigzonym o jed-
nostajnie minimalnej wariancji, jezeli

~ ~

(VO) Varg(d) < Varg(d), dla wszystkich estymatoréw nieobcigzonych 6.

Estymator K/n jest wlasnie takim estymatorem frakcji; wariancja tego es-
tymatora jest réwna

Var.g(g) _ Eg(% _9)? = %Zn: <E - 9)2 <Z>9k(1 _gyn-k 2 00 =0)

n n
k=0
Jezeli w nieréwnosci (2) polozymy e = 1/ Varg(6), otrzymamy
A N 1
P9{|0 — 0] < t\/Varg(H)} >1-

i wtedy (é —ty/Varg (é),é—i— v/ Varg(é)> traktuje sie jako co§ w rodzaju

przedziatu ufnodci dla nieznanej frakcji 6, na poziomie ufnosci 1 — 1/t2. Po-
wiedziatem ,,co$ w rodzaju przedziatu ufnosci’, bo skoro nie znamy frakcji
0, to tego przedzialu nie mozemy obliczyé. Niektérzy statystycy upieraja
sie przy tej konstrukcji podstawiajac do wzoru na wariancje 6 zamiast 6
(taki przedzial mozna oczywiscie latwo obliczy¢), ale wtedy poziom ufnosci
nie jest juz 1 — 1/t2. Niektérzy szacuja wtedy poziom ufnosci na podstawie
Centralnego Twierdzenia Granicznego, ale nie polecam takiego postepowa-
nia (szczegélnie przy niezbyt duzych licznosciach préby n) bo Centralne
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Twierdzenie Granicznego dla schematu Bernoulliego nie zachodzi jednostaj-
nie wzgledem 6 € (0, 1) i taka procedura przy wartosciach @ bliskich jednemu
z koncéw tego przedziatu prowadzi do bezsensownych wynikéw. Istnieja ta-
twe konstrukcje doktadnych przedzialéw ufnosci dajace sie tatwo realizowaé
za pomocg programéw komputerowych tatwo dostepnych w pakietach sta-
tystycznych, a nawet w niektérych kalkulatorach kieszonkowych. Opowiem
o tym poézniej a teraz wroce do naszego gléwnego watku: estymacji (punk-
towej) frakcji 6. Naszym podstawowym estymatorem jest zatem =K /n,
a dokladno$¢ estymatora bede opisywal za pomoca jego bledu sredniokwa-

dratowego By(6), zdefiniowanego jako pierwiastek z jego wariancji

By(0) = \/Varg(h).

Blad $redniokwadratowy estymatora zalezy od (nieznanej!) frakcji 6 oraz od
licznoéci préby, co dla n = 10 oraz n = 100 jest przedstawione na Rys. 1.

Be( &)
0.15
0.1+
0.05
I l I I g
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Rys. 1

Wydaje sie, ze postawione na wstepie zadanie estymacji frakcji zostato
w pelni rozwiazane: mamy estymator K /n, ktéry jest nieobciazony, wérdd
wszystkich estymatoréw nieobciazonych ma jednostajnie minimalny blad
(umoéwiliSmy sie, ze chodzi o blad $redniokwadratowy), a ponadto przema-
wiaja za nim wszystkie te argumenty, ktére przemawiaja na korzyéé estyma-
toréw najwiekszej wiarogodnosci oraz estymatoréw konstruowanych metoda
momentéw. Zastandwmy sie jednak przez chwile nad tym ,,jednostajnie” mi-
nimalnym bledem.
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3. Jednostajnie minimalna wariancja — czy na pewno o to cho-
dzi? Wiadomo, ze frakcja moze by¢ jedna z liczb z przedziatu (0, 1). ,Jed-
nostajnie” minimalny btad estymatora oznacza, ze jest on minimalny przy
kazdej wartosci 6 € (0,1). Ale jezeli z gory wiemy, ze estymowana frakcja
miesci sie w pewnym przedziale (t1,t2), 0 < t; < t2 < 1, to moze nam wcale
nie zaleze¢ na malym bledzie estymatora dla frakeji o wartosciach poza tym
przedzialem. Czy zyskujemy co$ na minimalizowaniu btedu estymatora tylko
na tym wyréznionym przedziale?

Powiemy, ze estymator 6, jest lepszy od estymatora 65 na przedziale
(t1,t2), jezeli jego érednia wariancja (a zatem i $redni blad) na tym prze-
dziale jest mniejsza, tzn. jezeli

to to
[ Varg(01)do < [ Varg(6s)do.

t1 t1

Rozwazamy estymatory § = 0(K), ktére s funkeja liczby K obserwacji
wyréznionych w prébie. Dla takich estymatoréw mamy

Varg (é(K)) — En: {é(k) B 9}2 <Z> ok (1 — pyr—F
k=0

to
c(k,nitr,t) = [ 0F(1-0)"*do.
t1

Minimalizujac, dla kazdego k oddzielnie, wyrazenia w nawiasach kwadrato-
wych otrzymujemy optymalny estymator w postaci

- K+1,n;tq,t

H(K):C( + , N3l 2)

C(K7 n; t17 t2)

co latwo mozna zapisaé¢ za pomocg standardowej, tatwo dostepnej w roznych
numerycznych pakietach komputerowych, niekompletnej funkcji beta

3) é(K)—K+1 Liy(K+2n—K+1)- I (K+2n—-K+1)
Con+2 L (K+Ln-K+1) - (K+1,n-K+1)’
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gdzie

I (o, B) = % Ofto‘l(l — )Pt

jest zwykla niekompletna funkcja beta oraz I'(a) jest funkcja gamma: T'(«)
[ee]

= [toletdt.
0

Dla ilustracji numerycznej, w pierwszej kolumnie TABELKI podano
wszystkie mozliwe wartosci statystyki K w probie o licznoséci n = 10, w dru-
giej kolumnie wartosci standardowego estymatora K /n, a w trzeciej i czwar-
tej kolumnie wartosci estymatora (3), gdy z géry wiadomo, ze estymowana
frakcja miesci sie w przedziale, odpowiednio, (0,0.5) lub (0.3,0.4). Zwr6émy
uwage na to, ze zmodyfikowany estymator nigdy nie przyjmuje wartosci poza
przedzialem (t1,t5), dla ktorego zostal zaprojektowany.

TABELKA
Przedzial (#.t3)

K

(0, 1) (0, 0.5) (0.3, 0.4)
0 0.0 0.0837 0.3377
1 0.1 0.1644 0.3411
2 0.2 0.2396 0.3466
3 0.3 0.3030 0.3482
4 0.4 0.3519 0.3518
5 0.5 0.3872 0.3554
6 0.6 0.4121 0.3580
7 0.7 0.4206 0.3622
8 0.8 0.4422 0.3652
9 0.9 0.4514 0.3681
10 1.0 0.4583 0.3707

Btad tych estymatoréw ksztaltuje sie tak, jak to przedstawiono na Rys. 2.
Zalezy on istotnie od tego, jak wybraliSmy przedzial (¢q,ts): im przedzial
jest krétszy, tym blad wewnatrz tego przedzialu jest mniejszy, ale jezeli
wybrany przez nas przedzial nie pokrywa nieznanej, szacowanej wartosci
frakcji 6, to blad moze by¢ bardzo duzy. Dla poréwnania na tym samym
rysunku narysowano takze btad standardowego estymatora K/n.
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Poszukujac optymalnego estymatora frakcji w sytuacji, gdy nasza wiedza
a priori o tej frakcji lokuje ja ,gdzie§ w przedziale (¢1,t2)”, minimalizowa-
lismy

fVa?‘g (é(K)) o = j" 14,00 (0)Varg (é(K)) do,

czyli wariancje uéredniona waga 1(t1,t2)(0). Uzylem tutaj oznaczenia:

1 (6) = 1, gdyt1 <0<ty
(t1,t2) 0, w przeciwnym przypadku.

Latwo mozna sobie wyobrazi¢, ze moglibySmy to u$rednienie dokonaé dla
innej niz 1, 4,)(0) wagi, powiedzmy wagi 7(6),6 € (0,1), na przyklad ta-
kiej, jaka przedstawia Rys. 3. Wygodnie jest wybiera¢ wage sposréd gestosci
rozktadéw prawdopodobienstwa, a w naszym przypadku estymacji frakcji
sposréd gestosci rozktadu beta

(4) H@f) jamig _pyo-

I(a)L(5)
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Rys. 3 przedstawia gestos¢ (4) dla o = 71 8 = 20). Wybér wagi (4)
jest wygodny z tego powodu, ze mozemy wtedy korzystaé z rozbudowa-
nego aparatu statystyki Bayesowskiej (Bartoszewicz 1996, DeGroot 1981).
W statystyce Bayesowskiej wage m(6) interpretujemy jako rozklad a priori,
a rozwigzaniem naszego zadania, tzn. optymalnym estymatorem frakcji 6,
jest wtedy (K + a)/(a+ 8 +n) — jest to Srednia w rozkladzie a posteriori.
Btad $redniokwadratowy estymatora Bayesowskiego dla rozktadu a priori
z Rys. 3 i dla licznosci proby n = 10 przedstawiono na Rys. 4; dla poréw-
nania przedstawiono tam réwniez blad estymatora standardowego K /n.

0.5

0.4+

0.3+

0.2+

0.1+

Rys. 4

Odnotujmy jeszcze jedno podejscie do modelowania naszej wiedzy a prio-
ri o estymowanym parametrze: w teorii zbioréw rozmytych krzywa z Rys. 3,
po przeskalowaniu w taki sposéb, zeby przyjmowata wartosci w przedziale
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[0, 1], nazywa sie krzywa przynaleznosci 6 do przedziatu (0, 1) — fuzzysetowcy
nie lubig jednak odwolywania sie do interpretacji probabilistycznych, wiec
i ja nie bede tutaj wnikal w ich interpretacje.

4. Estymator minimaksowy. Przyjrzyjmy sie jeszcze raz bltedom es-
tymacji jako funkcji frakeji 6 (Rys.2 i Rys.4). Wiemy juz, ze ten blad zalezy
od nieznanej wartosci frakcji i ze mozemy tak manipulowaé, zeby byl on
mozliwie maly w obszarze o ktorym wiemy, ze zawiera to nieznane 6. Ale je-
zeli mamy pecha i prawdziwa, nieznana wartosé tego parametru lezy daleko
poza wybranym przez nas obszarem, blad moze okazaé sie katastrofalnie
duzy. Mozna sie przeciwko temu zaasekurowaé konstruujac estymator, kto-
rego maksymalny btad bedzie mozliwie maty. Takie estymatory nazywaja sie
estymatorami minimaksowymi (Bartoszewicz 1996). W naszym przypadku
takim estymatorem jest

K+ 3v/n

ErSva
Okazuje sie, ze estymatory minimaksowe majg staty blad, zalezny tylko od
n, i ze ten blad jest réwny 1/ (2(1 + v/n)). Na Rys. 5 pokazujemy wykresy
bledéw wszystkich rozwazanych do tej pory estymatoréw oraz estymatora
minimaksowego, dla n = 10.
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5. Warstwy. Przypomnijmy sformutowanie zadania: ustalony jest pe-
wien skonczony zbior ) zawierajacy N elementéw, a w nim jest pewna,
nieznana liczba M elementéw wyrdznionych. Zadanie polega na oszacowa-
niu frakeji = M/N.

Mozna sobie wyobrazi¢, ze w niektérych badaniach potrafimy rozbié
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zbiér 2 na dwa (lub wiecej, ale to ,wiecej” pozostawiam Czytelnikowi) pod-
zbiory ("warstwy”) bardziej jednorodne w tym sensie, ze w kazdym z nich
sprawie wszystkie” elementy (a w kazdym badz razie znakomita wigkszosé
elementéw) sa wyréznione albo elementéw wyrdznionych jest bardzo malo.
Na przyktad chcemy w danym spoteczenstwie ocenié frakcje os6b majacych
jedno z dwéch mozliwych zdan na interesujacy socjologa temat i z géry
wiemy, ze panie maja na ten temat przewaznie inne zdanie niz panowie.
Inny przyktad: w réznych badaniach sondazowych mieszkancy malych wsi
i matych miast moga w wigkszoéci mie¢ inne zdanie niz mieszkancy wiel-
kich metropolii. Sformalizujmy to w nastepujacy sposéb. Caly badany zbiér
Q) zostaje rozbity na dwa rozlaczne podzbiory A i B, o liczno$ciach N4
i Ng (Na+ N = N), z liczbami M4 oraz Mg (Ma + Mp = M) elemen-
tow wyrdznionych w tych podzbiorach. Oznaczmy przez 04 oraz 0p frakcje
elementéw wyrdznionych w tych podzbiorach Zadanie, jak powiedzieliSmy,
polega na oszacowaniu frakcji

_ Ma+ Mp

~ Na+Np
7 tatwoscia zauwazamy, ze naturalnym estymatorem frakcji § mogtby byé
estymator

Ny Np
=40 —05.
N A+ N B

gdzie
. K .
0s=—2, 0p==L, na+ng=n
na np

sg znanymi nam juz, niezaleznymi estymatorami frakcji 64 1 0 w warstwach
na podstawie prob o licznosciach n4 i np, w ktérych zaobserwowano, od-
powiednio, K4 i Kp elementéw wyrdznionych. Dla wariancji estymatora 6
otrzymujemy wtedy

A Na- Np, 2
Varg(0) = Eq <WA9A + WBeB - 9>

Ny~ Ng « 2
= Ey <WA(0A —04)+ WB(QB — 9B)>

Na\?04(1—04) (Np\>05(1-0p)
(W) ()
Przez odpowiednie rozbicie calej populacji €2 na roztaczne zbiory A i B oraz
przez odpowiedni wybdr wielkosci prob z kazdego z tych podzbioréw mo-
zemy istotnie zmniejszy¢ te wariancje, czyli btad estymacji. Nie bede tutaj
rozwijal tego watku: obszerne informacje na temat optymalnego losowania
warstwowego mozna znalez¢ w licznych podrecznikach metod reprezenta-
cyjnych, np. Zasepa (1972) lub Bracha (1996). Idealne rozbicie polega na
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tym, zeby w jednym z tych zbioréw, powiedzmy w zbiorze A, znalazly sie
wszystkie elementy wyrdznione i zadne inne: wtedy frakcja 84 = 1 i wa-
riacja estymatora jest réwna zeru. W praktyce jest to raczej niemozliwe,
ale rozbicie calej populacji na mozliwie jednorodne podzbiory, takie np. jak
wyzej kobiety-mezczyzni lub wie§-miasto, w konkretnych przypadkach moze
doprowadzi¢ do znacznej redukcji bledu. Oszacowanie tego btedu nie musi
by¢ jednak bardzo tatwe, jak mozemy sie o tym przekonaé na podstawie
przygladania sie post factum réznym wynikom badan sondazowych.

6. Randomizowane odpowiedzi. WyobraZzmy sobie, ze celem bada-
nia jest oszacowanie w pewnym spoleczenstwie frakcji oséb, ktére maja
pewna ceche lub popelnitly pewien czyn, do ktérych nie maja ochoty przy-
znaé sie, a jedyny sposdéb badania polega na bezpodrednim zapytaniu o to
kazdej wylosowanej do préby osoby. Trudno oczywidcie w takiej sytuacji
liczy¢ na prawdoméwnosé respondenta. Te klopotliwe pytania moga doty-
czy¢ np. naduzywania narkotykéw, zwyczajow seksualnych, oszustw podat-
kowych (np. pytanie moze brzmieé: czy zlozyles kiedy$ swiadomie falszywe
oswiadczenie podatkowe). W zadaniu estymacji, ktére rozwazali$émy do tej
pory, pojawia sie trudno$¢ w obliczeniu liczby K jednostek wyrdznionych
w probie, wiec nie mozemy zastosowaé¢ zadnego z omawianych wyzej esty-
matoréw.

Pewien spos6b wybrniecia z pojawiajacych sie tutaj kltopotow zapropo-
nowal Warner (1965). W terminach naszego artykulu, pytanie zadane re-
spondentowi brzmialoby: czy nalezysz do grupy wyréznionej; dla zwieztosci
umoéwmy sie, ze brzmi ono czy jestes W7 Propozycja Warnera polegata na
tym, zeby zada¢ respondentowi dwa pytania: P1) czy jestes W? oraz P2) czy
nie jestes W7 Respondent ma wylosowaé jedno z tych pyta¢ i uczciwie na
nie odpowiedzieé¢, nie informujac jednak ankietera, na ktore pytanie odpo-
wiada. Moze on np. rzuci¢ kostka do gry i odpowiedzie¢ na P1, gdy wyrzucit
1,2,3 lub 4 oczka, lub na P2, gdy wyrzucit 5 lub 6 oczek, przy czym tylko
on zna wynik tego rzutu, a wiec tylko on wie, na ktére pytanie odpowiada.
Badanie organizuje si¢ w taki sposéb, ze prawdopodobienstwo wylosowania
pytania P1 jest nam znane; oznaczymy je przez p. W tej sytuacji respondent
moze udzieli¢ uczciwej odpowiedzi, bo z tej odpowiedzi nikt nie bedzie mégt
niczego wywnioskowaé o przynaleznosci respondenta do wyréznionej grupy.
Jezeli 0 jest interesujaca nas frakcja w populacji, to prawdopodobienstwo
ustyszenia odpowiedzi TAK wyraza sie oczywistym wzorem

P{TAK} =p0+ (1 —-p)(1—0).
Niech T oznacza liczbe odpowiedzi TAK w prébie n-elementowej. Wtedy

estymatorem prawdopodobienistwa P{T AK} jest T'/n. Wstawiajac ten es-
tymator w miejsce P{T AK} w powyzszym wzorze i rozwigzujac otrzymane
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réwnanie wzgledem 6, otrzymamy estymator — oznaczymy go przez Oy :
5 _T/n—(1-p)
W 2p—1
Wariancja tego estymatora wyraza sie wzorem

Vardin) = 20 R

Fatwo jest zauwazy¢, ze wariancja estymatora éw jest sumg wariancji w ba-
daniu bezpos$rednim bez dodatkowej randomizacji oraz sktadnika powieksza-
jacego te wariancje o pewna wielkos¢ zwiazana z randomizacja. Ten drugi
sktadnik mozemy, przy ustalonej licznosci préby n, minimalizowaé¢ wybie-
rajac p mozliwie blisko 0 lub 1, ale taki wybér zbliza badanie do badania
bez randomizacji pytan, przez co wprowadza pewien szkodliwy czynnik psy-
chologiczny: respondent moégltby podejrzewaé, ze ankieter z duza pewnoécia
orientuje sie, na jakie pytanie otrzymuje odpowiedz.

Pewien sposéb udoskonalenia estymacji polega na tym, zeby pytanie P2
zastgpi¢ jakims$ innym, ,neutralnym” pytaniem, takim jednak, dla ktérego
znamy prawdopodobienistwo odpowiedzi T AK; oznaczymy to prawdopodo-
bienstwo przez q. Moze to zapytanie brzmie¢ np. ,,Rzu¢ moneta. Czy otrzy-
males orla?” (wtedy ¢ = 1/2), albo np. ,,Czy urodziles sie w poniedzialek?”
(mozemy przypuszczaé, ze wtedy g = 1/7). Teraz prawdopodobienstwo usty-
szenia odpowiedzi TAK wyraza sie wzorem

P{TAK} =pb+ (1 —p)q.

Postepujac jak poprzednio otrzymamy estymator — oznaczymy go przez éq:

éq—l(z—(l—p)q)

pA\n
Wariancja tego estymatora wyraza sie wzorem
A Al =X
Varg(0,) = (np2 )> A =pb+ (1 -p)g.

Wariancje estymatoréw O i éq sa oczywiscie wieksze od wariancji estyma-
tora podstawowego K /n. Wielkoscia bledu tych estymatoréw mozna mani-
pulowaé przez odpowiedni wyboér parametréow p oraz ¢ (jak réwniez, oczy-
wiscie, n). Wykresy bledéw tych estymatoréw dla p = 0;75, ¢ = 1/7 oraz
n = 10 przedstawiono na Rys 6. Mozna staraé sie tak dobra¢ te parametry,
zeby, jak to juz wczedniej robiliémy, blad byl mozliwie maty dla tych war-
tosci frakeji 0, ktore a priori wydaja sie najbardziej oczekiwane. Jednak na
naszym szczeblu ogélnosci wyktadu nic bardziej rozsadnego na ten temat
nie umiem powiedzie¢.
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7. Przedzial ufnosci. Wréémy do sprawy przedziatu ufnosci. Chociaz
doktadna konstrukcja przedziatu ufnosci dla frakcji jest od dawna znana, to
byta ona trudna do realizacji przez statystyka-praktyka. Mial on do dyspo-
zycji albo obszerne tablice statystyczne z trudna interpolacja, albo wzory
przyblizone, najczesciej oparte na przyblizeniu rozktadu dwumianowego roz-
ktadem normalny. Teraz, gdy kazdy praktyk ma na swoim stole komputer,
mozemy wréci¢ do rozwiazania dokladnego. Oto to rozwiazanie (Lehmann
1968). Jednostajnie najdokladniejszymi jednostronnymi przedzialami ufno-

$ci na poziomie ufnosci 1—a sg (O, bKH,n,K(l—a)) oraz <bK,n,K+1(a), 1),
gdzie b, 4(7) jest kwantylem rzedu v rozkladu beta B(p,q) o gestosci pro-

porcjonalnej do zP~(1 — z)?~!. Odpowiednio do tego (bK,n,K+1(a/2),

brt1n—k(l — a/2)) jest dwustronnym przedzialem ufnosci na poziomie

ufnosci 1 — o. Kwantyle b, ,(v) sa latwo dostepne w réznych numerycznych
pakietach komputerowych, a nawet w bardziej zaawansowanych kalkulato-
rach kieszonkowych.

8. Whnioski. Wniosek z tego, co do tej pory powiedzialem, jest pro-
sty: mozemy w znacznym stopniu panowaé¢ nad bledem estymacji frakcji
i weale nie musimy ograniczaé sie do uzyskanego metoda najwiekszej wiaro-
godnodci lub metodg momentéw estymatora nieobciazonego o jednostajnie
minimalnej wariancji, tzn. do klasycznego, i czesto traktowanego jako ,je-
dynie stusznego”, estymatora K/n. Dokladne przedzialy ufnosci mozemy
tatwo oblicza¢ bez uciekania sie do ciagle i ciggle sugerowanych w réznych
podrecznikach malo dokladnych, a czasami bezsensownych przyblizen przez
rozktad normalny.



Estymacja frakcyi 89

Literatura

Podaje tylko te prace, ktére w artykule bezposrednio cytowalem. Liczne szczegdly
na temat zagadnien wyzej prezentowanych tatwo jest znalezé w literaturze, w tym szcze-
gblnie polecam google. Moze w tym by¢ przydatna wskazéwka, ze uzywanemu przeze mnie
terminowi ,btad” odpowiada tam ,mean square error”, terminowi ,losowanie warstwowe”

— ,stratified sampling”, a ,randomizowanym odpowiedziom” — ,randomized response”.
[1] Bartoszewicz, J. (1996): Wyklady ze statystyki matematycznej. Warszawa, PWN
[2] Bracha, Cz. (1996): Teoretyczne podstawy metody reprezentacyjnej. Warszawa,
WNT

[3] DeGroot, M.H. ((1981): Optymalne decyzje statystyczne. Warszawa, PWN

[4] Jakubowski J., Sztencel, R. (2001): Wstep do teorii prawdopodobienstwa. Wyd.
SCRIPT, Warszawa

[5] Lehmann, E.L. (1968): Testowanie hipotez statystycznych, Warszawa, PW

[6] Warner, S. (1965): Randomized response: a survey technique for eliminating evasive

answer bias. JASA, March 1965, 63-69
[7] Zasepa, R. (1972): Metoda reprezentacyjna. Warszawa, PWE

Ryszard Zielinski

Instytut Matematyczny PAN

ul. Sniadeckich 8

00-956 Warszawa 1, Poland
E-mail: R.Zielinski@impan.gov.pl

Estimating proportion

Abstract. A population of N elements contains an unknown number M of marked units.
Problems of estimating the fraction 8 = M /N are discussed. The well known standard so-
lution is § = K /m which is the uniformly minimum variance unbiased estimator, maximum
likelihood estimator, estimator obtained by the method of moments, and in consequence
it shares all advantages of such estimators. In the paper some versions of the estimator
are considered which are more adequate in real situations. If we know in advance that the
unknown fraction lies in a given interval (t1,¢2) and we consider an estimator 91 as better
than the estimator o if the average of its mean square error is smaller on that interval,
then the optimal estimator is given by (3). The values of the estimator for (¢1,¢2) = (0,0.5)
and for (t1,t2) = (0.3,0.4) in a sample of size n = 10 if the number of marked units in
the sample equals K, are given in the table TABELKA and the mean square errors of
these estimator, versus the error of the standard estimator =K /m are presented in
Rys. 2. Averaging the mean square error with a weight function, for example such as in
Rys.3, gives us the Bayesian estimator with the mean square error like in Rys. 4 (for
n = 10). If in some real situations we are interested in minimizing the mean square error
“in the worst possible case”, the adequate is the minimax estimator. Another situation
appears if the population can be divided in some more homogenous subpopulations, for
example in two subpopulations with fractions of marked units close to zero or close to
one in each of them. Then stratified sampling is more effective; then the mean square
error of estimation may be significantly reduced. In the paper the problem of randomized
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responses is also presented, very shortly and elementarily. The problem arises if a unit in
the sample can not be for sure recognized as “marked” or “not marked” and that can be
done with some probability only. The situation is typical for survey interview: it allows
respondents to respond to sensitive issues (such as criminal behavior or sexuality) while
remaining confidential. The final section of the paper is devoted to some remarks concer-
ning the confidence intervals for the fraction. The exact optimal solution is well known for
mathematicians but it is probably not very easy for statistical practitioners to follow all
theoretical details, and typically confidence interval based on asymptotic approximation
of the binomial distribution by a normal distribution are used. That is neither sufficiently
exact nor correct. The proper and exact solution is given by quantiles of a suitable Beta
distribution which are easily computable in typical statistical and mathematical computer
packages.

Key words: Fraction, probability of success in Bernoulli scheme, unbiased estimator, uni-
formly minimum variance estimator, Bayesian estimator, stratified sampling, randomized
response, confidence interval.
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