
Analiza matematyczna IV. Poprawa kolokwium I. Zestaw A. 16 VI 2026

Zadanie 1. Niech X = N i niech µ∗(A) =


¯̄A
1+ ¯̄A

jeśli ¯̄A <∞, A ⊆ X
1 jeśli ¯̄A =∞, A ⊆ X

.

Udowodnić, że µ∗ jest miarą zewnętrzną. Wyznaczyć rodzinę zbiorów mierzalnych.

Zadanie 2. Niech fn : R→ R, gdzie n ∈ N, będą funkcjami ciągłymi. Zbadaj, czy zbiór

A = {x ∈ R : ciąg (fn(x)) jest zbieżny do liczby nieujemnej}

jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.

Zadanie 3. Oblicz całkę
∫
A
f(x) dµ(x), gdzie A = (R+ \Q+) ∪ N,

f(x) = e−x cos(πx) + χ[0,20](x)2x, µ = λ1 +
∞∑
k=0

2kδk.

Zadanie 4. Oblicz tłumacząc przejścia graniczne∫ π/2
0

∞∑
n=0

n cos(nx)
3n

dλ1(x).

Zadanie 5. Zbadaj zbieżność ciągu funkcyjnego

fn(x) = x+ 2nχQ(x) +
x

n
+ 2 3
√
nχ[0, 1

n
](x
2)

w przestrzeniach Lp[0, 1], 1 ¬ p ¬ ∞, a także prawie wszędzie.
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Zadanie 1. Niech X = N i niech µ∗(A) =


¯̄A
1+ ¯̄A

jeśli ¯̄A <∞, A ⊆ X
1 jeśli ¯̄A =∞, A ⊆ X

. Udowodnić, że

µ∗ jest miarą zewnętrzną. Wyznaczyć rodzinę zbiorów mierzalnych.

Zadanie 2. Niech fn : R→ R, gdzie n ∈ N, będą funkcjami ciągłymi. Zbadaj, czy zbiór

A = {x ∈ R : ciąg (fn(x)) jest zbieżny do liczby niedodatniej}

jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.

Zadanie 3. Oblicz całkę
∫
A
f(x) dµ(x), gdzie A = (R+ \Q+) ∪ N,

f(x) = e−x cos(πx) + χ[0,10](x)3x, µ = λ1 +
∞∑
k=0

2kδk.

Zadanie 4. Oblicz tłumacząc przejścia graniczne∫ π/2
0

∞∑
n=0

n cos(nx)
4n

dλ1(x).

Zadanie 5. Zbadaj zbieżność ciągu funkcyjnego

fn(x) = 2x + nχQ(x) +
x

n
+ 4
√
nχ[0, 1

n
](x
2)

w przestrzeniach Lp[0, 1], 1 ¬ p ¬ ∞, a także prawie wszędzie.


