Przykladowe zadania z analizy matematycznej I'V. Czes¢ 1.

Zadanie 1. Niech M i N beda o-algebrami w zbiorze X, Czy nastepujace rodziny sg
o-algebrami w X:

I. MNN:={ACX: AecMiAe N},
2. MUN:={ACX: AcMlub A € N}.
Zadanie 2. Sprawdz, czy rodzina M podzbioréw niepustego zbioru X tworzy o-algebre:
1. M :={0, X},
2. M :={A C X} (rodzina wszystkich podzbioréow X),
3. M:={0,A, X}, gdzie AC X, A#0, A#X,
4. M :={(a,b) CR: a < b},
5. M:={ACR: A:=U2,[an, by), a, < by}

Zadanie 3. Wykaz, ze jezeli M jest o-cialem podzbioréw X i Z C X to rodzina zbioréw
{A = BN Z: B € M} jest o-cialem podzbioréw Z. W szczegdlnosci, jezeli Z € M, to
{AC Z: A e M} jest o-ciatem podzbioréw Z.

Zadanie 4. Niech M bedzie o-algebra wszystkich podzbioréw w X. Sprawdz, czy funkcja
p: M — [0, 00] jest miara na X:

1. u(A) =0 dla kazdego A € M,

(1 jedli zpe A . . N
2. u(A) = { 0 jesli zp A dla kazdego A € M, gdzie zy € X — ustalone,

3. u(A) = 2|A|, gdzie |A| oznacza liczbe elementow zbioru A,
Zadanie 5. Niech (X, M, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara. Wykazaé, ze rodzina
N:={AeM: u(A)=01ub u(X\ A) =0}
jest o-algebra.

Zadanie 6. Niech f,: R — R, gdzie n € N, beda funkcjami ciagtymi. Czy wéwczas ponizej
podane zbiory sa mierzalne w sensie Lebesgue’a?

1. A= {z € R: ciag (fn(x)) jest ograniczony},
2. B={z € R: ciag (f.(x)) jest monotonicznie malejacy do zera},
3. C ={z € R: ciag (f.(z)) dazy do liczby niewymiernej}.

Zadanie 7. Niech A C [0, 1] zbiér punktéw dla ktérych istnieje rozwiniecie dziesietne nieza-
wierajace dwoch kolejnych dwojek. Wykazac¢, ze A ma miare Lebesgue’a zero.

Zadanie 8. Niech A, B C R. Wyraz za pomoca funkcji charakterystycznych zbioréw y(z),
xg(z) 1 podaj warunki przy ktérych te funkcje sa mierzalne w sensie Lebesgue’a:

L. xr\a(z),
2. XAﬁB(x)a



Zadanie 9. Sprawdz, ze funkcja f: R — R dana wzorem

L dla >0
fle)y=¢ = dla 2<0
+o00 dla =0

jest mierzalna w sensie Lebesguea. Skonstruuj niemalejacy ciag funkcji prostych zbiezny do niej
punktowo. Narysuj dwa poczatkowe wyrazy tego ciggu.

Zadanie 10. Wykaza¢ mierzalnos¢ w sensie Lebesgue’a funkcji f: R — R danej wzorem

z dla ze(Ry\Q)

flz)=2 —z dla z€ (R_\Q) .
0 dla z€Q

Zadanie 11.. Niech u,,: R — R beda funkcjami mierzalnymi takimi, ze Y07 | u,,(x) jest zbiezny
dla kazdego = € R. Pokazaé, ze wowczas funkcja u(z) := 302 | u,(x) jest funkcja mierzalna.

Zadanie 12. Niech funkcja f(z) bedzie réwna
L f() = (—12r,
2. f(2) = nli)"

na kazdym przedziale o dhugosci 3% susunietym” podczas n-tego kroku konstrukeji zbioru Can-
tora. Oblicz

/ Fd.
(0,1)
Zadanie 13. Oblicz catki Lebesgue’a:
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Zadanie 14. Sprawdz, czy nastepujace funkcje sa catkowalne:

g ={ g el

5 f(x):{ L dla ii[—m]\{o} .

Zadanie 15. Pokaz, ze funkcja

2n dla z € (52t L
f(x) = { dl (2?(”“%”&} dlan=1,2,..
—n a T & [TH, 2n(n+1)]
jest catkowalna w sensie Lebesgue’a na kazdym z przedziatow (n%rl, H, n =1,2,.., ale nie jest

catkowalna na (0, 1].



Zadanie 16. Pokaz, ze funkcja f: (0,1) — [0, 1] zdefiniowana jako f(x) := 2"(z —27") dla

r € 27", 27" n € N, posiada nieskonczenie wiele punktéw niecigglodci i oblicz /( : fdA.
0,1
Czy f jest catkowalna w sensie Lebesgue’a na (0,1)7

Zadanie 17. Oblicz:
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