Analiza matematyczna II. Zakres podstawowy na egzamin ustny (calo$é)

1. Zbieznos¢ punktowa i jednostajna ciggéow funkcyjnych: definicje, przyktady, poréwnanie, podstawowe wtasnosci.
2. Twierdzenie o zbieznosci jednostajnej ciagu funkcji ciaglych (Twierdzenie 1) wraz z dowodem.

3. Charakteryzacja zbieznosci jednostajnej ciagu funkeji za pomocy jednostajnego warunku Cauchy’ego (Twierdze-
nie 2) wraz z dowodem.

4. Zbieznos¢ punktowa i jednostajna szeregéw funkcyjnych: definicje, przyktady, wlasnosci.

5. Kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej i bezwzglednej szeregéw funkcyjnych (Twierdzenie 3) wraz z dowo-
dem.

6. Co to sa wielomiany Bernsteina i jak sie je wykorzystuje do dowodu Twierdzenia Weierstrassa o jednostajnym
przyblizaniu funkeji ciaglych wielomianami (Twierdzenie 4 i 5).

7. Co méwi twierdzenie o rézniczkowaniu ciagdéw funkcyjnych (Twierdzenie 6) i szeregdéw funkeyjnych wraz z przykla-
dami zastosowania.

8. Definicja i przyklady szeregéw potegowych, wzér Cauchy’ego-Hadamarda (Twierdzenie 8).
9. Twierdzenie o r6zniczkowaniu szeregdéw potegowych (Twierdzenie 9) wraz z dowodem i wnioski z niego wyplywajace.

10. Funkcja pierwotna: definicja, przyklady, zalezno$ci pomiedzy dwoma funkcjami pierwotnymi tej samej funkcji na
tym samym przedziale (Stwierdzenie 6) wraz z dowodem.

11. Calka nieoznaczona: definicja, przyktady, podstawowe caltki nieoznaczone.

12. Wlasnosci calek nieoznaczonych: liniowo$é, caltkowanie przez czesci i przez podstawienie (Stwierdzenia 7-9 wraz
z dowodami).

13. Rozklad funkeji wymiernej na utamki proste (Twierdzenie 12) i calkowanie funkcji wymiernych.

14. Funkcje hiperboliczne i funkcje area: definicje, podstawowe wtasnoéci, zastosowanie do liczenia catek z funkcji
niewymiernych.

15. Calka oznaczona (catka Newtona): definicja (wraz z uzasadnieniem jej poprawnosci), przyklady.

16. Podstawowe wlasnosci calek oznaczonych: liniowosé, wzor na catkowanie przez czesci i przez podstawienie, podziat
przedziatlu catkowania (Stwierdzenia 10-13).

17. Monotoniczno$¢ catki (Stwierdzenie 14) wraz z dowodem.
18. Wzér Wallisa (Twierdzenie 15) i Stirlinga (Twierdzenie 16) wraz z przykladami stosowania.
19. Twierdzenia o wartosci $redniej dla catek (Twierdzenie 18 i 19) wraz z przykladami stosowania.

20. Konstrukcja calki Riemanna (definicje podziatu przedzialu, sum gérnych i dolnych Riemanna, catek gérnych i dol-
nych Riemanna, funkeji catkowalnych w sensie Riemanna i catki Riemanna).

21. Charakteryzacja funkcji catkowalnych w sensie Riemanna (Twierdzenie 20) i klasy funkcji, ktére sa calkowalne
w sensie Riemanna (Twierdzenia 21-23).

22. Dlugosé krzywej: definicje tamanej wpisanej w krzywa, dlugosci tamanej, dltugoéci krzywej i wzér na dlugosé krzy-
wej (Twierdzenie 24), przyklady.

23. Bryly obrotowe: wzory na objeto$¢ i pole powierzchni bocznej bryly obrotowej wraz z ich konstrukcja, przyktady.

24. Definicja calki niewlasciwej na przedziale nieskoniczonym, przyktady, warunek Cauchy’ego dla calek niewlasciwych
(Twierdzenie 25).

25. Definicja zbieznosci bezwzglednej i warunkowej dla calek niewlasciwych, kryteria zbieznosci dla catek niewtasci-
wych (Twierdzenia 28 i 29), przyklady.

26. Kryterium calkowe zbieznosci szeregéw (Twierdzenie 27) wraz ze szkicem dowodu, przyklady zastosowania.

27. Definicja calki niewlasciwej na przedziale skoficzonym, przyklady, warunek Cauchy’ego (Twierdzenie 30).



28. Definicja funkcji gamma Fulera, wykazanie zbieznosci catki definiujacej funkcje gamma, podstawowe wlasnosci
funkeji gamma (Stwierdzenie 21) wraz z dowodem.

29. Definicja logarytmicznej wypuklosci, wykazanie, ze funkcja gamma jest logarytmicznie wypukta, twierdzenie Bohra
(Twierdzenie 33) o funkcji gamma.

30. Rézne wzory wyrazajace funkcje gamma: wzér Gaussa, wzér iloczynowy Weierstrassa (Twierdzenie 35), wzér Le-
gendre’a (Twierdzenie 36), wzér z sinusem (Twierdzenie 38).

31. Funkcja beta Eulera: definicja i wykazanie jej poprawnosci, podstawowe wlasnosci (Stwierdzenie 26), zwiazek z
funkcja gamma (Twierdzenie 34 punkt 3)

32. Liczby Bernoulliego (definicja, wzér rekurencyjny na ich wyliczanie), funkcja dzeta Riemanna, wyrazenie wartosci
funkeji dzeta Riemanna w punktach parzystych za pomoca liczb Bernoulliego (wzér Eulera).

33. Jak wygladaja rzeczywisty i zespolony szereg Fouriera funkcji f. Jak znalez¢é wspélczynniki Fouriera tych szeregow.

34. Co méwia: lemat Riemanna-Lebesgue’a (Twierdzenie 41) i kryterium Diniego (Twierdzenie 42). Dla jakich funkcji
mozna stosowaé kryterium Diniego.

35. Jak wyglada ,iloczyn skalarny” < f,g >72 i ,norma” ||f||z> w L% Funkcje e, (z) dla n € Z, ich wlasnosci i zwiazek
ze wspélczynnikami f(n). Co méwia Twierdzenie 43 i Twierdzenie 45.

Analiza matematyczna II. Zakres dodatkowy na egzamin ustny — na ocene¢ powyzej dobrej.

1*. Wyjasnij pojecia zwiazane z Twierdzeniem Arzeli-Ascoli (Twierdzenie 7) i przedstaw idee dowodu.

2*. Twierdzenie Abela o ciaglosci na kraficu przedzialu zbieznosci (Twierdzenie 10) wraz z dowodem i przykladem
zastosowania.

3*. Twierdzenie méwiace, ze kazda funkcja ciaglta ma funkcje pierwotna (Twierdzenie 11) wraz z dowodem.

4*. Twierdzenie o przejsciu granicznym pod znakiem calki (Twierdzenie 13) wraz z dowodem (wystarczy wybraé jeden
dowéd).

5*. Twierdzenie o przyblizaniu calki sumami catkowymi (Twierdzenie 14) wraz z dowodem.
6*. Warunek Cauchy’ego dla calek niewlasciwych (Twierdzenie 25) wraz z dowodem.
7*. Nieréwno$¢ Younga (Stwierdzenie 23) i nieréwnos¢ Holdera (Twierdzenie 32) wraz z dowodem.

8*. Rozwinigcie cotangensa w szereg utamkdéw prostych (Twierdzenie 39) wraz z dowodem.



