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AN N AW

RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

1. WYKLAD. PRZESTRZEN EUKLIDESOWA, NIEROWNOSC SCHWARZA, GRANICA I CIAGLOSC FUNKCJI
WIELU ZMIENNYCH.

1.1. Przestrzenie euklidesowe. Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R" zbior wszystkich
uporzadkowanych ciggéw sktadajacych sie z n liczb rzeczywistych x = (21, ..., ;).

Liczby z4, ...z, nazywamy wpdtrzednymi elementu z.

Elementy zbioru R" nazywamy wektorami (lub punktami).

Dlaz = (z1,....,2,),y = (Y1, -.-,Yn) € R" i a € R okreslamy dziatania:

r+y=(r1 4y, tp+y,) €ER"
a-x=(ary,..,ax,) € R"
Zbiér R™ z takimi dziataniami nazywamy przestrzeniq wektorowq nad ciatem R.

Elementem zerowym przestrzeni R™ nazywamy punkt 0 = (0,0, ..., 0).
W przestrzeni R" wprowadZmy iloczyn skalarny wektoréw z,y € R™:

zoy=(z,y) => Ty
=1

oraz odwzorowanie || - ||: R” — R zdefiniowane jako

n
lall = Vaz = |3 a2
=1

Twierdzenie 1 (Nier6wno$¢ Schwarza). Jezeli z,y € R™ 10 |z - y| < ||| - ||yl
(lub inaczej (3 xy:)* < (X 22)(X v2)).
=1 =1 =1

n
Dowéd: Dladowolnego t € R" zachodzi nieréwno$¢: > (x;t —vy;)? > 0. Zatem tréjmian kwadratowy
i=1

f&) = Q_a)t® =200 _miy)t + (3_v7)
i=1 i=1 i=1
jest nieujemny i A < 0. Oznacza to, ze A = 4( En: z;y;) — 4( i z?) < 0. Stad wynika nier6wnos¢
i=1 i=1
Schwarza. O
1
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Whiosek 1. Odwzorowanie || - ||: R* — R, zdefiniowane wzorem ||z|| = i x? jest normg w R™,
\ =

czyli dla kaidego v,y € R" i o € R spetnia warunki:
(1) ||z = 0ilz]| =0 <z =0,

(3) |loz|| = |a| -
Dowdéd: Wystarczy wykazaé, ze zachodzg warunki (1)—(3):

(1 Ha:H—,/Zx OPonadtOMZ:c —0@29(; =0z, =0dai=1,....,nex=0.

Twierdzenie 1

@ lz+yl*=(@+y) (@+y)=z-a+2z-y+y-y < |2lP+2ll -yl + [yl =

(!l + llylD?*.
3 flaz] = [ (ax:)? =\ Jo? - a? = o] | 3= 2 = |a] - ]
O
Definicja 1. Przestrzeri wektorowg R” z iloczynem skalarnym z - y i normg ||z|| = \/x - x nazywamy
n-wymiarowq przestrzeniq euklidesowq, a || - || nazywamy normgq euklidesowq.
Uwaga 1. Norma euklidesowa || - ||, jak kazda norma, zadaje metryke d(x,y) := ||z —yl|, czyli funkcje

d: R" x R" — R, spetniajgca warunki:
(1) d(z,y) =0z =y,
(2) d(z,y) = d(y, z),
3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Zatem przestrzef euklidesowa jest przestrzenig metryczng.

1.2. Granica i ciaglos¢.

Definicja 2. Kulg otwartg o promieniu r i Srodku x w R"™ nazywamy zbior
B(z,r) ={y e R": [ly —z| <r},

a kulg domknietq zbior
B(z,r)={yeR": |ly—z|| < r}.

Moéwimy, ze zbiér A C R™ jest ograniczony, jesli istnieje R > 0 t.ze A C B(0, R), w przeciwnym
wypadku zbiér A nazywamy nieograniczonym.

Moéwimy, ze zbiér A C R™ jest orwarty, jesli dla kazdego x € A istnieje r > 0 takie, ze B(x,r) C
A.

Moéwimy, ze zbior B C R™ jest domkniety, jesli R™ \ B jest otwarty.

Niech & C R". Wnetrzem E (oznaczenie: Int /) nazywamy najwickszy zbidr otwarty zawarty w .
Domknieciem E (oznaczenie: ) nazywamy najmniejszy zbiér domknicty zawierajacy E. Brzegiem
E (oznaczenie: OF) nazywamy zbiér E \ Int E.

Punkt x € R" nazywamy punktem skupienia zbioru £ C R", jesli dla kazdego » > 0 zachodzi
warunek (B(z,r) \ {z}) N E # @. Punkt x € E nazywamy punktem izolowanym zbioru E, jesli =
nie jest punktem skupienia F.

Uwaga 2. Po zastgpieniu odlegtosci w R (czyli |z — y|) przez odleglosé¢ w R™ (czyli ||x — y||) pojecie
granicy przenosi si¢ na R". Doktadnie;:

Definicja 3. Méwimy, ze ciag (zy), v, € R", jest zbiezny do oy € R", co oznaczamy klim Tr = To,
—00

jesli lim ||xy — ]| = 0.
k—o0
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Stwierdzenie 1. Jesli vy, = (x1y, ..., Tn) i g = (10, -, Tno), 10

klim xE = xo wtedy i tylko wtedy, gdy klim T1k = T10, ---, klim Tnk = Tno
(czyli cigg x, zbiega do xo wtedy i tylko wtedy, gdy zbiega po wszystkich swoich wspotrzednych).

n
Dowéd: limy_o ) = g < ||zp — 2ol = 0 < limg_ oo | 2 (Tir — 740)? = 0 &
i=1

limy oo [T — 0| =0dlai =1,....n S zy = xipdlai =1,...n. O

Przyktad 1. Niech z, = (3,2 — 7, V/10). Wéwczas

1 1 1 1
2— -5, V10) = (lim ., lim 2— —, lim ¥/10) = (0,2,1).

lim z, = lim (- —
k k—»oo( ]{;’ k2 ’ k—oo k ’ k—o0 ]{]2 ’ k—o0

k—o0
Mozemy teraz uogdlni¢ na R" pojecie granicy i ciggltosci funkcji.
Uwaga 3. Przeksztalcenie f: D C R™ — R bedziemy nazywac funkcjg, a f: D C R® — R* (to
znaczy f(x) = (fi(x),..., fx(z)), fi: D C R™ — R) odwzorowaniem.

Definicja 4 (Granica odwzorowania). Niech f: D C R® — R¥ odwzorowanie i zo punkt skupienia
zbioru D. Wéwczas méwimy, ze f ma granice w xo réwng yo € R¥, co oznaczamy o = lim, .., f(),
jesli dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi implikacja

x € B(xo,6) \ {zo} = f(x) € B(yo, €),
czyli r6wnowaznie

0 <llz — ol <& =f(z) vl <e
Definicja 5 (Ciagglos¢ w sensie Cauchy’ego). Méwimy, ze odwzorowanie f: D C R" — R* jest
ciggte w xg € D jeSliVe > 030 >0Vr € D

z € B(x0,0) = f(z) € B(f(x0),€)
(réwnowaznie: ||z — zo|| < ) = (|| f(z) — f(zo)| < €).

Moéwimy, ze odwzorowanie f jest ciggle na D jesli jest ciggle w kazdym punkcie xy € D.
Twierdzenie 2 (Ciagglos¢ w sensie Heinego). Odwzorowanie f : D C R™ — RF jest ciggte w 2o € D
bedgcym punktem skupienia zbioru D wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego ciggu (), vx € D,
Xy # o i klim T = xo zachodzi klim f(zx) = f(xo).

Uwaga 4. Odwzorowanie ciggte po kazdej wspotrzednej osobno nie musi by¢ ciaggle! W szczegdlnoSci
z faktu, ze v — f(x,y0) ciaglaw xgiy — f(xo,y) ciggta w yo nie musi wynikaé, ze (z,y) — f(z,y)
ciggta w (g, yo).

Przyktad 2.

zy
g = [ 0200
0 dia(e,y) = (0,0
Funkcja f jest ciagla poza (0,0). W punkcie (0, 0) funkcja f jest ciagla po kazdej zmiennej osobno,
bo x — f(x,0) =0cigglaw 0iy — f(0,y) = 0 ciggla w 0. Natomiast f nie jest ciggta jako funkcja
(z,y) w (0,0), bo dla ciagu (z,yx) = (3, 3) zachodzi klim (zx, yx) = (0,0), zas klim flre,yp) =

L4 £(0,0).



