RACHUNEK CALKOWY FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH
10. WyYKeAD. CALKA N-WYMIAROWA I ZBIORY MIARY ZERO

10.1. Catka n-wymiarowa. Niech [: A — R, gdzie A C R" jest przedzialem domkni¢tym. Skon-
struujemy catke z f — podobnie do konstrukcji catki Riemanna dla funkcji jednej zmienne;.
Definicja 23. Podziatem P odcinka domknigtego [a, b nazywamy ciag to, . . ., , gdzie a =ty < 1 <
... < t, = b. P dzieli [a, b] na k odcinkéw [t; 1, t;].

Podziatem przedziatu [a,,b1] X ... X [ay,, b,] nazywamy zbiér podziatéw P = (P, ..., P,), gdzie
kazdy P, jest podzialem odcinka [a;, b;].

Jezeli P; dzieli odcinek [a;, b;] na N; odcinkéw, to P = (P, ... P,) dzieli [a1, by X ... X [ay, b,] na
N = N; - ...- N, przedziatéw, ktére bedziemy nazywac podprzedziatami podziatu P.

Zatézmy, ze A C R" przedziat, f: A — R ograniczone, P —podzial A, S — podprzedziat podziatu
A. Niech dalej:

ms(f) = inf{f(z): v € S}, Ms(f) =sup{f(z): x € S}.

Definicja 24. Objetoscig przedziatu S = [a1,b1] X ... X [an, b,] (lub S = (ay,by) X ... X (an, b))
nazywamy liczbe v(S) = (by —aq) - ... - (by — ay).
Sume dolng (L) i gérng (U) funkcji f dla podziatu P okreslamy wzorami:

L(f, P) ZZS:ms(f)-v(S), U(f, P) Z%;Ms(f)-v(s)

Oczywiscie L(f, P) < U(f, P).
Lemat 2. Niech podziat P' rozdrabnia podziat P (tzn. Ze kazdy podprzedziat w P’ jest zawarty w
pewnym podprzedziale w P). Wowczas:

L(f,P)< L(f,P") i U(f,P)<U(f,P)
Dowdéd: Kazdy podprzedzial S podzialu P jest rozdzielony na kilka podprzedziatéw Sy, ..., S, po-
dziatu P’, wigc v(S) = v(S1) + ... + v(Sa). Stad ms(f) < mg,(y) oraz

ms(f) - v(S) =ms(f) - v(S1) + ...+ ms(f) - v(Sa) < ms, (f)v(S1) + ... +ms, (f) - v(Sa).
Sumujgc po wszystkich podprzedziatach dostaniemy: L(f, P) < L(f, P’). Dla sum gérnych dowéd
jest podobny. U
Whiosek 4. Jezeli P i P' sq dwoma dowolnymi podziatami, to L(f, P) < U(f, P’).
Dowéd: Niech P” podziat rozdrabniajacy zaréwno dla P jak i dla P’. Wéwczas z lematu:
L(f,P)< L(f,P") < U(f,P") <U(f, P).
U

Z wniosku wynika, ze kres gérny wszystkich sum dolnych dla f jest mniejszy lub réwny od kresu
dolnego wszystkich sum gérnych dla f.

Definicja 25. Funkcja f: A — R nazywa si¢ catkowalng na przedziale A jezeli f ograniczona oraz

sup L(f, P) = ir}gf U(f, P). Okreslong tym réwnaniem liczb¢ oznacza si¢ [ f i nazywa si¢ catkq z
P A

funkcji f na przedziale A.

a<b b
Stosowany zapis: [ f(z1,...,x,)dxy ... dx,. Jezeli f: [a,b]— R, to [ f=[f.
A [a,b] a

Twierdzenie 24 (Kryterium catkowalno$ci funkcji). Funkcja ograniczona f: A — R jest catkowal-
na wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje taki podziat P przedziatu A, Ze
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Dowdd:

< Jezeli zachodzi (12), to oczywiscie sup{ L(f, P)} = inf{U(f, P)} i f jest catkowalna.

= Jezeli f catkowalna, czyli sup{L(f, P)} = inf{U(f, P)}, to dla kazdego ¢ > 0 istnieja takie
podziaty Pi P',ze U(f, P)— L(f, P") < . Niech P” rozdrabnia zaréwno P jak i P’. Wtedy z lematu

U(f’P//)—L(f’P”)<U(f7P)—L(f7P/)<5
0

Przyktad 13. (1) f: A — R - funkcja stala f(z) = c. Wéwczas dla dowolnego podziatu P
i podprzedziatu S mamy mgs(f) = Ms(f) = c. Zatem L(f,P) = U(f,P) = > -v(S) =
S

v(A).Stad [ f =c-v(A).
A
(2) Niech f: [0, 1] x [0,1] — R bedzie okreslona jako

e ={1 158 g

Niech P — pewien podziat i S jego podprzedzial. Wowczas S zawiera zaréwno (z,y) zx € Q
jakizz € R\ Q. Stad mg(f) =01 ]\/[S(f) = 1. Wéwczas

P)=>0-v(S)=0 i Zl v( v([0,1] x [0,1]) = 1.
S

Dlatego f nie jest calkowalna.

10.2. Zbiory miary zero.
Definicja 26. Méwimy, ze zbiér A C R" ma (n-wymiarowg) miare 0, jeZeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje

takie pokrycie {U;, Us, Us, . ..} zbioru A przedzialami domknietymi, ze Z v(U;) < e.

Uwagi:
(1) Jezeli A ma miar¢ zeroi B C A, to B ma tez miarg¢ zero.
(2) Zbior sktadajacy si¢ ze skoriczenie wielu lub przeliczalnie wielu punktéw jest miary zero.
Rzeczywiscie, niech A = {ay, as,as, ...} i niech dla ustalonego € > 0 oznaczmy przez U;

przedzial domknigty zawierajacy a; taki, ze v(U;) < 5 . Wéwczas Z v(U;) < Z E =c.
=1 i=1
Twierdzenie 25. Jezeli A = A; U Ay U ... i kaide A; ma miare zero, to A tez ma miare zero.

Dowdéd: Niech ¢ > 0. Poniewaz A; ma miare; zero, to istnieje pokrycie {U;1, Uiz, Uss, ...} zbioru

A; takimi przedzialami domkni¢tymi, ze jE_: v(U; ) < 23 Wowczas rodzina U ; jest pokryciem A i
mozna jg ustawié w ciag Vi, Vs, . .. Zachodzi: Z v(Vp) < § O
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