11. WYKLAD. ZBIORY OBJETOéCI ZERO I CHARAKTERYZACJA FUNKCJI CALKOWALNYCH

11.1. Zbiory objetosci zero.
Definicja 27. Méwimy, ze zbior A C R" ma (n-wymiarowg) objetosc 0, jezeli dla kazdego ¢ > 0

istnieje takie pokrycie skoficzone {U7, . . ., U, } zbioru A przedziatami domknig¢tymi, ze i v(U;) < e.
i=1

Uwaga: Jezeli A ma objetos¢ zero, to A ma miare zero.

Twierdzenie 26. Jezeli a < b, to [a,b] C R nie ma objetosci zero. Co wigcej jezeli {Uy, ..., U,}
pokrycie skoriczone [a, b] przedziatami domknigtymi, to f: v(U;) =2 b—a.
i=1

Dowdd: Zatézmy, ze kazde U; C [a,b]. Niecha =ty < t; < ... < t;, = bbedg wszystkimi punktami

koficowymi wszystkich U;. Wtedy kazda liczba v(U;) jest suma pewnych réznic t; — ¢;_;. Ponadto
n k

kazde [t;_1,t;] lezy przynajmniej w jednym U;, wiec - v(U;) = Y (t; —t;—1) = b — a. O
i=1 =1

Jezeli a < b, to [a, b] tez nie ma miary 0. Wynika to z ponizszego twierdzenia:
Twierdzenie 27. Jezeli A jest zwarty i ma miare zero, to A ma objetosc 0.

Dowdd: Niech ¢ > 0. Poniewaz A ma miare 0, to istnieje takze pokrycie {U;, Us, ...} zbioru A

przedziatami otwartymi, ze § v(U;) < e.Poniewaz A jest zwarty, pewna skoriczona liczba Uy, . .., U,
i=1
z U, takze pokrywa A i z pewnoscig i v(U;) < e. O
i=1

11.2. Funkcje o wahaniu ograniczonym i charakteryzacja funkcji calkowalnych.
Definicja 28. Wahaniem o( f, a) funkcji fw punkcie a nazywamy granicg o( f, a) = 513& = [M(a, f,0)—
m(a, f,0)], gdzie

M(a, f,0) =sup{f(z): x € A/Jx —a| <6} 1 m(a,f,d) =inf{f(x): x € A, |x —a| < }.
(Wahanie o( f, a) mierzy na ile funkcja f nie jest ciggla w a).

Uwaga: Funkcja ograniczona f jest ciggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy gdy o(f, a) = 0.

Lemat 3. Niech A przedziat domknigty i f: A — R taka funkcja ograniczona, ze o(f,x) < € dla
wszystkich © € A. Wowczas dla A istnieje taki podziat P, ze U(f, P) — L(f, P) < € - v(A).

Dowdd: Dlakazdego x € A istnieje taki przedzial domknicty U, = € IntU,, ze My, (f) —muy,(f) <
¢. Poniewaz A jest zwarty, pewna skoriczona liczba U, , . . ., U, sposréd U, pokrywa A. Niech P taki
podzial A, ze kazdy podprzedzial S z P zawiera si¢ w jakims U,,. Wtedy Ms(f) — mg(f) < e dla
kazdego podprzedziatu S podziatu P, tak wigc:

U(f, P) = L(f, P) = >_[Ms(f) —ms(f)] - v(S) < e-v(A).

S

Twierdzenie 28. Niech A przedziat domkniety, a f: A — R funkcja ograniczona. Niech B zbior
nieciggtosci funkcji f. Wowczas [ jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy B jest zbiorem miary 0.
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Dowdd:

< Niech B ma miarg¢ zero i nieche > O oraz B. = {x € A: o(f,z) > ¢}. Wtedy B. C B, wi¢c B
ma miar¢ zero. Poniewaz B, — dornknie;ty i ograniczony, to zwarty, zatem z twierdzenia (27) B, ma
oqutoéc’ 0. Czyli istnieje {Uy, . . ., U, } — skoiczona rodzina przedzialéw domknietych pokrywajacych

B, ze Z v(Uy) < €. Niech daleJ P — podziat przedziatu A taki, ze kazdy jego podprzedzial S nalezy
do JedneJ z dwoch grup
S ={S: S cU,dlapewnegoi € {1,...,n}} lub Sy ={S:SnNB. =10}

To jest dobrze okreslone, bo: B, C U Us.

=1
Niech f(x) < M dlax € A (bo f — ograniczona). Wéwczas:
Vg Ms(f) — ms(f) < 2M.

Stad
> [Ms(f) —ms(f)]-v(S) < ZMZ ) < 2Me.

SESs
Jesli S € Sy, t0 Vpes o f, ) < €. Zatem z lematu istnieje takle rozdrobnienie P’ podziatu P, ze:

> Mg (f) —ms(f)]-v(S) <ev(S) dla SeS,.

s'cs
Wowczas
U(f,P)=L(f,P) = > [Ms(f)=ms(f)]-v(S)+ D [Ms(f)—ms(f)] -v(S) <
S'CSes S'CSES,
< 2Me+ Y e-v(S) <2Me +e-v(A).

SESs

Z dowolnosci € > 0, wynika, ze mozemy znalez¢ taki podzial P', by U(f, P')— L(f, P') bylo dowolnie
mate, czyli f — catkowalna.
= Niech f — calkowalna. Poniewaz B = B; U B1 UB 1U...toz twierdzenia (25) wystarczy

wykazaé, ze B 1 jest miary zero lub réwnowaznie (ze zwartosm) ze Jest objetosci zero dla n=12.

W tym celu ustalmy e > 01 niech P — podziat A taki, ze U(f, P) — L(f,P) < —. Niech dalej
n

S = {S - podprzedzialy P: IntS N B1 # 0}, czyli Ms(f) — ms(f) > 1 dlaS € (. Stad
n n

—~ Z < D [Ms(f) —ms(f <M ms(f)]v(S) <

" ses Ses S
czyli Z v(9) <e.
Pozostajq punkty zbioru B1 lezgce na brzegach podprzedzialéw S podziatu P, lecz brzegi tych

wszystkich przedziatow mozna pokry¢ skoficzong rodzing przedziatéw o catkowitej objetoSci mniej-
szej niz ¢. Stad dostajemy pokrycie B1 majace catkowitg objetoS¢ mniejszg niz 2¢. U

e
)
n

11.3. Calki po dowolnych zbiorach C' C R".
Definicja 29. Niech C' C R". Funkcjg charakterystyczng x ¢ zbioru C nazywamy funkcije

_J 0 gy z¢C
Xc@)_{l gdy x e C.

Definicja 30. Jezeli C' C A, gdzie A C R" — przedzial domkniety i f: A — R ograniczona to catkq
z f po C' nazywamy

/f = /f'Xc, oile f-xc jestcalkowalna.
C A
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Twierdzenie 29. Funkcja xo: A — R jest catkowalna wtedy i tylko wtedy gdy brzeg C ma miare 0.

Dowdéd. Niech x € IntC. Wéwczas dy ¢ przedzial otwarty, ze * € U. Wéwczas xo = 1 na U,
czyli xc jest ciggla w z. Jesli z € R*\ C to ducr\o» ze © € U. Wowczas x¢c = Ona U i xc jest
ciaglta w x. Jezeli x € 0C, to Vy x € U — przedzial otwarty 3,, ,,cv, ze y1 € U N C(xe(yr) = 1)1
yo € UN(R™\ C)(xc(y2) = 0), czyli x¢ jest nieciggla. Zatem OC jest zbiorem niecigglosci funkcji,
wigc z twierdzenia 28 dostajemy teze. U



