12. Wykrap. TwiERDZENIE FUBINIEGO

12.1. Twierdzenie Fubiniego. Zat6zmy, ze f: [a,b] X [¢,d] — R dodatnia funkcja ciggta. Niech
to, - . .,t, —podziat odcinka [a, b] dzielacy [a, b] X [c, d] nan paskéw za pomocg odcinkéw {t;} x [c, d].
Niech g, (y) := f(x,y). Wéwczas pole pod wykkresem f i powyzej {x} X [c, d] wynosi

/cdgxz/cdf(fv,y)dy-

Zatem objeto$¢ obszaru pod wykresem f i powyzej [t;_1,t;] X [c,d] wynosi w przyblizeniu (t; —
tio1) [* f(x,y) dy dla dowolnego = € [t;_,t;]. Zatem

d
/ = Z/ ~ Z(tz - Yfi—l)/ flzi,y)dy dla x; € [t t].
[a,b] x[c, d] [ti—1tilx[ed] ;2 ¢

Z drugiej strony podobne sumy pojawiaja si¢ w definicji catki

/ab (/jf(a:,y)dy) dz.

Zatem jesli h(z) = [@ g, = [* f(z,) dy, to mozna miec nadzieje, Ze h jest calkowalna na przedziale

[a, b] oraz b o
/[a,b]X[c,d]f;/a h:/a (/C f(z,y) dy) dz.

Dla f — ciggtej dobrze, ale ogdlnie trzeba uwazaé. Np jesli zbior nieciggtosci funkcji f to {zo} x [¢, d],
o € [a,b], to f catkowalna na [a, b] x [c, d], ale h(zo) = [ f(x0,y) dy moze nie byé okreslone.

Definicja 31. Niech f: A — R funkcja ograniczona na przedziale domknigtym. Wéwczas dolng
(odp. gorng) catke z f na A definiujemy jako

L/Af: sup  L(f, P) (odp.U/Af: inf  U(f,P)),

P —podziat A P —podziat A
gdzie
= S ms(f)e(S) i ms(f) = mf{f(2): v € 5),
P) = Z Ms(flv(S) i Ms(f) =sup{f(z): x € S}.
SeP

Twierdzenie 30 (Twierdzenie Fubiniego). Niech A C R" i B C R™ przedziaty domkniete i f: A X
B — R catkowalna. Niech dla x € A funkcja g,: B — R bedzie okreslona wzorem g, (y) = f(z,y)

[ przyjmijmy
ZL/ngL/ f(z,y)dy, L{(qj):U/ gsz/ f(z,y)dy
B B B B

Wowczas L iU sq catkowalne na A i zachodzi
[ o= [e=[(t] s@pay)a. [ j=[u=][ (V] t@ydy)dr
AxB A A B AxB A A B

ze kazdy jego podprzedzial ma postaé S4 x Spg, gdzie S, — podprzedziat P, i Sp — podprzedziat
Pg. Zatem

P) = ms(f):0(S) = 3 msicsy (1) v(SaxSa) = (L rmsysy (1):0(Sw)) (S5

S4,5B Sa

Jezelix € Sp,to mg,xs,(f) < mSB(gx). Stad dla z € S4 mamy

> mis,xss (f) - o( ZmSB 9e) - v(SB) < L/Q:c—[' ).
Sp
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Stad z dowolnosci wyboru z € Sy

S (S msusu(£)-0(Sn)) - (S) < Soms, (1) - 0(Sa) = LIL, Pa).
Sg Sa

Sa
Otrzymujemy wigc cigg nierdwnosci

pokazaliSmy suma dolna{suma gérna LU analogicznie

Ale f jest catkowalna, wiec supp L(f, P) = infp U(f,P) = [4,p f. Zatem supp, L(L, Ps) =
infp, U(L, P4) = [4,p f- Oznacza to, ze funkcja L(z) jest catkowalnana Ai [, 5 f = [4 L.
Podobnie z nieréwnosci

wynika teza dla U (x). O

Uwaga 17.
(1) Podobnie wykazuje si¢, ze

[0~ (e fteo)ar— [ (0 ses) s

(2) Czesto g, jest catkowalna (np jesli f(x,y) jest ciagta), czyli

/Ang_/A</Bf(x,y)dy) dz.

(3) Jezeli g, jest niecatkowalna dla skonczonej liczby = € A, czyli L(z) = [ f(x,y)dy dla
wszystkich = poza skoniczong liczbg, to wowczas po przedefiniowaniu L£(x) w skoriczonej

liczbie punktow otrzymujemy [4, 5 f = [4 <fB flz,y) dy> dx, gdzie [5 f(z,y) dy okresla-
my jako 0 tam, gdzie nie istnieje.

4) Jezeli A = [ay,b1] X -+ X [an,b,] 1 f: A — R jest wystarczajgco przyzwoita, to stosujac
wielokrotnie twierdzenie Fubiniego dostajemy

/Af:/ain<...( aljlf(xl,...,a:n)dm)...>dajn.

12.2. Rozklad jednoSci.

Definicja 32. Rodzina zbioréw otwrtych O jest pokryciem otwartym zbioru A jezeli kazdy punkt
x € A nalezy do jakiego$ zbioru otwartego z rodziny O.

Definicja 33. Rozktadem jednosci klasy C* dla zbioru A nazywamy rodzing ® funkcji ¢ klasy C*
okreslonych na zbiorze otwartym zawierajagcym A majacych nast¢pujace wlasnosci:
1) Dla kazdego = € A zachodzi 0 < ¢(x) < 1.
2) Dla kazdego = € A istnieje otwarte otoczenie V' punktu z, takie ze, poza skoriczong liczba,
wszystkie ¢ € ® sarowne Ona V.
3) Dlakazdego x € A zachodzi ) ,cq o(7) = 1.
Jesli O jest pokryciem otwartym A, to méwimy, ze rozktad jednosci ® jest wpisany w pokrycie O,
jesli oprécz 1) — 3) spetnia tez
4) Dla kazdego ¢ € & istnieje U € O, takie ze ¢ = 0 poza pewnym zbiorem domkni¢tym
zawartym w U.

Zachodzi
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Twierdzenie 31. Niech A C R" i niech O bedzie pokryciem otwartym A. Wowczas istnieje rozktad
Jjednosci klasy C* wpisany w pokrycie O.

Definicja 34. Pokrycie otwarte O zbioru otwartego A C R" jest dopuszczalne, jezeli kazdy U € O
jest zawarty w A.



