14. WykraDp. CALKI KRZYWOLINIOWE, WZOR GREENA

Definicja 35. Krzywg w R" nazywamy odwzorowanie ciagte v: [a,b] — R", a C b, [a,b] C R™.
Poczqtkiem i koricem krzywej v nazywamy odpowiednio punkt v(a) i y(b).
Krzywa v nazywamy konturem lub krzywq zamknietq jesli v(a) = ~(b).
Krzywa v nazywamy kawatkami gtadkq jesli istnieja takie a = ag < a; < ag < ... < a,,, = b, Ze 7y
na [a;_1,q;] jestklasy C* (j = 1,...,m).
Dtugosciq krzywej kawatkami gtadkiej v: [a,b] — R™ nazywamy liczbe

b= [ Il

14.1. Calka krzywoliniowa niezorientowana (I rodzaju). WprowadZmy nast¢pujace oznaczenia.
Niech 7: [a,b] — R"™ krzywa kawatkami gtadka, P = tg, 1, ..., 1,, gdziea = tg < t; < ... < t, = b
— podziat odcinka [a, b] na m odcinkéw, Aty = t, — tp_; — dlugoé¢ k-tego odcinka podziatu P,
d(P) = max{Aty: 1 < k < m} — $rednica podziatu P, t} € [ty_1, ;] — punkt posredni.

Definicja 36. Niech f — funkcja ograniczona na krzywej . Catke krzywoliniowg niezorientowang z
funkcji f po tuku ~ definiujemy wzorem:

/fds-é(l};ni Zf (t)AS),

gdzie ASy, jest dtugoscig fuku taczacego punkty y(tx—1) i v(t), czyli

ti
ASe= [ (@) de.

Uwaga 20. Poréwnujac definicje catki krzywoliniowej z catka Riemanna funkcji jednej zmiennej do-
stajemy:

[ 1ds= [ sl ol - MlZf (DI DN (b — tic).

Uwaga 21. Definicja nie zalezy od wyboru parametryzacji krzywej v, ani od wyboru orientacji

/Vfds:/vfds,

gdzie —y(t) := y(—t), —y: [-b, —a] — R".

14.2. Calka krzywoliniowa zorientowana (II rodzaju).

Definicja 37. Polem wektorowym na obszarze D C R" nazywamy funkcje wektorowa okreslona
wzorem F'(z) = (Fi(x), ..., F,,(x)) dla kazdego = € D.

Definicja 38. Catke krzywoliniowq zorientowang z pola wektorowego [ po tuku v definiujemy wzo-
rem:

/Fdx:/Fldycl—i—...—i—Fndxnf lim ZFl (E) Az + o+ F((£5) A
)

- 5(11£Hi>0 Z FOyE) - A,

gdzie Azxy = (Azg, ..., Axpp), zas Axy, = %(tk) — 7;(tr—1) jest przyrostem i-tej wspoirzednej v na
[tr1,tr).

Uwaga 22. W zapisie wektorowym definicja ta ma postac:

/F di = lim ZF

6(P) —>0
40
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Uwaga 23. Poréwnujac definicje catki krzywoliniowej zorientowanej z catka Riemanna dostajemy

[ Fas= [ Faw) 0= |13 RGO

Uwaga 24. Definicja nie zalezy od wyboru parametryzacji, a przy zmienie orientacji zmienia si¢ na

przeciwna
/ Fdr—— / Fde.
- i

14.3. Zwiazek pomie¢dzy catka krzywoliniowg zorientowang i niezorientowang. Niech 7 — krzy-
wa kawatkami gladka w R". Wtedy +/(¢) — wektor styczny do krzywej i skierowany zgodnie z orien-
tacjg. Sktadowa styczna do krzywej wyraza si¢ wzorem F, = || F|| cos o, gdzie o — kat pomigdzy
F(vy(t))iv/(t). Wéwczas

F(y(6) ') = [FQ@)I - IV @) cos a = F(y(@) IV ()],

czyli
b b
[ Far= ["Fa@w) - @ dt = [ B Ol dt = [ Fds
14.4. Twierdzenie Greena.

Twierdzenie 33 (Twierdzenie Greena). Niech D C R" bedzie obszarem normalnym ze wzgledu na
obie osie, ay = 0D brzegiem zbioru D zorientowanym dodatnio (tzn. przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara). Jezeli funkcje P i () majq ciggte pochodne czgstkowe w zbiorze D, to

/Pd:v+Qdy—// (aQ_aD dz dy.

Uwaga 25. Wz6r Greena zapisuje si¢ tez w postaci

faDPd:HQdy://D (gg—‘?zj) dz dy.

Dowéd: Poniewaz D — normalny wzgledem osi OX, to

D= {(z,y) e R*: a <z <b, yi(z) <y < o)}
Niech wykres funkcji y = y(x) bedzie tukiem ~q, zas y = yo(x) — tukiem 9. Wéwczas v = 9D
spetnia v = 71 U (—72).

Mamy
[ = ([ ) e et i

_ de—/de:— Pdr— de:—/de:— Pdz.
Y1 -2 ¥ oD

72 71
Podobnie, korzystajac z normalnosci Wzglqdem osi QY dostajemy

// dxdy—f Qdy.

Stad

0

Uwaga 26. Twierdzenie pozostaje prawdziwe jesli D jest skoficzona suma zbioréw normalnych, czyli
gdy D =Dy U...U D, gdzie Dy, ..., D,, — zbiory normalne. Wowczas:



42

Przykitad 14. Ze wzoru Greena wynikaja natychmiast nastepujace wzory na pole powierzchni:

V(D):—]f ydzr i V(D):]f zdy,
oD oD
bo:

aDydx:—//Dld:de:—V(D), jéDa:dy://Dldxdy:V(D).

14.5. Pola potencjalne.

Definicja 39. Pole wektorowe F' okreslone na obszarze D C R™ nazywamy potencjalnym, gdy istnieje
funkcja U: D — R taka ze,

F:gradU:(aU aU).

87(1;1’ ceey 871‘”
Funkcje U nazywamy wowczas potencjatem pola.
Uwaga 27. Dla pola na ptaszczyznie F' = (P, ()) warunek ten ma postaé P = %—g, Q = %—Z. Zas w

przestrzeni F' = (P,Q, R): P = %g, — 8@%, R = (?le]'

Stwierdzenie 4. Niech pole wektorowe F' okreslone na D C R" bedzie ciggle i catkowalne. Wowczas
catka krzywoliniowa po krzywej 7y : |a, b] — D nie zalezy od drogi catkowania i wyraza si¢ wzorem

A Fdz = U(v(b)) — U(x(a)).

Dowadd:
b d

[rae— | TR0 (0 dt = [ grdU0) () dt = [ UG dt = UG0)-Ulr(a)).
]

Uwaga 28. Jesli calka nie zalezy od drogi catkowania, to pole F jest potencjalne. Wowczas U (z) =
., F'dx, gdzie 7, — krzywa faczgca okreslony punkt xg z .

Stwierdzenie 5 (Warunek konieczny i wystarczajacy potencjalnosci pola). Niech F' = (P, Q) — pole
wektorowe klasy C* na obszarze jednospéjnym D C R?. Wowczas pole F jest potencjalne na D wtedy
i tylko wiedy gdy 52 (z,y) = 92(x,y).
Dowdéd: =>: Jesli ' — pole potencjalne, to P = %—Z, = %—Z. Woéwcezas

or 02U B 02U - 0Q

Oy  Oydxr Oxdy Oz

<«: Z twierdzenie Greena (twierdzenie 33) mamy

1 0Q 0P -
8DFdx_//D (8:{: B ay)dxdy—().

Zatem jesli 0D = v — 7o, to [, F'dx = [ F'dx, co oznacza, ze pole F jest potencjalne. 0J




