3. WYKLAD. REGULY ROZNICZKOWANIA I TWIERDZENIE O WARTOSCI SREDNIEJ.

3.1. Interpretacja geometryczna gradientu funkcji.

Uwaga 9. Niech f: G C R" — R rézniczkowalna w xy. Rozwazmy pochodne kierunkowe %(mo),
gdzie h € R™ jest dowolnym wersorem, tzn. || h|| = 1.

Przy jakim wersorze h pochodna ma najwickszg warto§¢? Mozemy zatozyé ze D f (x¢) = grad f(xq) #
0. Z nieréwnosci Schwarza:

df
o, (@0)| = lgrad f(zo) - h| < [lgrad f(zo)| - [2]] = [|grad f(zo)l],
. L, . _ grad f(z0)
a rownos$¢ otrzymujemy dla h = Tarad F(zo)]|

Zatem p
maX{|d“Z(iL“o)|i |h]| =1} = ||grad f(xo)]|,

grad f(zo)

gdzie rownos¢ otrzymujemy dla h = Tlerad F(zo)]

stu funkcji f w punkcie x.

.Zatem grad f(x() jest kierunkiem najszybszego wzro-

3.2. Funkcje klasy C'.

Definicja 10. Méwimy ze f: G TR - R jest rozniczkowalna w sposob ciggly na G (inaczej klasy
C* na G), jesli jest rézniczkowalna na G'ijesli DF: G — L(R", R¥) jest ciggtym odwzorowaniem.

Twierdzenie 4. Niech f: G TR RE, Wowczas f jest rozniczkowalna w sposob ciggty na G wtedy

i tylko wtedy gdy istniejg wszystkie pochodne czgstkowe D; f; i sq one ciggle (D;f;: G TR R,
i=1,....,n,7=1,...,k).

Dowéd:

(=)

D;fi(xg) = (Df(zo)ei)u;, gdzie e; € R, e; = (0,...,1,...,0), jest i-tym wektorem bazy stan-
dardowej w R", za$ u; € R¥, u; = (0,...,1,...,0), jest j-tym wektorem bazy standardowej w RF.

Musimy pokazaé, ze
VesoTsoVaseallb — all <0 = |Dif;(b) — Difj(a)] <e.
Mamy
|Dif;(b) = Difi(a)| = |(Df(b) = Df(a))eius| < [[(Df(b) = Df(a))ei]
<||[Df(b) = Df(a)lll <e,

gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z cigglosci odwzorowania D f oraz norma odwzorowania A €
L(R", R¥) jest zdefiniowana poprzez ||| A||| = sup,, <, [|Az||.

(=)
Wystarczy rozpatrze¢ przypadek £ = 1. WeZzmy a € G, ¢ > 0. Z otwartosci G istnieje kula
B(a,r) C G. Z ciagtosci funkcji D; f, mozemy tak dobrac r, by

Niech h = > | hieg, ||h|| < 7,00 =0, v = hiey + ... + hgep dlak = 1,... n. Wtedy

fla+h)— fla) =Y [fla+v;) — fla+vi1)].

i=1
8



9
Poniewaz v; = v;_1 + h;e;, to z twierdzenia o wartosci Sredniej dla funkcji ¢t — f(a + v;_1 + the;)
na [0, 1] dostajemy, ze
fla+v;) = fla+wvi—1) = hiD;f(a+ vi—y + O;hie;).
Poniewaz |sz(a +vi—1 + thle,) — sz(a)| < %, to

n

Flat k) — fla) - im-f(aﬂ <3 I

=1

<cellhll-

S|m

Zatem f jest r6zniczkowalna w punkcie a i Df(a) = (D1 f(a), ..., D, f(a)). Z ciagtosci D; f(x) wy-
nika cigglos¢ D f(z), zatem f jest klasy C' na G. O

3.3. Roézniczka zlozenia odwzorowan.

Twierdzenie 5 (o pochodnej zlozenia). Niech f: G og R™ — R™ rozniczkowalna w punkcie xy €
G1, f(G1) CGeig: Gy Og R™ — R* rézniczkowalna w punkcie f(xq) € Ga. Wtedy odwzorowanie
F(z) = g(f(x)) jest rézniczkowalne w punkcie xq i zachodzi wzor:

DF(z0) = Dg(f(x0)) o Df(z0), gdzie Dg(f(xo)) € L(R™,R¥), Df(xo) € L(R",R™).

Dowdd: Niech yo = f(z0), A = Df(xo) i B = Dg(yo). Z rézniczkowalnosci odwzorowan f i g
mamy

) = flan ) = flao) = Ah tim S =0, u(] = ()]
o) = g(on-+ k) = glom) ~ Bk, Jim T =0, k)] = n(R) k]

Stad dla k = f(x¢ + h) — f(zo) otrzymujemy
F(xo+ h) — F(x0) — BAh = g(yo + k) — g(yo) — BAh = B(k — Ah) 4 v(k) = Bu(h) + v(k).
Zatem
| F(wo+ h) — F(zo) — BA| [
17 %]
bo [[k|| = [|AR +u(R)[| < [[JA[[[ - [[2]] +(R)[[ Al O

<|[IBllle(h)+n (k)= < [l[Bllle(h)+n(k)(|[[All|+e(h)) — Oprzy h — 0,

Przyktad 6 (reguta faricuchowa). Niech F'(z,y) = f(u(x,y),v(z,y)). Wowczas
oF _0fou  ofov
Or Oudx Ovox
or _0jou , ofov
Oy Oudy Ovdy

3.4. Twierdzenia o wartoSci Sredniej i ekstrema.

Twierdzenie 6 (Warunek konieczny istnienia ekstremum). Niech f: G mCW R"™ — R ma ekstremum
lokalne w punkcie xo € G. Jezeli f jest rozniczkowalnaw kierunkuv € R™ w punkcie x, to D, f (z¢) =
0.

Dowdd: Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zatozyé, ze f(xy) — minimum lokalne, czyli istnieje
B(xo,7) C G taka, ze Vyep(zor) f(2) > f(x0). Rozpatrzmy funkcje g(t) = f(zo + tv) > f(xo) =
9(0)V)j¢v||<r- Poniewaz [ jest rézniczkowalna w kierunku v, to g rézniczkowalna w zerze i ma tam z
ostatniej nieréwnos$ci minimum. Zatem f’(0) = 0. O
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Twierdzenie 7 (O wartos$ci Sredniej dla funkcji). Niech f: G TR SR jesli f jest rozniczkowalna
w kazdym punkcie odcinka [a,b] C G, to istnieje taki punkt ¢ € |a, b], ze
f(b) = fa) = Df(c)(b - a).
Dowdd: Oznaczmy h = b — a i rozwazmy funkcje g(t) = f(a + th) dlat € [0, 1]. Z Twierdzenia 5 o
pochodnej funkcji ztozonej mamy, ze
g (t) = Df(a+th)h.

Z twierdzenia Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej g istnieje ¢y € (0,1), ze g(1) — g(0) = ¢'(to)
czyli f(b) — f(a) = Df(a + toh)h. Stad dla ¢ = a + tghi h = b — a mamy f(b) — f(a) =
Df(c)(b— a). O
Twierdzenie 8. Jezeli f: G TET R LR Jest rézniczkowalna oraz D f (x) = 0V, € G, to [ stala.

Dowod: Niech a,b € G. Poniewaz G — obszar, to istnieje tamana L C G Iaczaca punkty a i b. Na
mocy Twierdzenia 7 funkcja f przyjmuje t¢ samg warto$¢ na koricach kazdego z odcinkéw z tamanej

L. Stad £(b) = f(a). O

. . P - . Lo otw., wypukly . .
Twierdzenie 9 (O wartosci Sredniej dla odwzorowan). Jezeli f: G C R" — R™ jest roznicz-

kowalna w G i istnieje stata M taka, ze Ve ||| D f(x)||| < M, to wowezas Vo pec || f(b) — f(a)]] <
M||b— al.

Dowdd: Niech g(t) = f(a+t(b—a)) — f(a)i F(t) = (g9(1),9(t)) dlat € [0, 1]. Zauwazmy, ze g(t)
i F'(t) sg funkcjami rézniczkowalnymi. Ponadto
F(1) = llg* =) = f(@]* i F(0)=0.
Dalej, stosujac twierdzenie Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej dostajemy
1£(b) = f(a)|* = F(1) — F(0) = F'(9) dlapewnego ¢ € (0,1).

Z Twierdzenia 5 o pochodnej ztozenia i z nieréwnoSci Schwarza (Twierdzenia 1) dostajemy oszaco-
wanie

F'(0) = {9(1),4'(0)) = {f(b) = f(a), Df(a+6(b—a)) - (b—a))
< F®) = F@)l - [Df(a+6(b=a))- (b=a)ll < |[f(6) = fla)]| - [IIDf(a+6(b—a))ll] - |b—all
Stad
1F(0) = Fla)| <D f(a+6(b—=a))lll - b = all < M|b — al|

Stad podobnie jak w przypadku funkcji dostajemy:

obszar

Whiosek 2. Jezeli f: G — R™ jest rozniczkowalna oraz D f(x) = 0 V,eq, to f stata.



