4. WYKLAD. TWIERDZENIE O FUNKCJI ODWROTNEJ. DYFEOMORFIZMY

4.1. Twierdzenie o funkcji odwrotnej.

Lemat 1. Niech Q2 = {A € L(R"): ker A = {0}} bedzie zbiorem odwracalnych operatoréw linio-
wych na R".

(1) Jesli A€, Be L(R")i|||B—Al||-||]|A7Y]| <1t B e Q.

(2) Q jest otwartym podzbiorem w L(R™) i odwzorowanie A — A™! jest ciggte.
Dowdad:

M A = 2. 1B = Al = 8,8 < a,
allz]l = al A7 Azl < of |ATH]] - | Azl = ||Az]| = [[(A — B)z + Bz
< (A = Bzl + [ Bl < [I[A = B[ - |l + [| Bz[| = 8]|=[| + [| Bz
Zatem (a — ()||z|| < ||Bz||, a stad Bx # 0 dla z # 0. Oznacza to, ze ker B = {0} (B jest
1-1), czyli B € Q.
@« = By, (a - BByl < |BB -yl = Iyl casti 1B < (o — 8)". A stad
Bt —A Y =B A-B)A | <|I|IBY||-|I|A-BJ||-|||A" QL.
i = 11B~( YA < B -1 [ 11TAZ ala—5)
Zatem |||B~! — A7Y|| — 0jesli B = |||B — Al|| — 0.
U

Twierdzenie 10 (o funkcji odwrotnej). Niech f: G TR R" klasy C* i Df(a) jest odwracalne
dla pewnego a € G. Wowczas:
a) istniejq zbiory otwarte U,V C R" takie, ze a € U, b € V i f jest wzajemnie jednoznaczne
(tzn. roznowartosciowe i na) na U iV = f(U),
b) jesli g jest odwzorowaniem odwrotnym do f, zdefiniowanym na V-wzorem g(f(z)) = x, Vieu,

to g jest klasy C*, oraz Dg(y) = {Df(g(y))} ', Vyev.
Dowad:

a)
Oznaczmy A = D f(a), A — macierz nieosobliwa (det A # 0), tzn. A~! istnieje. Wybierzmy ) tak,
zeby 4\|||A7Y|| = 1 (|||A7Y|| # 0, bo A™! nieosobliwa).

Poniewaz f € C! (G), to istnieje otwarta kula U o Srodku w punkcie a taka, ze

() [Df(z) = Alll <2, Veeu.
Dlax € Uix + h € U zdefiniujemy

F(t) = f(x +th) —tAh dla te€][0,1].
Poniewaz U jest wypukly, to x +th € U,dlat € [0,1]iz (1)

1
IE" @) = |1 Df (z +th)h — Ah|| < |[|Df(2 + th) — All| - [Pl < 2Al[2]l < 5[lAA],
bo
_ _ 1
(2) 2|l = 22| AT ARIL < 2M[[[ATH[] - [|AR] = S| AR].
Z twierdzenia 9 (o wartoSci Sredniej dla odwzorowari) dostajemy, ze dla pewnego 6 € [0, 1]

1 :
1E (1) = FO)IF < [FO) < 5l ARll,  czyli

® |7+ ) — f(x) — AR < 5| An]|
11
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Wobec tego
1 )
) If (@ +h) = f(2)]| = ARl = 2A][A]),
bo [[f(x +h) = f(@)| +[[f(z + h) = f(x) = Ah]| = [[AR]], czyli
1 1
1f (@ +h) = f(2)]| > [AR] = I f(z + h) = f(z) — Ah[| > |AR]| = S[lAR]| = 5[l AR].

Poniewaz nieréwnos$¢ zachodzi dla kazdego x, h takiego, ze x,x + h € U, to stad w szczegdlnoSci
wynika, Ze f jest wzajemnie jednoznaczne na U, czyli f: U g f(U).

Pokazemy teraz, ze V' = f(U) jest zbiorem otwartym. Niech xy € U i S = B(xg, ) takie, ze
S C U. Wykazemy, ze f(S) zawiera kule otwartg o srodku w punkcie f(x¢) i promieniu Ar. W tym
celu ustalmy y takie, ze ||y — f(zo)|| < Ar i zdefiniujmy

o(x):=|ly— f(z)| dla zeS.
Jesli ||z — x| = r, to z (4) wynika, Ze
2Ar = 2X||z — xo|| < [[f(2) — f(2o)[| < p(2) + @(w0) < p(x) + A1
Zatem p(zg) < Ar < p(z) dla ||z — zo|| = 7.

Poniewaz ¢ jest ciggte i S — zwarte, to istnieje z* € S takie, ze p(r*) < o(x) dlakazdego x € S.
Wiemy, ze p(2*) < ¢(xg). Zatem 2* € S. Przyjmijmy w = y — f(z*). Pniewaz A odwracalne, to

istnieje h € R" takie, ze Ah = w. Dobierzmy t € (0, 1) tak male, zeby x* + th € S. Wtedy
1 (2") =y + Ath| = [tw — wl| = (1 = £)]Jw].

Ponadto
17"+ th) — £(a*) — Athl] < S| Ath] = il
Stad
pla® 4 1h) = Iy F(&* + )] < [F(a) —y+ Ath] + | f(a" 4 th) — f(a") — Ath|
< (1= g0l = (1= SHlly — £ = (1 - 50)p(a)

Jesli p(z*) > 0, to p(a* 4+ th) < ¢(z*), bo t > 0 — sprzecznosé, bo ¢(z*) — minimalne. Zatem
o(x*) =0,czyliy = f(a*), wiecy € f(U)i f(U) — otwarty, co koriczy dowdd czesci a).

b)
Niechy e V,y+ ke Vix=g(y). Wezmy h = g(y + k) — g(y). Poniewaz ||| D f(z) — A||| < 2Ai
[|JA7Y]] = 4 , to z Lematu 1 D f(x) ma operator odwrotny, ktéry oznaczamy przez B = D f(x)~".

Niechg(y+ k) =h+gy) =h+z,y+ k= f(h+2)ik = f(h+x)— f(z). Stosujac B do obu
stron rOwnosci:

k= f(x+h)— f(z)=Df(x)h+r(k), gdzie HT‘(}Z?H —|njj—0 0

=h
dostajemy Bk = h + Br(h), czyli g(y + k) — g(y) = Bk — B(r(h)).
Z (4) 2)\||h]| < ||k||- Zatem h — 0 jesli & — 0 (co dowodzi ciaglosci g w punkcie y) oraz
IBCr DI [IBII (Rl
il 2x |nll

Zatem g jest rézniczkowalna w y i Dg(y) = B. Innymi stowy

Dg(y) ={Df(g(y))} ",yeV

Poniewaz g: V — U ciagte, Df: U — Q ciagle i A — A1 jest ciggte jako odwzorowanie 2 — ,
to Dg(y) jest ciagle. O

—0 gdy k—0.
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4.2. Dyfeomorfizmy.

Definicja 11. Odwzorowanie p: G C R" — R™ nazywamy dyfeomorfizmem, jesli:
(1) p jest klasy C, jest réznowartosciowe i D f(a) jest nieosobliwa dla kazdego a € G
(2) ! jest ciggle.
Moéwimy wéwczas, ze zbiory G i ¢(G) sa dyfeomorficzne.
Whiosek 3.
(1) Jesli ¢ jest dyfeomorfizmem, to m = n.
(2) Jesli ¢ jest dyfeomorfizmem, to ¢ jest homeomorfizmem G i p(G).
(3) Odwzorowanie p: G C R™ — R" jest dyfeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy o jest klasy
C1, réinowartosciowe i nieosobliwe (D f(a) nieosobliwa ¥ ,cc).

Przyktad 7 (Dyfeomorfizm biegunowy). Niech f: G C R*? - R%, G = {(r,a): r > 0,—7 < a < 7}
i f(r,a) = (rcosa,rsina). Zauwazmy, ze f jest klasy C', réznowartoSciowe i nieosobliwe, bo:

cosa —rsina

) =rcos’a+rsin®a=r#0.
sina  rcosa

Jp =

Zbiory G'i f(G) = R?*\ {(z,0): = < 0} sa dyfeomorficzne. z = rcosa, y = rsina, £ = tga dla

x>0,r =22+ 92 a=arctg?, o (z,y) = (Va2 + 12, arctg ¥).



