6. WYKLAD. TWIERDZENIE O FUNKCJI UWIKEANE] (TFU)

Niech A € L(R"*™,R") i niech A, € L(R",R")i A, € L(R™, R") beda zdefiniowane przez
wzor: jeslih € R"ik € R™ to A(h, k) = A,h + Ayk, gdzie A,h = A(h,0), Ayk = A(0, k).
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Twierdzenie 12 (o funkcji uwiktanej). Niech f: E C R"™™ — R" klasy C' takie, 7e f(a,b) = 0
dla pewnego (a,b) € E, A = Df(a,b) i niech A, bedzie odwracalne. Wtedy istniejq zbiory otwarte
U CR™™ W C R™ takie, ze (a,b) € Uib e W oraz
i) Yy € W istnieje dotadnie jeden x taki, ze (x,y) € U i f(z,y) = 0.
ii) Jesli x jest zdefiniowany jako x = g(y) to g jest odwzorowaniem klasy C' zbioru W w R",
g9(b) = a, f(g(y),y) =0, Dg(b) = —A7'A,.

Uwaga 12. Jak nalezy rozumiec to twierdzenie?

fl(ajlv"'axnayl)"'aym):0 TFU :Bl:gl<y1a"'7ym)
n rOwnan ¢ : g :

Ofi : )
o1, o Y1, Ym) =0 (@)ig:l ,,,,, n Nieosob. Tn=91(Y1, -, Ym)

Jezeli sg spetnione zatozenia TFU, to mozna uktad ten rozwikta¢ ze wzgledu na x.

Dowéd: Niech F(z,y) = (f(z,y),y), F: E — R"™, F klasy Cy, bo f klasy C! i Id klasy C".
Bedziemy chcieli zastosowac twierdzenie o funkcji odwrotnej dla fukcji F' w punkcie (a, b). Pokazemy,
ze D f(a, b) jest macierzg odwracalng.

Poniewaz

fla,b)=0to f(a+h,b+k)=A(hk)+r(hk).
Zatem
Fla+h,b+k)—F(a,b) = (f(a+h,b0+k),b+k)—(0,0)=(f(a+h,b+k) k)
= (A(h> k)? k) + (T(hv k)a 0)7

; : ; i ; ; [(r(h.k),0)[| _
gdzie (A(h, k), k) jest odwzorowaniem liniowym i (h,kl)lgio,o) T
Zatem DF(a,b): (h, k) — (A(h, k), k). Zeby pokazaé nieosobliwos¢ tej macierzy wystarczy po-
kazaé, ze zero jest obszarem tylko zera (tzn. ker DF'(a,b) = {0})

(A(h,k), k) =0, A(hk)=0, k=0.

{ A(h, k) = Azh + Ayk =0

k=0 = A,h =0= h =0 (bo A, odwracalne).
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Zatem D f(a, b) jestréznowartosciowe = D f(a, b) jestnaR™ ™™, D f(a, b) jest odwracalna, F'(z,y) =
(f(z,y),y). Z twierdzenia o funkcji odwrotnej dla F'(z, y) isnieja U,V C R"*™ takie, ze (a,b) € U,
(0,) €V, F: U=V,

Niech W = {y € R™: (0,y) € V}. Wowczas: 1) b € W,2) W C R™ otwarty, bo V' — otwarty i
W — rzut zbioru otwartego V' na podprzestrzen.

Pokazemy, ze zachodza i) i ii).

i) Niech y € W. Wéwczas (0,y) € V, (0,y) = F(z,y), (z,y) € U (z tw. o funkcji odwrotne;j).
Z konstrukcji F' mamy, ze 0 = f(x,y). Pokazemy, ze Vy € W jest tylko jedno z, ze (z,y) € U
if(z,y)=0.

o o wy) €U i flzy) =0
Przypusémy bowiem, ze H ) )
yPUsemy {(l’,y)GU i f(z,y)=0.

Woéwczas

F(z',y) = (f(z',y),y) = (0,9) = (f(z,9),y) = F(z,y),

czyli istnieja dwa punkty w U dla ktérych [' ma t¢ samg wartos¢, ale F’ jest réznowartoSciowa
na U. Zatem jesli f(x,y) = f(z',y)tox =z

ii) Niech g bedzie taka, ze © = ¢(y). Zauwazmy, ze g okreslone dla kazdego y € W, (g(y),y) €
W, f(g(y),y) = 0ig(b) = a. Stad F(g(y),y) = (0,y).

NiechG = F71,G: V — U, G —Klasy C* (z tw. o funkcji odwrotnej). Poniewaz G(0, y) =
(9(y),y) i G klasy C, to réwniez g klasy C'. Zdefiniujmy ®(y) := (g(y),y). Wéwczas
D®(y)(h,k) = (Dg(y)h, k). Z drugiej strony f(P(y)) = 0, czyli D(fP(y)) = Df(P(y)) o
D®(y) = 0.Jesliy = b, t0o ®(y) = (g(b),b) = (a,b), wigc Df(®(y)) = Df(a,b) = A(z
zalozenia). Zatem mamy A o D®(b) = 0, czyli Ao D®(b) = A, Dg(b) + A, I = 0.

Dg

Dy(b) = A" * Ay

A, A, I
]
Uwaga 13.

fl(xlv"‘7xn7y17""ym):0 %__)nieosobliwa xl:gl(yl""vym)
: (TFU)

uktad rozwiklujemy wzgledem x
o1, o Y1, o Ym) =0 Tn=91(Y1, -, Ym)-

Stad mamy
filar()y e g ) Y1y Ym) =0 :a%k (k=1,...,m)

'fn(gl(...),...,gn(...),yl,...,ym):0 %
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Zatem ey 5

Z fli:_ fl i=1,.,n, k=1,...,m

i1 0z Oy oYy,
z niewiadomymi %, czyli dostaliSmy uktad n 4+ m réwnan z niewiadomymi (%) g=1...,n,
k=1,..,m)

Przyktad 11 (TFU dlan = m = 1). Niech f: E(otw) C R? — Rklasy C', f(a,b) = 0 dla pewnego
(a,b) € Ei %(a, b) # 0. Wowczas istnieje W (otw) C R, b € Wig: W — Rklasy C" takie, ze

.y 5@y :
9(b) = a, f(9(y),y) = 0i¢'(b) = 77 bojesli f(g(y). y) = 0,10 £ f(g(y),y) = Fg + 5, = 0,

/ ~S@y)
azatem g (y) = 57—
%(J?,y)




