7. WyKLAD. RozMAITOSCI O ROWNANIU F'(2) = 0 1 METODA MNOZNIKOW LAGRANGE’A

7.1. Rozmaito$ci o rownaniu F'(z) = 0.

Definicja 16. Jezeli M C R" jest dowolng rozmaitoScig k-wymiarowa, to wektorem normalnym do
M w punkcie xy € M nazywamy taki element 7 € R", ktdry jest prostopadly do T'(xg, M) (tzn.
ns =0 Vs € T(xg, M). Zbidr wszystkich wektor6w normalnych do M w punkcie x, bedziemy
oznaczaé przez N (zg, M). Jest to podprzestrzeri (n — k)-wymiarowa w R™ oraz R" jest sumg prostg
podprzestrzeni T'(xg, M) i N(zo, M).

Twierdzenie 13. Niech F: E C R* — R™ klasy C* im < n, M = {z € E: F(z) = 0} oraz
rank DF (x) = m dla kazdego x € M. Wowczas:

(1) M jest rozmaitoscig k-wymiarowg, k = n — m.
(2) Jesli xy € M to T(xog, M) = ker DF(x) = {& € R": DF(xzo)x = 0} i N(xo, M) =
span {grad Fi(zo), i=1,...,m}.

Dowad:
1) Niech zy € M oraz rank DF(xy) = m. Niech dalej x = (z1,...,2,), y = (x1,...,%,,) oraz
2= (Tmit, ..., Tn). Wowezas F'(z) = F(y, z). Dalej, poniewaz rank DF'(x) = m, mozemy przyjac,

ze DF (zo) = A, + A,, gdzie A, — nieosobliwa.

zo = (Yo, 20) € M = F(x0) = F(yo,20) =0
Korzystajac z twierdzenia 12 (o funkcji uwiktanej), dostajemy ze istniejg zbiory otwarte W C R"™™
i U C R” takie, ze dla kazdego z € W istnieje doktadnie jeden y, ze (y,2) € Ui F(y,z) = 0,

czyli istnieje g: W — R™ klasy C" taka, ze y = ¢(2), yo = g(z0) oraz F(g(z),z) = 0. Niech
©(z) = (9(2), z). Wowezas (W, @) jest mapa:

plz0) =m0, w(2) =z 1 Fg(2),2) =0,
wigc x € M. Zatem (W) T Mi ¢ — dyfeomorfizm, wiec (W, ¢) jest dobrze zdefiniowana mapa.
Jesli (W) = M,,, to z dowolnosci wyboru zq € M dostajemy, Ze
otw.

M= M,y i M, C M.

xoEM

Zatem M jest rozmaitoScig wymiaru n —m = k.

2) Niech (W, ) — mapa taka, ze p(z9) = o dla pewnego zo € W. Dla kazdego z € W zachodzi
F(p(z)) = (Fog)(z) =0.Stad D(F o ¢) =0, czyli DF o Dp = 0. W szczegblnosci DF'(z) o
Dp(z0) =0, DF(z9) = A, Ao Dp(z9) = 0, czyli A(Dp(29)h) =0dlah € R"™.

Z twierdzenia 11

s €T (xg, M) < s= Dy(z)h dlapewnego hecR"™™.
Zatem As = 0dla s € T(xg, M). Wobec tego T'(zg) C ker A. Poniewaz dimker A = n — m
i jednoczesnie dim T'(xg, M) = n — m, to musi by¢ T'(z, M) = ker A = ker DF'(xy).
Poniewaz

Vs € T(zg, M) DF;(xg)s=0 dla i=1,...,m,

gdzie DF;(x) = grad F;(x¢) (i =1,...,m) sg liniowo niezalezne (bo rank D F'(xy) = m). Zatem
N(zg, M) = span {grad F;(z¢), i=1,...,m}. O
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Uwaga 14. Nie kazda rozmaito$¢ daje si¢ zapisaé w postaci {x: F'(z) = 0}, np. dla wstggi Mbiusa
nie da si¢ tak zrobic.

Przypusémy, ze tak jest, czyli istnieje F': G C R®> — R takie, ze M = {z € G: F(x) = 0} i
rank DF(z) = 1, tzn Vz € S grad F(x) # 0. Wéwczas istnialoby odwzorowanie 7i: M — R3 takie,
ze Vx € M n(x) — wersor normalny do M w z, przedstawione w postaci:

grad F'(x)
-, -
|grad F'(z)]|

Jest to niemozliwe, bo po obiegu wstegi wersor musialby przyjaé przeciwny zwrot, czyli n(xg) =
—n(xg) — sprzecznosé.

7.2. Ekstrema funkcji na rozmaito$ciach o réwnaniu 7'(x) = 0.

Twierdzenie 14 (Lagrange’a o mnoznikach). Niech F': E TR - R™ klasy C', m < n, M =
{x € E: F(z) = 0} oraz rank DF(x) = mVx € M i f: E — R. Jesli funkcja fn przyjmuje
ekstremum lokalne w punkcie xq € M i f jest rozniczkowalna w tym punkcie, to istnieje forma liniowa
A € L(R™,R) taka, ze xq jest punktem stacjonarnym funkcji g = f — A o F' (funkcji Lagrange’a),
czyli Dg(xo) = 0(D;g(zg) =0dlaj=1,...,n).

Jak korzystajac z twierdzenia znalez¢ xy?
Mamy A: R™ — R, Ay = >, \iy;, gdzie \; € R jest nazywane mnoznikiem Lagrange’a. Zatem
g=f—>", \F;,. Wowczas

Dg(z9) =0 <= Df(x) Z)\DF (xg) <= D;f(xg) = Z)\DFJUO)

=1 =1
Zatem dostajemy n + m réwnan z niewiadomymi Zgq, . . ., Ton, AL, - - -5 At

le(xo) = )\1D1F1(.CL'0) 4+ ...+ )\leFm('xU)
an(l'o) = AanFl(ZEO) + ...+ )\leFm(xO)

n + m roéwnan

Fi(zg) =0

Dowdd twierdzenia:
Mamy: Dg(zo) = Df(z9) — Ao Df(xg)ioznaczamy A = DF(x), B = D f(xy).
Zatem musimy wykazac istnienie takiej formy liniowej A € L(R™, R), ze

Df(zo) = Ao Df(xo) lubinaczej B=AoA czylize A(Ah)=Bh VYheR"

W tym celu weZzmy dowolny wektor h € R", wéwczas mamy Bh i niech y = Ah. Okres§lmy forme
A jako A(y) = Bh. Sprawdzamy poprawnos¢ tej definicji. Forma jest jednoznacznie okreslona jesli
zachodzi implikacja
Ahl = Ahg = Bh1 = B]’LQ,
co jest rownowazne implikacji
Ah=0= Bh =0, czyli kerA C kerB.

Ztwierdzenia 13 mamy, ze ker A = ker D f(x¢) = T'(zo, M), zatem wystarczy wykazaé, ze T'(xo, M) C
ker B.

Niech (W, ) mapa na rozmaitosci M obejmujaca x (tzn. o = ¢(lo), to € W). Zatézmy, ze fin
przyjmuje lokalne ekstremum (np maksimum) w punkcie xo, tzn. istnieje U > x, takie, ze fia(x) <
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fin(x0) dlakazdego x € U N M. Z cigglosci ¢ istnieje V' > t, takie, ze V C Wi p(V) C U. Mamy
wiec
fle(t) < flolto)) VEeV,

czyli f o ¢ przyjmuje w t, maksimum lokalne.

Z twierdzenia 6 (o warunku koniecznym istnienia ekstremum) mamy: D(f o ¢)(to) = Df(x¢) o
Dp(ty) = 0, czyli B o Dy(ty) = 0, to znaczy B(Dy(tg)h) = 0 Vh € R™ Z drugiej strony
z twierdzenia 11 Bs = 0 Vs € T'(x, M), a to oznacza, ze T'(zo, M) C ker B i A jest poprawnie
zdefiniowane.

Czy A jest okreslone na calym R™?

F:ECTR — R™ A: R™ — R,y = Ahi h € R™. Poniewaz rank A = m, to AR" = R™, wiec
A jest okreslone na catym R™. Liniowo$¢ A jest oczywista. U

Przyktad 12. M = {(z,y,2) ER*: z +y+2=2>+y> + 22 =1}, f(z,y, 2) = zy=.
mj\%xf =7 m]\}[nf =7
Rozwigzanie:
Flz,y,2)=(z+y+z—1,2°+y*+22—-1), F:R*—=R%
M = {(z,y,2) € R®: F(x,y,z) = 0}.
Funkcja Lagrange’a:
g(z,y,2) = f(z,y,2) — Ao F(z,y,2) =ayz — Mz +y+2z—1) = Ma(2® +9° + 22— 1).

Dostajemy uktad 5 rdwnan na x, y, z, A1, Ao:

Yz = A + 2z
Tz = A\ + 2y
Ty = A\ + 220

r+y+z—1=0
24+t + 22 -1=0



