8. WYKLAD. POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW I TWIERDZENIE SCHWARZA O SYMETRII DRUGIEJ
ROZNICZKI

8.1. Pochodne czastkowe wyzszego rz¢du.

Definicja 17. Niech f: G C R" — R™. Zalézmy, ze zbiér tych x € G dla ktérych istnieje po-
chodna czgstkowa g L (z) (dla danego j € {1,....,n}) jest niepusty. Wowczas jesli istnieje pochodna

i

czgstkowa odwzorowania z —— %fj(x) w zo wzgledem x; (i € {1,....,n}) to nazywamy jg drugq
pochodng czgstkowg (lub pochodng czgstkowq drugiego rzedu) w xo wzgledem x; i x;, i oznaczamy

przez %afwj(xo) = a%i@%j(xo)’ za$ przez 89?2-28];3- (x) oznaczamy odwzorowanie x — 0% f ().

8%1'8%]'
W podobny sposéb definiujemy pochodne czgstkowe wyzszych rzedow:
P (), ()
—(x —(x
Ox;0x 0y, 0% 02,02 ;0x0x) 0%

itd.

8.2. Roézniczki wyzszego rzedu.
Idea: t
Niech f: G C R"™ — R™ i f rézniczkowalna w G. Wtedy D f(xy) € L(R",R™) Vz, € G.
Woéwczas Df: G TR — L(R™,R™). Jesli D f jest r6zniczowalna w G, to
D?f(x0) = D(Df) (o) € L(R", L(R",R™)) = Ly(R",R™) Vux, € G.
Woéwczas D*f: G TR — L(R™, L(R™,R™)). Postepujac tak dalej otrzymujemy r6zniczki wyz-
szego rzedu.

Definicja 18 (indukcyjna rézniczki k-tego rzedu). Zatézmy, ze:
I f: G T R" - R™ ma (k — 1) rézniczke w o,
(2) dla dowolnych X1, ...., X;,_; € R"™ odwzorowanie
T wx,,. X, (T) = DM ()X, ... Xy
dzialajace z G do R™ jest r6zniczkowalne w .

Wtedy odwzorowanie (X, X7, ...., Xy_1) — Dwx,
[ w punkcie x, ktéra oznaczamy D* f(z).

X, (T0) X jest k-tq rozniczkq odwzorowania

------

Zatem DF f(z0): R" x --- x R" — R™ jest odwzorowaniem k-liniowym, czyli D* f (z¢) € Ly(R™ R™)
—_——————
k razy
—rodzina k-liniowych odwzorowan R" x --- x R" — R",
—_——

k
Zauwazmy, ze L(R™, L(R" R™)) = Ly(R™, R™) i ogblnie
L(R™, L(,R", L(..., L(R",R™)...) = Ly(R",R™).

k razy

8.3. Odwzorowania klasy C*.

Twierdzenie 15. Niech f: G TR - R™, xoy € G. Odwzorowanie f jest k-krotnie rézniczkowalne
w xg (k = 2) wtedy i tylko wtedy, gdy sq spetnione warunki:
(1) f jest (k — 1)-krotnie rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x
(2) wszystkie pochodne czgstkowe (k—1)-ego rzedu odwzorowania f sq rézniczkowalne w punkcie
Zo.
Wowczas

DFf(ao)h® . h® = ST h) AP D, LDy f(x0)
i1, ip=1
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Dowdad:

Indukcjapo bk =2,3,....

< Niech f — funkcja (k — 1) rézniczkowalna w kazdym punkcie pewnego otoczenia V' punktu x.
Oznaczmy

(7) wy) gy (@) = D L)AL pEY dla z eV, pW . Y e R
Wowczas
(8) wpr (@)= S A BEYD, Dy f().

iy 1=1
Poniewaz z 2) D, ... D;, ., f(x) sa rézniczkowalne w o, to w,a) k-1 () tez jest rézniczkowalne
W g , a to oznacza, ze f(x) jest k-krotnie rézniczkowalna w g i dla kazdego h(®) € R™ zachodzi
DFf(xo)h® . h® = 3" B Dy Dy, f ().

01,5t =1
= Jesli f jest k-krotnie rézniczkowalna w z, to wy,a)_p,-1) (x) okre§lone przez (7) jest rézniczko-

walne w g i zachodzi wzor (8). Podstawiajac hM) = Ciys wens Rk=1) = e;,_, dostajemy
whu)_“h(k—n(l’) = Dz‘l e Dik_lf(x),
z czego wynika rézniczkowalno$¢ D;, ... D, f w x. O

Z odpowiedniego twierdzenia rachunku rézniczkowego pierwszego rz¢du wynika od razu nastgpu-
jacy warunek wystarczajacy k-krotnej rézniczkowalnosci:

Twierdzenie 16. Jesli w pewnym otoczeniu punktu x istniejq ciggle wszystkie pochodne czgstkowe
k —1rzedu Dy, ...D; , f(x)dlai,... i1 = 1,...,n oraz istniejg w pewnym otoczeniu tego
punktu wszystkie k-tego rzedu pochodne czgstkowe D;, ... D;, f(x) i sq one ciggle w xy, to f jest
k-krotnie rozniczkowalna w x.

Definicja 19. Odwzorowanie f: G TR - R™ nazywamy klasy C* jesli jest ono k-krotnie réz-
niczkowalne oraz dla dowolnych (V... h(®) € R™ odwzorowanie x +—— D*f(z)h™ ... h(® jest
ciggledlaz € G.

8.4. Twierdzenie Schwarza o symetrii drugiej rézniczki.
Definicja 20. Méwimy, Ze odwzorowanie 2-liniowe A € Lo(R™, R™) jest symetryczne jesli
AX)Y)=AY,X) VXY e R".
Ogdlnie méwimy, ze odwzorowanie k-liniowe A € L (R™, R™) jest symetryczne jesli
A(Xy, 0 Xy) = A(Xoq),om) VX0, X € R" Vo — permutacji ciggu {1,...,k}.

Twierdzenie 17 (Schwarza o symertii drugiej rézniczki). Niech f: G TR - R™, Zatoimy, Ze ist-
nieje druga rézniczka odwzorowania f w xo € G. Wtedy D? f(x¢) jest odwzorowaniem dwuliniowym
symetrycznym z R™ w R™ (1zn. D? f(xq) € Lo(R™, R™)).
Dowéd:
Bez zmniejszania ogélnosci mozemy przyjaé, ze f: G TR SR wiemy, ze D? f(z,) istnieje.
Musimy wykazaé, ze
>*f » Of
J1023 ") = G0
2110T9 To0T1
Mozemy tez zatozy¢, ze xo = (0,0) oraz, ze %(0,0) = E%’;(O,O) = 0, gdyz przypadek ogélny
sprowadza si¢ do tego przypadku przez podstawienie

af

Ty —
3x1

(o).

of
(0,0) = 225:-(0,0).

(z1,22) — f(x1,22) —
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Oznaczmy a5 = 8x18:c2 (0,0), ag; = 8x28x1 (0,0), a;; = a 6% (0,0)dlai,j =1,2.

Ustalmy liczbe a > 0, tak by kwadrat K = {(z1,22): |z1| < a,|z2] < a} C G; oraz istniejg
pochodne %(I) i %(m) dlaz € K.

Oznaczmy przez g(t) = f(t,t) — f(0,t) — f(¢,0) + f(0,0) dlat € (0, a) przyrost odwzorowania
f na kwadracie [0, ] x [0, t].

Wykazemy, ze istnieje granica lim;_, o+ t% g(t) ijest ona réwna a2 i jednoczesnir ay, co zakoriczy
dowdd.

Mozemy zatozy¢, ze a1, = a1 = 0, gdyz przypadek dowolny sprowadzamy do tego szczeg6lnego
przez rozwazenie odwzorowana

1

($1, mz) — f@l, 352) - *I21CL11 — X1T2G21.-
2

a% jest ré6zniczkowalna w (0, 0), wiec

of of 8f

87,1(1‘1@2) 871(070) A =(0,0) (21, 22) + [|(21, z2) [0 (21, 22),
gdzie 1(0,0) = 01 ¢ ciggte w (0,0). Zatem

a 2

afl(.’ﬂl,l'g) 8J£(O O)+ 28 28100 +\/3§'1—|—£E2 ¢$1+$2

czyli

) $1,902 \/xl + 23 (x1,22), (71,22) € K.

Dla danego € > 0 istmeje 6 >0 <a),ze
(10) |W(xy,20)| <€ dla |z <9, |xo] <.
Niecht € (0,6). Oznaczajac h(x1) = f(z1,t) — f(x1,0)dla0 < 21 < t mamy A(t) — h(0) = g(1),

h/(ZL’l) = aai(xl,t) — aax‘i(flfl,()) (i) \/ZL’% + 2. 1/1(131,t) - ZL’llp(ZEhO).

Z (10)
|h/ ZL’1 < /g 2442, |¢ 5(71, |+I‘1|¢(ZE1, )| <t\/§€+t€:t(1+\/§)€, 0<x <t
Stad
Ih(t) — h(0)] <t sup |W'(z1)] < 2(1+ V2)e,
z1€[0,t]
czyli
. 1
tl_1g1+ t—zg(t) =0=ayy.
Analogicznie wykazujemy, ze lim;_., t% g(t) =0 = ajs. Stad ajs = as1, czyli

O )= LT (ay)
8x18x2 To) = 8x28x1 0):

Twierdzenie Schwarza mozna uogdlnié na k-te rézniczki:

Twierdzenie 18 (Schwarza o symetrii k-tej rézniczki). Jesli f: G C R® — R™ ma k-tq rozniczkg w
xo € G, to D* f(x¢) jest odwzorowaniem k-liniowym symetrycznym przestrzeni R™ w R™.



