13. WYKLAD. TWIERDZENIE O CALKOWANIU PRZEZ PODSTAWIENIE

Niech g: [a,b] — R ma ciaglg pochodng i f: R — R ciggta. Wéwczas

(b) b
(13) /g(ga)fz/aqog»g’

Jezeli I/ = fto L = F(g(b)) — F(g(a)). Z drugiej strony (F og) = (F'og)-¢ = (fog)-¢,czyli
P=Fog(b)— Fog(a) = L.
Niech dodatkowo ¢ bedzie roznowartoSciowe. Wowczas

/

— O . s

/g((a,b))f (a7b)(f 9191
bo:

g(b) b

g/ g'>0 L:/()ﬁ Pz/(fog)-g’ z(13) L=P
gla a

g(a)

b !
o P==[(feg-g 203 L=P

g\ ¢ <0 L:/
g

Twierdzenie 32 (o calkowaniu przez podstawienie). Niech A C R" bedzie zbiorem otwartym zas
g: A — R™ dyfeomorfizmem na obraz. Jezeli f: g(A) — R jest catkowalna, to

/g(A)f:/A(fog)-\detDm,

Lemat L 1. Niech O bedzie takim dopuszczalnym pokryciem zbioru A, ze dla kazdego U € O i kazdej
catkowalnej f mamy

(14) | F=[(og)ldet Dyl
g(U) U
Twierdzenie 32 jest wowczas prawdziwe dla catego A.

Dowdd Lematu L1: Rodzina wszystkich g(U) jest pokryciem otwartym g(A). Niech ® rozktad jedno-
$ci wpisany w te pokrycie. Jezeli ¢ = 0 poza g(U), to z réznowarto$ciowosci g mamy, ze (- f)og = 0
poza U. Stad

gp-f——/ w-f)og|-|det Dg
/g ) U[( )og]-| |
mozna zapisa¢ w postaci

/g(A)w-lel[(w-f)og]-Idethl
i dalej

/ f= /g o f= Z/ )og]-|det Dg| = Z/s@og (fog)-|det Dyl

ped ped ped

:/A(fog)-\deth\-

Uwaga 18. Zalozenie (14) mozemy zastapi€ przez

J, 5= ] .7 o0)- et Dy

dla wszystkich V' z pewnego dopuszczalnego pokrycia g(A).
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Lemat L 2. Wystarczy dowies¢ twierdzenia dla funkcji f = 1.

Dowod Lematu L2: Jezeli twierdzenie zachodzi dla f = 1, to zachodzi dla funckji statych. Niech V'
— przedziat w g(A) i P — podzial tego przedzialu. Dla kazdego podprzedziatu S podziatu P niech
fs :=mg(f). Wéwczas

Py =Y ms(Nu(s) =% [ fs=3 [ (fsog)-|detDyg
s g 79 Int

S Int S

< | det Dg| < [ | det Dg|.
S [ sFo)1desDgl < [ (fog)-|det Dy

s 9
Stad

g

| F=swpL(f.P)< [ (fog)-|detDy|
\% P L(V)
Postepujac podobnie dla fs = Mg(f) dostajemy

/szir]},fU(fvPD/ l(v)(fog)-ldethL

g~

Teza Lematu L2 wynika z L1. U

Lemat L 3. Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla g: A — R™ i h: B — R", gdzie g(A) C B, to jest
ono prawdziwe dla ho g: A — R".

Dowod Lematu L3:
/ _/ = / foh)|det Dh| = /( oh)og-(|det Dh|o g)|det Dy
(hog)(A (g(A)) A

_/ (hog)]|det D(ho g)|.

Lemat L 4. Twierdzenie jest prawdziwe jesli g jest przeksztatceniem liniowym.

Dowod Lematu L4: Na mocy Lematéw L1 i L2 wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego przedziatlu

otwartego U zachodzi
/ 1= / | det Dy,
9(U) U

czyli, ze V(g(U)) = | det Dg| - V(U). Poniewaz g jest przeksztatceniem liniowym, to g(z) = Ax,
zatem wystarczy pokazaé, ze V(A(U)) = |det A| - V(U). A to wynika z faktu, ze g jest ztozeniem
przeksztatcen nast¢pujacych typow:

(1) g(e;) =e; dlai # jig(e;) = ae;,
(2) gle;) = eidlai # jig(e;) =e; +ex,
(3) g(ek) = €k dla k 7é ivj’ g<€z) =€ i g<€j) = €.
Fatwo widzieé, ze dla kazdego przeksztatcenia z powyzszych typow zadana rownoS¢ zachodzi U

Uwaga 19. Z Lematéw L3 i L4 wynika, ze dla dowolnego ustalonego a € A mozemy zalozy¢, ze
Dg(a) = I.1Istotnie, jesli T = Dg(a),to D(T tog)(a) = I.Z Lematu L4 twierdzenie jest prawdziwe
dla T'. Jesli wykazemy, ze jest tez prawdziwe dla T~! o ¢, to z Lematu L3 dostaniemy, Ze jest tez
prawdziwe dla g.
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Dowdéd Twierdzenia 32: Indukcja ze wzgledu na wymiar n.

Dla n = 1 dowdd wynika z Lematu L1 i z uwagi na poczatku.

Zat6zmy, ze twierdzenie jest prawdziwe w wymiarze n — 1, pokazemy, ze jest tez prawdziwe w wy-
miarze n.

Wystarczy dla kazdego a € A znaleZ¢ zbidr otwarty U, gdzie a € U C A, dla ktérego twierdze-
nie jest prawdziwe. Mozemy zalozy¢, ze Dg(a) = I. Niech h: A — R" bedzie zdefiniowane jako
h(z) = (1(x), ..., gn1(2),z,). Wowczas Dh(a) = I. Zatem z twierdzenia o funkcji odwrotnej
(Twierdzenie 10) istnieje otwarte otoczenie U’ C A punktu a, ze h jest réznowartoSciowa i nieosobli-
wa (tzn. det Dh(z) # 0) na U’.

Niech k: h(U’') — R™ bedzie zdefiniowane jako k(z) = (z1,..., % 1,gn(h 7 (x))). Wtedy g =
k o h. Zatem g — ztozenie dwoch odwzorowan, z ktérych kazde zmienia mniej niz n wspoétrzednych.
Czy k dyfeomorfizm?

D(gn o h™")(h(a)) = Dgn(a) o [Dh(a)] ™ = Dgu(a).
Zatem D,,(g,oh ') (h(a)) = D,g,(a) = 1.Stad (Dk)(h(a)) = I.Zatem istnieje zbior otwarty V taki,
ze h(a) € V C h(U’) oraz k(x) jest rtéznowarto$ciowy i det Dk(x) # 0 na V. Bioragc U = h= (V)
mamy g = ko h,gdzieh: U — R"ik: V — R" oraz h(U) C V. Na mocy Lematu L3 wystarczy
dowies¢ twierdzenia dla A i k. Pokazemy dowdd dla A (dla k& podobnie).
Niech W C U przedziat postaci D X [ay, b,]. Z twierdzenia Fubiniego (Twierdzenie 30)

/ 1= / ( / 1dz; ... dxn_1> dx, (bo h nie rusza ostatniej wspétrzednej).
h(W) [anabn] h’(DX{mn})
Niech h,, : D — R" bedzie zdefiniowane jako

R, (1, s 1) = (g1(x1, oo Tn)y ooy G (T1, - o X))

Woéwczas h,,, jest réznowartoSciowa, det Dh,, = det Dh # 0 oraz
/ 1d$1...dl’n,1 = 1dx1...dxn,1.
h(Dx{zn}) hay (D)

Stosujac zatozenie indukcyjne (dla n — 1):

/ 1= (/ ldz; ... dxn_l) dz,

= - (/[‘)’dechzn(I'l, R ,$n_1)|dl’1 .. .dxn_1> dq;n

[a'rubn] D w



