2. WYKLAD. POCHODNE KIERUNKOWE I CZASTKOWE, ODWZOROWANIA LINIOWE I ROZNICZKI
ODWZOROWAN, MACIERZ JACOBIEGO I JAKOBIAN.

2.1. Pochodne kierunkowe i czastkowe.

Definicja 6. Niech f: G C R" — R, G otwarty, o € G iv € R". Pochodnq kierunkowq funkcji f w
punkcie xo w kierunku wektora v nazywamy granice:

lim f(zo+tv) — f(xo).
t—0 t

Oznaczamy ja: f/(zo) , Dy f (o) albo %(zo).

Uwaga 5. Jesli okreslimy g(t) = f(xo+tv), toistnieje a > 0 takie, ze g: (—a, a) — R (bo G otwarty)
oraz

4(0) = lim 9(t) =9(0) _ . flao+1tv) = f(w)

t—0 t t—0 t

= fo(x0).

Uwaga 6. Istnienie pochodnej kierunkowej w x, (nawet we wszystkich kierunkach) nie gwarantuje
ciggloSci w .

Przyktad 3.
Flry) = { S dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) =(0,0)
Niech v = (vq, v). Wowczas:
a) jesli vy = 0to f,(0,0) = lim [0 = lim F&22) = 0,
b) jesli v # 0 to f/(0,0) = lim L) — ﬂ% - Pl%ﬁ =4

Zatem dla kazdego v € R? istnieje f}(0,0), ale f nie jest ciggta w (0,0), bo dla (zx, yx) = (75, 1)
zachodzi limy, .. (g, yx) = (0,0) oraz
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Definicja 7. Niech f: GG TR - Ri xo € G. Jesli jako wektor v przyjmiemy wektor jednostkowej
bazy standardowej e; = (0,...,0,1,0,...,0) (1 na i-tym miejscu) to pochodng kierunkowg w =y w
kierunku e; nazywamy pochodng czgstkowa w xo wzgledem x; i oznaczamy przez (%(3:0) lub f ()
lub D; f(xg) czyli

of oy, X, 1) — (T, 1) ’
L o) = liny t =g (),
gdzie g: x; — f(x1, ..., Ti 1, @i Tig1, oy Tp)-

2.2. Odwzorowania liniowe.

Definicja 8. Niech X, Y — rzeczywiste przestrzenie liniowe. Odwzorowanie A: X — Y nazywamy
liniowym jesli spetnia:

D) Az +y) = Az + Ay Yy yex,

2) Alcz) = cA(x) Veer Vaex-

Zbiér wszystkich odwzorowar liniowych X — Y bedziemy oznaczaé przez L(X,Y"). Tworzy on tez

przestrzefi liniowa, bo (A + B)x = Ax + Bz oraz (cA)x = cAx Vpex Vecr-
4
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Przyktad 4. L(R™, R*) — zbiér wszystkich odwzorowar liniowych R™ w R¥ — mozna go utozsamic
ze zbiorem wszystkich macierzy rzeczywistych M (n x k,R) tzn.

11 ... Qin
Ac LR"R*) & A=

a1 ... QAgn

2.3. Rézniczkowalnosé. Przypomnijmy sobie przypadek 1-wymiarowy. Jesli f: (a,b) C R — R
oraz zy € (a,b) to f'(wo) = lim [T Zatem f(ag + h) — f(zo) = f'(x0)h + r(h), gdzie

reszta r(h) spelnia

i " = iy P <o
czyli
i 1 @0+ h) = f(zo) = f'(wo)h| _
B0 A e

Zauwazmy, ze liczbe f'(x¢) mozemy utozsami¢ z odwzorowaniem liniowym L(R! R?).

Definicja 9. Rézniczkq odwzorowania f TR REw punkcie vy € G nazywamy takie odwzo-
rowanie liniowe A € L(R", R¥), jesli ono istnieje, ze
N f(xo+h) — flao) — Ab||

lim
h—0 7]l

heR™
Zamiast A bedziemy pisaé D f (o) lub df (xo).
Odwzorowanie f nazywamy rozniczkowalnym w x, € G jedli istnieje jego rézniczka w xy.
Odwzorowanie [ nazywamy rozniczkowalnym w G jesli jest rozniczkowalne w kazdym punkcie
x € G.

0.

Przyktad 5. (1) Jezeli f: R — R* jest zdefniowane jako f(r) = c, gdzie ¢ € R¥ — stafa, to f
rézniczkowalna i D f(x) = 0 V,ecgn, bo
e—c—ol _,
h—0, heR™ 1Al
(2) Niech f: R" — R* bedzie funkcja liniowa f(z) = Az, gdzie A € L(R",R¥). Wtedy f jest
rézniczkowalna i D f(x) = A, bo

e h) = f(@) = AR A+ h) — A() = ABl| _

lim lim 0.
h—0 el h—0 1A
Uwaga 7. Jesli f: G TR — R* réaniczkowalna w Zg, to
h
ﬂ%+®=ﬂW+DﬂthM%gmm%gﬁﬁwzo

Zatem }Lin%) f(xo+ h) = f(xg), czyli f ciagta w .

3 . 77 Orw' pand .
Twierdzenie 3. Jesli f: G C R" — RF rézniczkowalna w xy, to:

1) f ma doktadnie jedng roiniczke w x,
2) dla kazdego h € R" istnieje pochodna kierunkowa ﬁ(azo) i wyraza sig ona wzorem

dh
(o)
d dh
V=] | =Drah,
%(ﬂfo)
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3) istniejq pochodne czgstkowe D; fi(xo) (i =1,...,k j=1,...,n)oraz
> D; fi(wo)hy
jgl s/1(zo)h; Difi(wo) -+ Dnfi(zo)| [M
D f(xo)h = : = : : :
i D; fu(xo)h; Dy fi(wo) -+ Dnfi(zo)| I
]:
Uwaga 8. Zatem
of %(wo) T ngi(fb’o)
Df(iﬁ()) = (Djfz‘(mo))izl ..... EI=1om = (8:151- (mo))izl ..... Ei=1om = : : = Jf(xo)-
! Gl (zo) -+ §lE (o)

Powyzsza macierz Jy(xo) nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania f w punkcie z.

Rozwazmy szczegblne przypadki:
1) k = n.Jezeli f: G TR R", to Jakobianem odwzorowania f nazywamy wyznacznik

macierzy Jacobiego J(zo) = det Jr(xo).
2.) k= 1.Jezeli f jest funkcja, to macierz Jacobiego redukuje si¢ do wektora

T(xo) = (2 (o), -~ 2L(wo)],
ktéry nazywamy gradientem funkcji f w xy i oznaczamy
erad f(z0) = [Z(x0). -, 2 (w0)].

Dowéd Twierdzenia 3:

1.) Zatézmy, ze A;, A, € L(R", R¥) spetniajg definicje rézniczki. Niech B = A; — A,. Mamy:

IBh|| = [ = (f(z + k) = f(z) = Ath) + (f(z + h) = f(z) — Ash)|
< f(z+h) = flz) = Ahl| + [|f(z + h) — flz) — Ashl|.
Zatem % — 0 gdy h — 0. Wynika stad, ze dla okreSlonego h zachodzi % — 0 gdy
t — 0. Z drugiej strony przeksztalcenie B jest liniowe, zatem H%Z’ﬁ)” — ‘t”uﬁgﬁ)” = “ﬁgﬁ)”, czyli
B(h) = 0. Zatem A; = As.
2.) f jestrézniczkowalna w z, czyli
th
(zo +th) = f(x0) = Df(zo)th+r(th), gdzie lim ”]éh”)” =
Zatem
df . flwo+th) — f(zo) . Df(xo)th+r(th) . tDf(xo)h r(th),
%(xo) = lim ; = lim / = E}%( P ) = D f(zo)h.
3.) Przyjmujac w szczeg6lnosci h = ¢e; (j = 1,...,n) otrzymujemy istnienie pochodnych czastko-

wych D f;(zo) oraz réwnosé
D.
if 1 (o) _of

de; (w0) = Df(xo)e; (j=1,...n).

Djf(xo) = :
D; fi(wo)
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