5. WykerAD. RozMAITOSE, PRZESTRZEN STYCZNA DO ROZMAITOSCI

5.1. Plat k-wymiarowy.

Definicja 12. Zbiér S C R™ nazywamy platem k-wymiarowym, jesli istnieje dyfeomorfizm
w: G C T R Q S. Dyfeomorfizm ¢ nazywamy woéwczas przedstawieniem parametrycznym plata

S. Ptat 1- wymlarowy bedziemy nazywali tukiem otwartym.

Uwaga 10. Z nieosobliwosci ¢, wynika ze kK < m

Przyktad 8.

(1 G T R jest ptatem k-wymiarowym. Wystarczy wziaé o(z) = .

(2) Niech f —klasy C'* okreslona na G T R~ Wykres funkcji f, czyli zbiér S = {(z, f(z)): = €
G} C RF x R = RF*! jest ptatem k-wymiarowym. Dyfeomorfizm o: G % S jest dany
wzorem ¢(z) = (x, f(x)). Jestto odwzorowanie klasy C1, o1 (x, f(z)) = x jest rzutowaniem
na R*, wiec jest ciagte.

(3) Niech S = {(z,y) € R?: 22 +y?> =1} \ {(—1,0)} (okrag bez punktu). Wéwczas S jest
tukiem otwartym (ptatem 1-wymiarowym). Dyfeomorfizm ¢: (—m, 7) — R? jest dany wzo-
rem ¢(t) = (cost,sint). Zatem w tym przypadku G = (—7,7), ¢(G) = S, ¢: G % S.

Zauwazmy, ze t = ¢~ '(x,y) jest argumentem gtéwnym liczby 2z = x + iy, wiec jest ciagly.

5.2. Rozmaito$é k-wymiarowa.

Definicja 13. S C R™ nazywamy rozmaitoscig k-wymiarowq (klasy C") jesli jest on sumg pewnej
rodziny platéw k-wymiarowych bedacych zbiorami otwartymi wzgledem S, tzn.
S=1\JS;, gdzieS;-ptat k-wymiarowy, S; T s
j€J
Mapq rozmaitosci k-wymiarowej S nazywamy kazdg pare (¢, G), gdzie G T RE,

0 G2 u(@) T s,

Definicja 14. Atlasem na rozmaitosci S nazywamy rodzine map (p;, G;) taka, ze:

(1) S =U; »;(G;).

(2) Jesli (p1,Gy) i (92, G2) sa dwiema mapami tego atlasu, to odwzorowanie
o1t opa: 0r (01(Gr) Npa(Ga)) = o1 (91(Gh) N a(Ga))
jest dyfeomorfizmem.
Przyktad 9. Niech S = {(x,y) : 2* + y* = 1} i weZmy:
G = (—m, ), ©1(t) = (cost,sint) dla te Gy
Go = (0,27), a(t) = (cost,sint) dla t e Gy
oraz Sy = ¢1(G1) = S\ {(=1,0)} i 52 = 2(G2) = S\ {(1,0)}.

Woéwezas S = S; U Sy jest rozmaito$cig 1-wymiarowa, zas (o1, Gh), (p2, G2) jest atlasem tej
rozmaitosci.
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5.3. Wektory styczne.

Definicja 15. s € R™ nazywamy wektorem stycznym do zbioru S C R™ w punkcie x € S jesli
istnieje ciag {x,}, =, € 9, zbiezny do x oraz ciag liczb rzeczywistych {a, } taki, ze
s = 7}1_%10 an(x, — ).
Jezeli dodatkowo:
e a, > 0, to s jest wektorem stycznym wewnetrznie,
e a, < 0, to s jest wektorem stycznym zewnetrznie.
Uwaga 11. Niech

e T'(x,S) — zbiér wszystkich wektoréw stycznych,
o T,,(x,S) — zbiér wektor6w stycznych wewnetrznie,
o T.(x,S) — zbiér wektorow stycznych zewnetrznie.

Woéwczas zachodzg relacje: T'(x, S) = Tyy(x, S) U T, (2, S) i T.(z,S) = —Ty(x, 9).

Twierdzenie 11. Niech S C R™ bedzie k-wymiarowq rozmaitoScig oraz xy € S. Wowczas T (zo, S) =

Tw(xo,S) = T.(xg, S) oraz zbiory te stanowiq podprzestrzen liniowq k-wymiarowq przestrzeni R™.

Przy czym jesli (¢, G) jest mapq rozmaitoSci S obejmujgcqg punkt xq (tzn o € (G)), xo = @(to), to
T(xo,s) = Do(to)R* = {Dy(to)h: h € R*}.

Zatem przestrzen T (zy, S) jest rozpieta na wektorach D1p(ty), . . ., Dipp(to).
Dowdd:
Wystarczy dowies¢ zawierania:

2) 1)
T(z0,S) € Dp(tg)R* C T,y (0, S).
Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé xo = 0,ty = 0, A = Dp(0) i mapa jest (G, ¢). Poniewaz
@ jest rozniczkowalna w ty = 0, to:
5) o(t) = At + ||t||r(t), gdzie r(t) jest ciagte w 0i7(0) = 0.

1) AR* C T,,(0,9)

Niech h € R*. Wykazemy, ze Ah € T,,(0,S). Ustalmy w tym celu ciag (b,), b, +,b,h € G
Vnen. Wowcezas o(b,h) = Ab,h + by, ||h||r(byh), a zatem przyjmujac =, = ¢(b,h ) = i mamy
a, > 0,2, €S, x, — 0(bob,h — 0)oraz

b

1
antn = 1 (buh) & AR+ ||l (bah) —— Ab.

Z definicji wektora stycznego wewngtrznie oznacza to, ze Ah € T,,(0, .S).
2) T(0,5) C AR¥
Wezmy s € T/(0, S). Pokazemy, ze s = Ah dla pewnego h € R*. Poniewaz s € T'(0, S), to istnieje
ciagg{z,},x, € S,x, — Oiciag{a,}, a, € R, takie ze a,,x,, — s przy n — oco.Poniewaz p(G) T s
0 Jpny Visng Tn € ©(G), czyli o~ (z,) € G. Poniewaz ¢ — dyfeomorfizm, to ¢~*(z,) — 0, bo
z, — 0, p71(0) = 0i ¢! - ciggle.
Podstawiajac do wzoru (5) dostajemy:
T = Ap™ (@) + 07 (@) (07" (2))-
Zatem
AnTp = Aangpil(mn) + anHwil(xn)Hr(Spil(xn))'
Oznaczmy h,, = a,~ (x,), r, = sgna,r(¢~(x,)), r, — 0, gdzie
1 gdy z>0
sgnx=4¢ 0 gdy z=0
—1 gdy z<1.
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Witedy
(6) Ay, = Ahp + ||hnl|Tn — s

Wystarczy pokazaé, ze h,, jest ciggiem zbieznym: A € L(R* R"), k = rank A, Poniewaz A(R*) =
R*, to A daje si¢ odwrdcic na tym kawatku i dostajemy wéwczas A~': R¥ — R*. Rozszerzamy A~
do B: R™ — R* (tzn. Blgr = A71i B € L(R™, R¥),

Podstawiajac © = At w nieréwnosci || Bz|| < |||B||| - ||| dostajemy || BAt|| < ||| B]|| - || At]], czyli

=t

| At = 5 - 1t Wracajac do (6) dostajemy

1 1
[125]] = | Al + ||Bn ][] - e — Il - all 2 5 el

—_— 1 B]] 2[[1B]l]

bo —|S]|

> bl = Wl -l > €

Zatem h,, jest ograniczony, czyli Ah,, — s.
Z nier6wnosci

1
— ||, — || < ||A(Ry, — R))|| = ||AR,, — Ah 0.
|||B||| || l|| ” ( l)” || \//l” m
Stad h,, ciag Cauchy’ego (Ve~o3nenVmnsn||Am — hnl| < €), czyli h,, — h przy n — oco. Oznacza
to, ze s = Ah, a zatem T(0, S) C ARk, O

Przyktad 10. Niech S = {(x,y) € R? : y = |z|}. Pokazemy, ze T,,(0,S) = S. W tym celu weZzmy
p € S, wéwcezas p = lim,, .o n(2 —0), czyli p € T,,(0, S). Niech teraz s € T,(0, S). Wéwczas s =
lim,, .o anpy, gdzie a, > 0ip, € S.Poniewaz a,, p, € S'1S —domkniete, to lim,,_,o a,p, = s € 5,
T.(0,8) = {(z,y) € R? : y = —|o[} oraz T(0, S) = {(z,y) € R? : [y| = |=[}.

Zatem S nie jest rozmaitoscia.



