9. WYKLAD. EKSTREMA FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH I WZOR TAYLORA

9.1. Ekstrema funkcji wielu zmiennych.

Definicja 21. Kazde przeksztalcenie dwuliniowe F': R" x R" — R mozna przedstawi¢ w postaci
F(h,h') = Ahl' = (Ah, 1), gdzie A — macierz kwadratowa n x n. Takie przeksztalcenie dwuliniowe
nazywamy formq kwadratowq (2-liniowg). Podobnie definiujemy formy m-liniowe.

Definicja 22. Méwimy, ze forma m-liniowa A € L,,(R™ R) jest:

e dodatnio okreslona jesli Ah™ >0 VY .
e

e ujemnie okreslona jesli Ah™ <0 VY .
heR™
h£0

e nieokreslona jesli 3  takie, ze AR > 01 AhL' < 0.
hi,ho€R™

Uwaga 15. Z powyzszej definicji wynika, ze forma m-liniowa moze by¢ dodatnio albo ujemnie okre-
Slona jedynie w przypadku, gdy m-parzyste.
Jak zbadaé czy forma kwadratowa jest dodatnio (ujemnie) okre§lona?

Stwierdzenie 2. A jest dodatnio (ujemnie) okreslona < A jest macierzq symetryczng i ma wszystkie
wartosci wlasne dodatnie (ujemne).

a; ... Qip
Stwierdzenie 3 (Kryterium Sylvestera). Niech A = : . Forma kwadratowa h +—
api - Gpp
hAh jest:
ap; ... ay
a) dodatnio okreslona < det : >0 dla 1=1,....,n
ap ... ag
ay ... ay
b) ujemnie okreslona <  (—1)'det | : >0 dla 1=1,...,n.
apn ... Qq

Twierdzenie 19 (Lokalny wzér Taylora 2-go rzedu). Jesli f: G C R" — R jest dwukrotnie roznicz-
kowalne w xo € G, to zachodzi wzor

Flar + ) = f(ao) + Df o)+ 5 D (ao)h® + |l (h),

gdzie ¥(0) = C, ¢ ciggle w zerze.
Dowad:
Mozemy przyjac xo = 0. Biorac

o(x) = f(x) ~ F(0) = DF(O) — S D*f(0)a

mamy ¢(0) = 0, Dg(0) = 0, D*g(0) = 0. Oznaczmy v(h) = H,LIHQQ(h) dlah # 0i¢(0) = 0.
Wystarczy wykazac, ze 1) jest ciagte w 0.
Wiemy, ze g rézniczkowalne na pewnej kuli {z: ||z|| < r} C G dla pewnego r > 0. Réwniez D;g
sg rozniczkowalne w zerze i D(D;g)(0) = 0. Zatem
D;
lim 9(z)
=0 ]
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czyli dla danego ¢ > 0 istnieje & > 0 (§ < r), ze dla ||z|| < 0 zachodzi |D;g(z)| < e||z| (i =
1,...,k),astad | Dg(x)|| < ey/n|x| dla ||z|| < 0.Jesli |h]] < diz € [0,h], to ||z| < |~
czyli ||Dg(z)|| < ev/n||h||, a zatem z Twierdzenia 9 (o wartosci Sredniej dla odwzorowari) ||g(x)|| <
ev/n||h||?. To oznacza, ze ||1(h)|| < ey/n, co oznacza cigglosé 1 w zerze. O

Twierdzenie 20. Niech [: G T R" — R dwukromie rézniczkowalna w xo € G i D f(zg) = 0.
Wéwczas jesli forma kwadratowa h — D? f(xo)hh jest dodatnio (ujemnie) okreslona, to f przyjmuje
w xog minimum (maksimum) lokalne. Jesli forma kwadratowa jest nieokreslona, to f nie przyjmuje w
xo ekstremum lokalnego.

Dowéd: Oznaczmy 2F (h) = D?f(x¢)hh. Wéwczas z lokalnego wzoru Taylora f(z+h) — f(xg) =

F(h) + h?y(h). Zatézmy, ze forma kwadratowa jest dodatnio okreslona, czyli F'(h) > Mh* Vv .
heRn

Poniewaz ¢)(h) — 0 przy h — 0, to istnieje § > 0, ze jesli |h|| < §,t0 zg+ h € Giv(h) > —1 M.
Wowczas dla ||h|| < é mamy f(xo+h)— f(xo) > h*(M+1(h)) > $Mh?* > 0. Zatem f przyjmuje w
xo minimum lokalne. Podobnie dla formy ujemnie okre§lonej otrzymujemy maksimum lokalne. Jesli
forma kwadratowa F jest nieokre§lona, to a = F'(h) > 0, a’ = F(h') < 0, dla pewnych h, b’ € R™.

Stad  f(2° +th) — f(2°) = t*(a + h*Y(th)) > 0 dla matych t
i f(@® +th') — f(2%) = t*(a' + h?Y(th)) < 0 dla matych t.

Zatem [ nie przyjmuje ekstremum lokalnego w z. U

W podobny spos6b mozna uogdlni¢ powyzsze twierdzenie do:

Twierdzenie 21. Niech f: G T R" — R m-krotnie rozniczkowalna w xy € G oraz
Df(xg) =...=D""f(xg) =0 i D™ f(x) #0.

Jesli D™ f(xy) jest dodatnio (ujemnie) okreslona , to f posiada w xo minimum (maksimum) lokalne.

9.2. Wzér Taylora.

Twierdzenie 22 (Wz6r Taylora dla funkcji). Niech f: G C R™ — R funkcja k-krotnie rézniczkowalna
w G. WeZmy odcinek [a,b] C G i niech f ma rézniczke rzedu k + 1 we wszystkich punktach (a,b).
Zachodzi wowczas rownosé

D D? DF D1 6(b—
f@):gﬂaﬂ—‘gahb—@+- ;W>@—af+u“+ ;m)@—aﬁ+ f&ii1; ) gyt
dla pewego 6 € (0,1).

Dowdd:
Wezmy funkcje ¢(t) := f(a+t(b—a)), t €[0,1], ¢: [0,1] — R". Stosujac wzor Taylora mamy
_ ¢'(0) , ¢"(0) ¢ (0) , o*1(0)

d(1) = ¢(0) + TR TR ) 0 €(0,1).

Zauwazmy, ze ¢'(t) = Df(a +t(b—a))- (b—a), ..., pF(t) = D*f(a + t(b—a)) - (b — a)¥, a stad
wynika teza. U

Twierdzenie 23 (Wz6r Taylora dla odwzorowan). Niech f: G TR R™, f jest k-krotnie roznicz-
kowalna w G. WeZmy odcinek [a,b] C G i niech f ma pochodng rzedu k + 1 we wszystkich punktach
(a,b) i norma tej pochodnej jest nie wigksza niz M.

Zachodzi wowczas nierownosc:

(11)
Df(a)

10) - (@) - =52 - a)

_ D*f(a)
2l

_ D*f(a)

kL
(b—a)’ ... kﬂ@—afﬂ<ﬁﬂwd|

(k+1)!
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Uwaga 16. Jesli K odwzorowanie k-liniowe z X w Y, to ||| K||| = sup || K(x1,...,2zx)|y-
T
Dowad:
Indukcja ze wzgledu na k.

1) k = 0. Wéwczas || f(b) — f(a)|| < M||b — al| — z tw. Lagrange’a o wartosci Sredniej.
2) Zat6zmy, ze wzor jest prawdziwy dla & — 1. Niech

o) = fla+t(b—a))—f(a)— Dfu(“)t@—a)—. | .—wt’“‘l(b _apto P l;f!(a)t’“(b — o).
Wowczas
Dg(t) = Df(a+t(b—a))(b—a)— D"if‘” (b—a)—Dga)Q(b ) .—Dfli(!“)k(b _ a)fh
2¢(a . s
— {Df(a+t(b—a))—Df(a)— b {|( )(b—a)t—...— (l])ff(l)>|(b— )t }(b a)

Szereg Taylora dla funkcji D f

g < {316 — all

— all®tk — allFk
< s (1D AT bl
ﬂ —a k+1
“ o) =g < ) - O o - al = 2l .

wyrazenie wewnatrz normy w (11)



