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Zadanie 14. (Twierdzenie o funkcji uwiktanej)

1. Wykaza¢, ze uktad rownan

zu—yv =20
yu + xv = 2

okresla w otoczeniu punktu zo = yo = uwy = vo = 1 funkcje u = u(z,y), v = v(z,y).
Policzy¢ rézniczki Du(zg, yo), Dv(xo, yo)-

2. Znalezé % jesli In /22 + y2 = arctg 2.
3. Znalez¢ 2 dla (z,y) = (0,0), jesli (2® + y*)? = 3a%y — y°.
4. Zmalez¢ dz jesli 7 = ln§ + 1.
5. Zmalez¢ du jesli u® — 3(x + y)u® + 23 = 0.
6. Znalezé 2 o i ¢z Jesh flx—y,y—2z,2—1x)=0.
Zadanie 15. Obliczy¢ y/(x) i y”(z), gdzie y(z) jest okreslone réwnaniem:
1. y—siny + 2?2 = 0;
2. y? —arctgy —e* = 0.

Zadanie 16. Napisa¢ rownania stycznych do krzywych okreslonych podanymi rownaniami we
wskazanych punktach A tych krzywych:

Lz+ad=y3+9° A= (1,1);

2. 2423 +yP ="+ €Y, A= (0,0).
Zadanie 17. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanych y = y(z) okreslonych réwnania-
mi:

1. 23 + 93 — 8xy = 0;

2. 22+ y? —xy — 22 + 4y = 0;

3. (2% 4+ 9% = 2(2* — ).

Zadanie 18. (Rozmaitosci o réwnaniu F(x) = 0)

Zbadaé, czy zbior S jest rozmaitoscia. Jesli tak, to wyznaczy¢ jej wymiar oraz znalezé T'(p, S)
i N(p,S), gdzie p € S:

1. S={(z,y,2) eR3: 2?2+ +22=1, 2> —z +y*> = 0},

2. S={(z,y,2) eR3: 2?2 +22=1, y? + 22 =1},

3. S ={(x,y) € R?: wsiny/2%+y? = ycos22+ y%},

4. S={(x,y,2) ER®: 2 —2y+32=0, 2?2 +4y* + 92 + 62z = dy(z + 32)},
5. 8 ={(z,y,2) € R®: ¥+ L 37V 4 In(1 4z +y) =2},

6. S = {(.%y’u??)) c R4 - ettytu + eTtytv +u = 27 e tu + eTty—u +u—v= 2}‘
Zadanie 19. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji f na zbiorze S, gdzie:

L S={(zy) eR: 2?+y* =1}, fla,y) = + 1



2. S={(z,y) eR*: 24+ ¥ =1}, f(x,y) =2+ 9%

3. S ={(x,y) € R?: 4a? +y* =25}, f(z,y) = 2? + 122y + 2v%

4. 8 ={(z,y,2) e RY : z+2y+32z=1}, f(z,y,2) = ay?2*;

5. S={zeR"z1+x+...+x,=a} (a>0), f(x) =2V +25+ ...+ 28 (p>1).

Zadanie 20. Obliczy¢ drugie pochodne czastkowe funkeji:

L f(z,y) =In(z +y?),
2. fz,y) = 7

3. f(z,y) = xsin(z +y),
4. f(z,y) = arctg &,

5. flz,y,2) =a¥".

Zadanie 21. Niech f — funkcja dwukrotnie rézniczkowalna. Znalez¢ pochodne czatkowe dru-
giego rzedu:

L ou(z,y,2) = f(a® +y° +2%),

2. u(z,y) = flz +y,zy),

3. u(z,y, z) = flx,zy, xyz).
Zadanie 22. Znalez¢ Au, jesli:

L u(z,y,2) = 2% + 3> + 23 — 3wyz,
2. u(z,y,2) = ﬁ

3. u(z,y,2) = flx +y+z,2%+ y* + 2?) gdzie f — dwukrotnie rézniczkowalna.

Zadanie 23. Pokazad, ze jesli funkcja dwukrotnie rozniczkowalna f = f(x,y) spelnia réwnanie
Laplace’a (tzn. Af = 0) to réwniez u(z,y) = f(;z52, 325,2) spenia to réwnanie.

Zadanie 24. Niech ¢, 1) — funkcje dwukrotnie rézniczkowalne. Wykazaé, ze:
1. u(t,x) = ¢(x — at) + ¥ (x + at) spelnia réwnanie
Pu 0%
o2~ " ox2
2. u(x,y) = z¢(x +y) + yy (v + y) spetia réwnanie

0%u Ly 0w 0%

Ox? Oxdy + Oy? =0

Zadanie 25. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f na R?:



5 flz,y) = wylnva? +y2,
6. f(z,y) = e** T3 (8z* — 6zy + 3y?).

Zadanie 26. Znalez¢ pochodne czastkowe funkcji f:

1. 622£y jesli f(x,y) = xIn(zy),

2. af;yfaz jesli f(x,y,z) = e™*,

3. Gums JeSl [ (2.y) = (x — Py — b)",
4k jesli fla,y) = (2 + yP)ert.

Zadanie 27. Znalez¢ rozniczke d° f(x,y)hIW/B" dla:
L f(z,y) =2° +y° = 3ay(x —y),
2. f(z,y) = In(z +y),
3. f(z,y) = g(x +y), gdzie g — funkcja trzykrotnie rézniczkowalna.

Zadanie 28. Napisa¢ wzér Taylora wzgledem punktu (1,1, 1) dla funkcji
flz,y,2) =23 +4* + 2% — 3ayz.

Zadanie 29. Napisa¢ wzér Taylora do pochodnych rzedu 2 wzgledem punktu (0, 0) dla funkcji
fle,y) =V1I—22 =y

Zadanie 30. Rozwina¢ w szereg Taylora wzgledem punktu (1, 1) funkcje f(z,y) = ..

Zadanie 31. Rozwina¢ w szereg MacLaurina funkcje f:
L. f(e,y) = In(1 + 2z + 3y),
2. f(z,y) = € cos(by),

3. flz,y) = cos(z? + y?).



