Cwiczenia z analizy wektorowej dla studentéw zaocznych.
Zestaw II
Zadanie 17. Obliczy¢ drugie pochodne czastkowe funkeji:
1. f(z,y)=2av¥dlaz>0,yecR;
2. u(z,y,2) = f(xr +y,sin(z + 2)), gdzie f jest funkcja klasy C? na R2.

Zadanie 18. Niech f(z,y) = ze®" dla (z,y) € R?. Wykaza¢, ze f jest dwukrotnie rézniczko-
walna oraz znalezé D? f(1,1)hN.

Zadanie 19. Niech f: R? — R dwukrotnie rézniczkowalna. Wykazaé, ze g(t) = f(cost,sint)
jest réwniez dwukrotnie rézniczkowalna oraz znalezé jej druga pochodna.

Zadanie 20. Policzy¢ Au = % + giy?; jeshi u(z,y) = In /22 + y2.

Zadanie 21. Niech u(z,y,2) = x % (ZH—Z) T Latyet fly— a2 —a), gdzie f— dowolna
funkcja rozniczkowalna. Obhczyc + 37; + 9 Qu

Zadanie 22. Znalez¢ n-te pochodne czastkowe funkcji f oraz d® f(z,y)hh'h", gdzie
L f(z,y) = e**%,

2. f(z,y) = xye™™

Zadanie 23. Znalez¢ wszystkie funkcje p-krotnie rozniczkowalnie f: R™ — R takie, ze dP f(z) =
0 dla kazdego x € R.

Zadanie 24. Rozwina¢ funkcje f(z,y) = x¥ wzgledem punktu (e, 1) do pochodnych rzedu dwa.

Zadanie 25. Rozwina¢ funkcje f(z,y) = 222 —ry —y* — 62 — 3y +5 w szereg Taylora wzgledem
punktu (1, —2).

Zadanie 26. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje:
L fz,y) = e,
2. f(z,y) = e"siny,

3. f(z,y) =In(1+ 2)In(1 +y).
Zadanie 27. Niech f: R? — R? bedzie dane wzorem

f(r,a) = (rcosa,rsina). (1)
Znalez¢ Dif, Dof, matrdf i Jf.
Zadanie 28. Na co funkcja f dana przez (1) przeprowadza proste r = const i a = const?

Zadanie 29. Niech G = {(r,a) € R?: r > 0}. Korzystajac z twierdzenia o funkcji odwrotnej
wykaz, ze funkcja f zadana przez (1) jest lokalnie réznowartosciowa. Czy jest r6znowartosciowa
na calym G?7

Zadanie 30. Niech Gy = {(r,a) € R*: r > 0, —7 < a < 7}. Wykaz, ze f zadane przez (1)
jest réznowartosciowe na Gy. Co to jest f(Go)? Korzystajac z twierdzenia o funkcji odwrotne;
wykaz, ze funkcja g = f~! jest klasy C! oraz znajdz matr dg.

Zadanie 31. Niech f: R? — R? bedzie dane wzorem

f(z,y) = (e® cosy, e”siny). (2)



Jaki jest obraz f? Pokazaé, ze Jf(x,y) # 0 dla kazdego (z,y) € R?, ale f nie jest réznowarto-
Sciowa.

Zadanie 32. Niech f zadane przez (2), a = (0,%), b = f(a), zad g — funkcja odwrotna do
f okreslona w otoczeniu b i taka, ze g(b) = a. Znalezé jawna postaé g. Obliczy¢ df (a), dg(b) i
sprawdzi¢, czy matr df(a) = [matr dg(b)] .

Zadanie 33. Znalez¢ dyfeomorfizm pewnego przedziatu otwartego P C R? na obszar G C R?
i narysowaé ten obszar jesli:

1. G={(z,y) e R?: 2? <y < 22? 1 <zy<2};

2. G={(z,y) eR*: 1< 2?+y? <4, 0<x<y<2}

3cn:ﬂnweR%<g2+(@2<u\{umyx<ohmb>o

Zadanie 34. Zbada¢, czy odwzorowanie ¢: R — R? jest dyfeomorfizmem i czy jego przeciw-
dziedzina jest tukiem otwartym, jesli:

L. o(t) = (3,19, t € R;
2. o(t) = (t, V1), t € R;
3. p(t) = (3, tY), t e R.

Zadanie 35. Wykaza¢, ze odwzorowanie ¢(t) = (cost,sint,t) jest dyfeomorfizmem. Jak wy-
glada jego przeciwdziedzina ¢(R)?

Zadanie 36. Zbadaj, czy zbiér S jest rozmaitoscia, jesli:
1. S={(z,y) e R?: 2* + y* < 1};
2. S ={(z,y) e R*: y = |a|};
3. 8 ={(x,y) e R*: [y| = |2[};
4. S ={(z,y) € R?: |[y| = 2?}.

Zadanie 37. Wykaza¢, ze S = {(z,y) € R?: 2% +y? = 1} jest rozmaitoscia. Znalez¢ przestrzen
styczng 1 powierzchnie styczna do S w (zg,40) € S gdzie xg # —1.

Zadanie 38. Wykaza¢, ze odwzorowanie ¢(r,a) = (rcosa,rsina, a) okreslone dla (r,a) €
(0,+00) x R jest dyfeomorfizmem, czyli ¢((0,400) x R) = S jest platem 2-wymiarowym
(zwanym powierzchnig $rubowa). Znalezé przestrzen styczna i powierzchnie styczna do S w
punkcie (1,0,0).



