Zadania przygotowawcze do kolokwium z analizy wektorowej dla
studentoéw zaocznych

Zadanie 1. Dla danego zbioru A znalez¢: zbior punktéw skupienia, zbidr punktéw izolowanych,
Int A, AiBdA. Czy zbiér A jest otwarty /domkniety?

L A={(z;,m) eR?: —1<z; <1, =1 <z <1}\{(0,0)}
2. A=R*\ {(z1,22) ER?: 0< 21 <1, 0 <2y <1}
3. A={(z1,22) e R?: 1< 2?4+ 123 <4} U[-2,2] x {0}
Zadanie 2. Zbada¢ zbieznos¢ ciagow i dla ciagdéw zbieznych wskazac ich granice.
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Zadanie 3. Zbada¢ istnienie granic:
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Zadanie 4. Znajdz granice funkcji:

1. lim -Zv_
() —(0,0) = TY°

2. o l(irn : 2% 4 y?)e @y,
Z,Yy)— +OO,+OO

3. Ij vy o
@wﬂgéﬂmguf)

22

4. lLm (14 1),
(#,y)—=(+00,0) *
In(z+eY)

5. 1l
(xfy)li’l%l»o) V 2 4y?

Zadanie 5. Zbada¢ ciagltos¢ i rozniczkowalnosé funkeji:
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Zadanie 6. Policzy¢ .21: -+ y8 dla:

1. u(z,y) = In/2? + y?
2. u(z,y) = =15
3. u(x,y) = f(x, %), gdzie f — funkcja rézniczkowalna.

Zadanie 7. Niech f — funkcja rézniczkowalna. Wykazaé ,ze:
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1. u(z,y) = yf(a? — y?) spehia > + zy2% = zu.
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3. u(z,y) = —i— f(zy) spelnia z>2% — xyay +y?=0.

Zadanie 8. Obliczy¢ drugie pochodne czastkowe funkcji:

L f(z,y) = In(z +y?),
2. f(z,y) = 5,

3. f(z,y) = xzsin(x + y),
4. f(z,y) = arctg £,

5. f(z,y,2) =a¥".

Zadanie 9. Niech f — funkcja dwukrotnie rézniczkowalna. Znalezé pochodne czatkowe drugiego
rzedu:

Lou(z,y,2) = f(a® +y* + 2%),

2. u(z,y) = f(z +y,zy),

3. u(z,y, 2) = f(x,zy, xy=z).
Zadanie 10. Znalez¢ Au, jesli:

1. u(x,y, 2) = 2% + 9y + 2% — 3wyz,

1

2. u(z,y,2) = Vot
3. u(z,y,2) = f(x +y+ 2,22+ y* + 2?) gdzie f — dwukrotnie rézniczkowalna.

Zadanie 11. Pokazad, ze jesli funkcja dwukrotnie rézniczkowalna f = f(x,y) spelnia réwnanie
Laplace’a (tzn. Af = 0) to rowniez u(z,y) = f(;z5,2, 325,2) spenia to réwnanie.

Zadanie 12. Niech ¢, — funkcje dwukrotnie rézniczkowalne. Wykazaé, ze:
1. u(t,z) = ¢(x — at) + ¢ (z + at) spelnia réwnanie

Pu 0%

o~ o2
2. u(x,y) = z¢(x +y) + yy(r + y) spelnia réwnanie

0*u u 0%u
0x? oxdy  0y?

Zadanie 13. Znalez¢ pochodne czastkowe funkcji f:

T
1. 822gy jesli f(x,y) = xIn(zy),
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2. axagfaz jesli f(z,y,z) = €™,

+q

3. 20k jedli f(w,y) = (x — a)’(y — b)",

4. 2o jesli f(a,y) = (2 + y2)en .

Zadanie 14. Znalez¢ rozniczke d f (z, y)hh'h dla:
L flx,y) =2®+y° = 3zy(z —y),
2. f(z,y) = In(z +y),
3. f(z,y) = g(x +y), gdzie g — funkcja trzykrotnie rézniczkowalna.

Zadanie 15. Napisa¢ wzér Taylora wzgledem punktu (1, 1,1) dla funkcji
flx,y,2) =23+ 3 + 2% — 3zyz.

Zadanie 16. Napisa¢ wzér Taylora do pochodnych rzedu 2 wzgledem punktu (0, 0) dla funkcji

flz,y) =v1—a? =y~
Zadanie 17. Rozwina¢ w szereg Taylora wzgledem punktu (1, 1) funkcje f(z,y) = 2.

Zadanie 18. Rozwina¢ w szereg MacLaurina funkcje f:
L. f(r,y) = In(1 + 22 + 3y),
2. f(z,y) = €3 cos(5y).

Zadanie 19. (Twierdzenie o funkcji odwrotne;j)

1. Niech ¢(u,v) = (u + veosu, e (v + 1)) Wykazadé, ze istnieje otoczenie U punktu (0, 0),
takie, ze ¢ jest dyfeomorfizmem na obraz. Obliczy¢ pochodna (¢y) " w punkeie (0, 1).

Zadanie 20. (Dyfeomorfizmy)

1. Niech ¢(u,v) = (€"* + "7, e+ — ") dla (u,v) € R?. Znalezé¢ ¢(R?) oraz zbadaé, czy
¢ jest dyfeomorfizmem.

2. Zmalezé dyfeomorfizm pewnego przedziatu otwartego P C R? na obszar G C R?, naryso-
wacé ten obszar:
a) G={(z,y): y* <x<2? 22% <y <32%},
b) G={(z,y): O<uz 0<y<z?}

3. Wykazaé, ze odwzorowanie ®(r, «, ) = (r cos [ cos a, 7 cos 3 sin o, 7 sin 3) jest dyfeomor-
fizmem przedziatu P = {(r,a,3) : r > 0, -7 < a < 7, —7/2 < [ < 7/2} na
R3\ {(2,0,2) : = <0},

4. 7Zmalez¢ macierz rozniczki dyfeomorfizmu odwrotnego wzgledem dyfeomorfizmu sferycz-
nego ¢ z poprzedniego zadania.

ax by
Vit 4+y? \/1+a24y?
fizmem R? na obraz ¢(R?). Znalez¢ ten obraz.

5. Pokazaé, ze odwzorowanie ¢(x,y) = ( ), gdzie a,b > 0, jest dyfeomor-

Zadanie 21. (Rozmaitosci i przestrzenie styczne)

1. Pokazaé, ze odwzorowanie ¢(t) = (cost,sint,t) jest dyfeomorfizmem R na obraz ¢(R)
(zwany liniag $rubowa). ZnaleZé przestrzen styczna i prosta styczna do linii $rubowej
w punkcie (1,0, 0).



2.

Niech ¢ : (0,27) x (=%,%) — R3, ¢(c, 3) = (cosacos 3,sinacos 3,sin 3). Wykazaé, ze

¢ jest dyfeomorfizmem (0,27) x (=7, §) na obraz. Znalez¢ ten obraz. Znalez¢ przestrzen

styczna i plaszczyzne styczna do tego obrazu w punkcie (—1,0,0).

. Niech T = {@(x1,22) : (z1,72) € R?}, gdzie ¢(x1,79) = ((2 + cosxy) cosxa, (2 +

cos x1) sin g, sin xQ). Wykazacé, ze torus T jest dwuwymiarowa rozmaitoscia. Znalez¢ prze-
strzen styczna i plaszezyzne styczna do T w punkcie (3,0, 0).

. Niech Ty = {¢(x1,22) : (21,72) € R?}, gdzie ¢(xy,15) = (cosxl,sinxl,cosxg,sinxQ).

Wykazaé, ze Ty jest dwuwymiarows rozmaitoscia. Znalezé przestrzen styczng i ptaszcezy-
zne styczng do Ty w punkcie (1,0, 1,0).

Zadanie 22. ZnaleZ¢ ekstrema lokalne funkcji f na R?:
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)
)
x,y) = 2* + y* — 4a’xy + 2a® (a — parametr),
)
)

S={(z,y) eR*: 2*+y* =1}, f(w,y) =5+ ¥;

S={(r,y) eR?: 2+ ¥ =1}, f(z,y) = 2° +y%

S={(z,y) e R?: 42 +y* =25}, f(x,y) = 2* + 122y + 2%
S={(z,y,2) eRY: x+2y+3z=1}, f(z,y,2) = xy?2>

S={zeRl'z;+x2+...+x,=0a} (a>0), f(x) =2 + a5+ ...+ 22 (p>1).

Zadanie 24. (Twierdzenie o funkcji uwiktanej)

1.

D.
6.

Wykaza¢, ze uktad rownan

zu—yv =0
yu + xv = 2

okresla w otoczeniu punktu zo = yo = up = vg = 1 funkcje u = u(z,y), v = v(zx,y).
Policzy¢ rézmiczki Du(xg, yo), Dv(xg, yo)-

. Znalezé % jedli In /22 + 2 = arctg L.

Znalezé % dla (z,y) = (0,0), jesli (22 +y?)? = 322y — y°.
Zmalez¢ dz jesli £ = ln§ + 1.
Zmalez¢ du jesli u® — 3(z +y)u® + 23 = 0.

Znalezé % i g—z jesli f(z —y,y — 2,2 —z) = 0.

Zadanie 25. Obliczy¢ y/(x), gdzie y(x) jest okreslone réwnaniem:

1.

y —siny + 2?2 = 0;



2. y? —arctgy —e* = 0.

Zadanie 26. Napisa¢ rownania stycznych do krzywych okreslonych podanymi rownaniami we
wskazanych punktach A tych krzywych:

Lz+ad=yd+9°5 A=(1,1);
2. 2423 +yP ="+ €Y, A= (0,0).
Zadanie 27. Przedstawi¢ [[ f(z,y) dzdy w postaci catek iterowanych, jesli zbiér A ograniczony
A

jest krzywymi:
1. 224y =2, 9% = 2%
2. 2+ yP=4,y=2z—2* =0 (2,y > 0);
ot —yP=1,22+y*=3 (2 <0).
Zadanie 28. Obliczy¢ miare zbioru A ograniczonego:
1. krzywymi y?> =4z, v +y =3,y =0 (y > 0);
2. kezywymiz+y =4, x+y=8,x—3y=0, v — 3y = 5;
3. krzywymi xy =41 |x + y| = 5;
4. powierzchniami v = -1, 2 =2, z =4 — 9%, 2 = 2+ y%;
5. powierzchniami z =2® +¢3, 2 =0,y=0,2=0,2 =1,y = 1.

Zadanie 29. Zmieni¢ porzadek catkowania w caltkach iterowanych:

2 2x
L. Ofdx{f(x,y) dy;

1 z2
2. Ofdfcfgf(:v,y) dy;

Inz

3. 1fdx Of f(z,y) dy;

4. Jl" <|ff(fv,y) dy) d;

-1 0

4, 2/
5. f( T ) dy) dz:
0 \Vaz—=z2

6. fl ( Q_fzx < 33073yf(x, Y, 2) dz> dy> dx.

0 0

Zadanie 30. Obliczy¢ catki iterowane:
3 Vi
L [dx [ 2dy;
1 1
2w a
2. [ dy [r?sin® pdr.
0 0

Zadanie 31. Obliczy¢ podane catki podwojne i potrdjne:

1. [[ye*dxdy, gdzie P = [—1,1] x [0, 1];
P



10.

11.

12.

13.

D

[ xsin® zy dx dy, gdzie P = [0,2] x [0, 7];
P

[f(4 —x —y)dzdy, gdzie T jest tréjkatem o wierzchotkach (0,0), (2,2), (1,3);
T

N

2}

[f(52* — 2xy) dx dy, gdzie T jest tréjkatem ograniczonym prosta x + 2y = 2 i osiami
T
wspotrzednych.

) S edzie D = [0,2] x [0, 1];
D

(z+y+1)%7

L[ ddy, gdzie D = [1,9] x [2,3];
D
: lf)f[x + y] dzdy, gdzie D = [0,2] x [0, 2];

. ffsen (2?2 — y? + 2) dady, gdzie D = {(z,y) : 2% +y* < 4};

D

[ff xzsin(xy) dedydz, gdzie P = [}, 3] % [0, 7] x [0,1];

P

[[f sin(x +y + 2) drdydz, gdzie P = [0, %] x [0, 5] x [0, 7];
P

[[] e¥t¥ % dxdydz, gdzie P: x <0, —x <y<1, 0<2< —x;
P

[f] 2% + y? daedydz, gdzie P: 2?2 +9y* <4, 1 -2 <2< 2—x.
P



