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Przestrzenie euklidesowe

Definicja

Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R"” zbiér wszystkich
uporzadkowanych ciggdéw sktadajacych sie z n liczb rzeczywistych
X = (Xq,..., Xn)-

Liczby x1, ...x, nazywamy wspoétrzednymi elementu x.

Elementy zbioru R" nazywamy wektorami (lub punktami).

Definicja
Dla x = (X1,...,Xn), ¥ = V1, -, ¥n) € R"i a € R okreSlamy dziatania:
° dodawama. X+yY =0+, Xn+yn) €ER?
@ mnozenia przez skalar: « - x = (axq, ...,axp) € R".
Zbior R" z takimi dziataniami nazywamy przestrzenig wektorowag nad
ciatem R.

Elementem zerowym przestrzeni R" nazywamy punkt 0 = (0,0, ..., 0).

v
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Przestrzenie euklidesowe

Definicja

W przestrzeni R” wprowadzmy iloczyn skalarny wektoréw x, y € R":

X-y=(xy) =L Xy

oraz odwzorowanie || - ||: R” — R, zdefiniowane jako

Ixll = VX = /Sy %2

Uwaga

@ lloczyn skalarny mierzy prostopadto$¢ wektoréw, tzn. dwa wektory

X i y sg prostopadte wtedy i tylko wtedy gdy x - y =
@ Odwzorowanie || - || mierzy dtugo$¢ wektoréw, tzn || x|| jest

dtugoscig wektora x.

0.
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Przestrzenie euklidesowe

Twierdzenie (Twierdzenie 1, Nieréwnos¢ Schwarza)
Jezelix,y € R" to
Xyl < I [lyll-

Innymi stowy
n n

(;Xi}’i)z < (ZXIZ) . (;ylz)

i=1
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Przestrzenie euklidesowe

Dowdd.

n
Dla dowolnego t € R zachodzi nieréwnos$é: > (x;t — y;)? > 0.
i=1

Zatem tréjmian kwadratowy
n n n
f(t) = QXA — 203 xiyt+ O yF)
i=1 i=1 i=1
jest nieujemny i A < 0.
n n n
Oznaczato, ze A = 4(Y xyi)? — 4(X x2)(3 y?) < 0.
i=1 i=1 i=1

Stad wynika nieréwno$¢ Schwarza.
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Przestrzenie euklidesowe

Whiosek

— n
Odwzorowanie | - ||: R"” — R zdefiniowane wzorem || x| =/ >° x?

jest normg w R”.

Oznacza to, ze dla kazdego x, y € R" i a € R spetnione sg warunki:

Q |x|[>0i|x|=0<x=0,
Q [x+yll < IxII+lyll
Q |lax]| =af - ||x]|.
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Przestrzenie euklidesowe

Dowod.
Wystarczy wykazac, ze zachodzg warunki (1

Q x| = 1/sz OPonadto,/Zx2 0<=>Zx2 0 —
=1

Xxi=0dlai=1,....n<—=x=0

Nieréwnos$¢ Schwarza

Q Ix+ylP=(x+y) (X+y)=x-x+2x-y+y-y <
X112+ 2(|x] - [yl + ly[12 = (x|l + ]2

Q llax| = \/Z aXIQ—\/ ZXZ | ZXZ ool - {lx]]-
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Przestrzenie euklidesowe

Definicja
Przestrzen wektorowg R" z iloczynem skalarnym x - y i normg
x|l = v/x - x nazywamy n-wymiarowg przestrzenig euklidesowa, a

odwzorowanie || - || nazywamy norma euklidesowa.
Uwaga
Norma euklidesowa || - ||, jak kazda norma, zadaje metryke

d(x,y) = ||x — y|, czyli funkcje d: R" x R" — R, spetniajaca dla
kazdego x, y, z € R” warunki:

Q dx,y)=0sx=y,

Q d(x,y)=d(y,x),

Q d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).
Oznacza to, ze przestrzen euklidesowa jest przestrzenig metryczna.
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Granica i ciggtosé

Definicja

Kulg otwartg o promieniu r i Srodku x w R" nazywamy zbior
B(Xar)z{yeRn: “y_XH < r}:

a kulg domknietg zbiér

B(x,r)={y €R": |ly — x|| < r}.

Definicja

Mowimy, ze zbiér A C R” jest ograniczony, jesli istnieje R > 0 takie, ze
A C B(0, R), w przeciwnym wypadku zbiér A nazywamy
nieograniczonym.
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Granica i ciggtosé
Przyktad
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Granica i ciggtosé

Przyktad
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Granica i ciggtosé

Definicja

Mowimy, ze zbiér A C R” jest otwarty, jesli dla kazdego x € A istnieje
r > 0 takie, ze B(x,r) C A.

Mowimy, ze zbiér B C R” jest domkniety, jesli R™\ B jest otwarty.

Definicja

Niech E c R". Wnetrzem E (oznaczenie: Int E) nazywamy najwiekszy
zbiér otwarty zawarty w E.

Domknieciem E (oznaczenie: E) nazywamy najmniejszy zbior
domkniety zawierajacy E.

Brzegiem E (oznaczenie: 0E) nazywamy zbior E \ Int E.
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Granica i ciggtosé

Przyktad
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Granica i ciggtosé

Przyktad
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Granica i ciggtosé

Definicja
Punkt x € R™ nazywamy punktem skupienia zbioru E C R”", jesli dla
kazdego r > 0 zachodzi warunek (B(x,r) \ {x}) N E # @.

Punkt x € E nazywamy punktem izolowanym zbioru E, jesli x nie jest
punktem skupienia E.

Przyktad

Niech E = {1: n € N}. Wowczas kazdy punkt zbioru E jest punktem
izolowanym E, zas$ 0 jest jedynym punktem skupienia E.
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Granica i ciggtosé

Po zastgpieniu odlegtosci w R (czyli |x — y|) przez odlegto$¢ w R"
(czyli ||x — y||) pojecie granicy przenosi si¢ na R". Doktadniej:

Definicja (Zbieznos¢ ciggu)
Mowimy, ze ciag (xk), Xk € R”, jest zbiezny do xp € R”, co oznaczamy
klim Xk = Xo, jeé“ k“m ||Xk — Xo“ = 0.

Stwierdzenie
Jesli Xk = (X1ky -y Xnk) | Xo = (X105 ---» Xno), 1O

lim Xxx = xo wtedy i tylko wtedy, gdy lim xix = X190, ..., lim Xpx = Xpo
k—oo k—o00 k—o0

(czyli ciag xx zbiega do xp wtedy i tylko wtedy, gdy zbiega po
wszystkich swoich wspétrzednych).
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Granica i ciggtosé

Dowadd.
iMoo Xk = Xo <= limy_ o HXk - XOH =0 <

n

limg_ o0 Z(Xik — X,'o)2 =0 <= limy_ |X,'k — X,'0| =0dlai= 1,...,n
i=1

<— limk_oXik =Xpdlai=1,....n. O

Przyktad
Niech xx = (%,2 — 75, v10). Wowczas
1 1 &
k||—>mooxk = I|m (k,2— P 10)
1 1 K
= (I N Jin I|m 2 — 72 i I|m 10) = (0,2, 1).
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