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Granica i ciggtosé
Mozemy teraz uogoélni¢ na R” pojecie granicy i ciggtosci funkcji.
Uwaga notacyjna

Przeksztatcenie f: D ¢ R" — R bedziemy nazywaé funkcja, a
f: D c R" — RK (to znaczy f(x) = (f(x),...,&(x)), f: DCR" — R)
odwzorowaniem.

Definicja (Granica odwzorowania)

Niech f: D c R" — RX odwzorowanie i xq punkt skupienia zbioru D.
Wéwczas méwimy, ze f ma granice w xp rowna yp € RX, co
oznaczamy y = limy_, f(x), jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0
taka, ze dla kazdego x € D zachodzi implikacja

x € B(x,0) \ {x} = f(x) € B(yo,e),

czyli rownowaznie

0<[x—=Xll<d6 = |f(x)—yol <e )
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Granica i ciggtosé

Definicja (Ciggto$¢ w sensie Cauchy’ego)

Méwimy, ze odwzorowanie f: D c R"” — R jest ciagte w xp € D jesli
Ve>03>0VxeD

x€B(x.0) = f(x) € B(f(x).¢),
czyli rownowaznie:
X=Xl <é6 = [f(x)—f(x)l <e

Moéwimy, ze odwzorowanie f jest ciggte na D jesli jest ciagte w kazdym
punkcie xg € D.
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Granica i ciggtosé

Twierdzenie (Twierdzenie 2, Ciggtos¢ w sensie Heinego)

Odwzorowanie f: D c R" — R¥ jest ciggte w xo € D bedacym
punktem skupienia zbioru D wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
ciggu (xx), Xk € D, xx # Xo i klim Xx = Xo zachodzi

Jim_f(xi) = f(x0)-

Uwaga

Odwzorowanie ciggte po kazdej wspétrzednej osobno nie musi by¢
ciggte! W szczegdlnosci z faktu, ze x — f(x, ) ciagta w Xg i

y — f(xo, y) ciagta w yp nie musi wynika¢, ze (x, y) — f(x, y) ciagta w

(XOJ’O)-
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Granica i ciggtosé

Przyktad
WezZmy funkcje

fx.y) = | @i da(xy) #(0,0)
0 dla (x,y) = (0,0).

Funkcja f jest ciagta poza (0, 0).

W punkcie (0, 0) funkcja f jest ciagta po kazdej zmiennej osobno, bo
x — f(x,0) =0ciagtaw 0iy +— f(0,y) =0 ciagta w 0.

Natomiast f nie jest ciagta jako funkcja (x, y) w (0,0), bo dla ciagu
(X, Yk) = (%, %) zachodzi k“_fr;o(xk’yk) = (0,0), za$

Jim f(Xi, yie) = 2 # 1(0,0).
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Pochodne kierunkowe i czgstkowe

Definicja (Pochodna kierunkowa)
Niech f: G C R" — R, G otwarty, X € Gi v € R".
Pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie xo w kierunku wektora v
nazywamy granice:
f(xo + tv) — f(x0)

lim .
t—0 t

Oznaczamy ja: f)(xo) , Dvf(Xo) albo 9L (xo).
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Pochodne kierunkowe i czgstkowe

Uwaga
Jesli okreslimy g(t) = f(xo + tv), to istnieje a > 0 takie, ze
g: (—a,a) — R (bo G otwarty) oraz

Uwaga

Istnienie pochodnej kierunkowej w xp (nawet we wszystkich
kierunkach) nie gwarantuje ciagtosci w xg.
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Pochodne kierunkowe i czgstkowe

Przyktad
2
f(X y): %}/4 dla (X,y)#(0,0)
’ 0 da (x,y)=(0,0)
Niech v = (v4, v»). Wéwczas:
@ jesli vy = 0to £(0,0) = lim ") = lim f05%2) = 0

t—0
Q jeslivy £0to

(v, tv) ] vy v2 . viv2 v2
,(0,0) = lim ==1=2) = |im 2, = 2, = 2,
v(0,0) t—o ! t0 BVEHOVE T g VE+RY) T W

Zatem dla kazdego v € R? istnieje (0, 0), ale f nie jest ciggta w (0, 0),
bo dla (X, Yk) = (7=, %) zachodzi limy_.(xk, yx) = (0, 0) oraz

. VR I I
A, e 1) = it o 1) =\l 1 = 5 #1(0,0)
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Pochodne kierunkowe i czgstkowe

Definicja (Pochodna czgstkowa)

Niech f: G R" — R Xo € G. Jesli jako wektor v przyjmiemy wektor
jednostkowej bazy standardowej e; = (0,...,0,1,0,...,0) (1 na i-tym
miejscu) to pochodng kierunkowg w xg w kierunku e; nazywamy
pochodng czgstkowa w xp wzgledem Xx; i 0oznaczamy przez af (x0) lub
fx.(x0) lub D;f(xo), czyli

of o f(xq, . X1, X X, Xn) — F(Xq, .., X /
8_)(,-()(0):}% b = I+; n) = T ) =g (X),
gdzie g: x; — f(xq,...,Xi_1, Xi, Xj+1, - - - , Xn) j€St funkcja jednej
zmienne;.
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Odwzorowania liniowe

Definicja (Odwzorowanie liniowe)
Niech X, Y beda rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi.
Odwzorowanie A: X — Y nazywamy liniowym jesli spetnia:
Q A(x+y)=Ax+ Ay Yy yex,
Q A(cx) = CA(X) Veer Yxex-

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych X — Y bedziemy oznaczaé
przez L(X,Y).

Uwaga

Zbior L(X, Y) tworzy tez przestrzen liniowg z dziataniami
(A+ B)x = Ax + Bx oraz (cA)x = CAX Vxex Veer-
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Odwzorowania liniowe

Przyktad

Niech L(R",R¥) bedzie zbiorem wszystkich odwzorowan liniowych z
R" w RK. Mozna go utozsami¢ ze zbiorem wszystkich macierzy
rzeczywistych M(n x k,R), to znaczy

a1 ... an

) )

AcL(R"RK) —= A=

aki ... 8kn
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Ro6zniczkowalnosc

Przypomnijmy sobie przypadek 1-wymiarowy. Jesli f: (a,b) CR — R
oraz xp € (a,b) to

f(xo + h) — f(x0)
- .

"(00) = fm,

Zatem f(xo + h) — f(xo) = f'(xo)h + r(h), gdzie reszta r(h) spetnia

) . fxo+h)—f(x) _
i L h — %) =0,
czyli
_ _fl
o 00+ h) = f(x0) — FOR)A _
h—0 ld

Zauwazmy, ze liczbe f'(xg) mozemy utozsami¢ z odwzorowaniem
liniowym L(R', R").
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Ro6zniczkowalnosc

Definicja (Rézniczka odwzorowania)

Ro6zniczka odwzorowania f: G TR REw punkcie xo € G
nazywamy takie odwzorowanie liniowe A € L(R", R¥), jeéli ono istnieje,
ze

i f(xo+ h) — f(x9) = Ahl| _

h—0 I|hl|
heR"

Zamiast A bedziemy pisa¢ Df(xp) lub df(xp).

Odwzorowanie f nazywamy rézniczkowalnym w xp € G jeSli istnieje
jego rézniczka w xg.

Odwzorowanie f nazywamy rozniczkowalnym w G jesli jest
rozniczkowalne w kazdym punkcie xp € G.

0.
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Ro6zniczkowalnosc

Przyktad

@ Jezeli f: R" — RX jest zdefniowane jako f(x) = ¢, gdzie ¢ € RK —
stata, to f rézniczkowalna i Df(x) = 0 Vxegrn, bo

le—c-0ll _,
h—0, heRn I|hll '

@ Niech f: R" — R¥ bedzie funkcjg liniowg f(x) = Ax, gdzie
A € L(R",R¥). Wtedy f jest rézniczkowalna i Df(x) = A, bo

NG h) = F) = ABll A+ h) = A(x) — Ahl| _

= 0.
h—0 Al h—0 1Al
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Ro6zniczkowalnosc

Uwaga

Jesli f: G'C R” — R rézniczkowalna w xo, to
f(xo + h) = f(x0) + Df(xo)h + r(h),

gdzie reszta r(h) spetnia warunek

- r(Ml
lim =0.
h—0 | hl|

Zatem ,IIimO f(xo + h) = f(x0), czyli f ciagta w Xp.
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Koniec wyktadu Il

Dziekuje za uwage!
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