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Ro6zniczkowalnosc

Twierdzenie (Twierdzenie 3)

Jedli f: GC R" — R¥ rézniczkowalna W Xq, to:
@ f ma doktadnie jedng rézniczke w xq,
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Rézniczkowalno$¢
Twierdzenie (Twierdzenie 3)

Q@ dla kazdego h € R" istnieje pochodna kierunkowa g—,’;(xo) i wyraza
sie ona wzorem

of g (xo)
—(X)=| : | =Df(x)h,
dh o7

ar (Xo)

@ istniejg pochodne czgstkowe Djfi(xo) (i=1,....k,j=1,...,n)
oraz

=1 . Difi(xo) --- Dnfi(x0)] [
Df(xo)h = : = : : -
Difk(x0) -+ Dnfx(x0)) Lhn
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Ro6zniczkowalnosc

Uwaga
Twierdzenie méwi nam, ze
[— af j:17"'7n
Df(x0) = (Dfi(xa))i=i 7k = (5. (%))
(X0) = (Djfi(x0)yiz17 i 8xj( 0) i
ot ot
o (X0) o 5 (X%o)
= : : | = Ti(x).
o, o
o (X0) o Fe(Xo)
Powyzszg macierz J¢(xp) nazywamy macierzg Jacobiego
odwzorowania f w punkcie Xxg.
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Ro6zniczkowalnosc

Uwaga
Rozwazmy szczeg6lne przypadki:
Q k=n.Jezelif: G TR R", to Jakobianem odwzorowania f
nazywamy wyznacznik macierzy Jacobiego J(xg) = detJ¢(xp).

© k =1. Jezeli f jest funkcjg, to macierz Jacobiego redukuje sie do
wektora

Ti(x0) = [BE(x0), - L HE(x0)]

ktéry nazywamy gradientem funkcji f w xp i 0oznaczamy

gradf(Xo)Z[%(Xo)a ,axn(Xo)}

(Bez dowodu)

Stawomir Michalik (UKSW) Analiza wektorowa. Wykiad Il 5 X1 2022 5/15



Funkcje rozniczkowalne w sposdéb ciggty
Definicja
Moéwimy ze f: G Ogv R" — Rk jest rozniczkowalna w sposéb ciggly na

G (inaczej klasy C' na G), jesli jest rozniczkowalna na G i jesli
DF: G — L(R",R¥) jest ciagtym odwzorowaniem.

Twierdzenie (Twierdzenie 4)

Niech f: G C R" — RK. Wéwczas f Jest rézniczkowalna w sposob
ciggly na G wtedy i tylko wtedy gdy istniejg wszystkie pochodne
czgstkowe D;f; i sg one ciggte (D;f;: G TR R,i=1,...,n,
j=1,....k).

(Bez dowodu)
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Ro6zniczka ztozenia odwzorowan

Twierdzenie (Twierdzenie 5, O pochodnej ztozenia)

Niech f: Gy "3 R" — R™ rézniczkowalna w punkcie xy € Gy,
(G)C Goig: Go "8 R™ — RX rézniczkowalna w punkcie f(xp) € Go.

Wtedy odwzorowanie F(x) = g(f(x)) jest roZniczkowalne w punkcie Xy
i zachodzi wzor:

DF(xo) = Dg(f(xp)) o Df(xo),

gdzie
Dg(f(x0)) € L(R™,R¥), Df(xp) € L(R",R™).
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Ro6zniczka ztozenia odwzorowan

Przyktad (Reguta tancuchowa)

Niech F(x,y) = f(u(x, ), v(x.y)).

Woéwczas
OF _ ofou ot ov
ox o0uox 0Ovox

OF _otou  ofov
dy oudy Ovoy )
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Pochodne czgstkowe wyzszego rzedu

Definicja (Pochodne czgstkowe wyzszego rzedu)

Niech f: G C R" — R™. Zatézmy, ze zbiér tych x € G dla ktérych
istnieje pochodna czgstkowa g—;j(x) (dladanego j € {1, ....,n}) jest
niepusty. Wowczas jesli istnieje pochodna czgstkowa odwzorowania

X —> g—)’(;(x) w Xo wzgledem x; (i € {1,...., n}) to nazywamy jg druga
pochodng czgstkowg (lub pochodng czastkowag drugiego rzedu) w xg
wzgledem Xx; i x;, i 0oznaczamy przez 8)(26)( (x0) = a‘?( ax; f(xo0), zas przez

&P 82f
X% (x) oznaczamy odwzorowanie x — W(X)'

W podobny sposéb definiujemy pochodne czgstkowe wyzszych
rzedow:

93f O*f

BX,-E)—X,@X;((XO)’ W(Xo), ... itd.
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Ro6zniczki wyzszego rzedu
Idea:

tw.
Niech f: G ogw R"” — R™i f rézniczkowalna w G. Wtedy
Df(xp) € L(R",R™) Vxo € G. Zatem

Df: G°C R" - L(R",R™).
Jesli Df jest rozniczowalna w G, to
D?f(xp) = D(Df)(xo) € L(R", L(R",R™)) « Lp(R",R™) Vx € G.
Wowczas
D2f: GC R — L(R", L(R",R™)) = Ly(R", R™).

Postepujac tak dalej otrzymujemy rézniczki wyzszego rzedu.
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Ro6zniczki wyzszego rzedu
Definicja (indukcyjna rdézniczki k-tego rzedu)
Zatézmy, ze:

tw.
QG ogw R" — R™ ma (k — 1)-r6zniczke w Xg,
@ dla dowolnych Xj, ...., Xx_1 € R" odwzorowanie

X == WXy, X1 (x) = Dk fFO) X o X1

dziatajgce z G do R jest rézniczkowalne w Xg.
Wtedy odwzorowanie

(X, X1, ooy Xk—1) — Dwx, . x . (x0)X

jest k-ta rozniczkg odwzorowania f w punkcie xg, ktérg oznaczamy
Dkf(Xo).
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Ro6zniczki wyzszego rzedu

Zatem
D*f(xp): R" x --- x R" — R™
—_— ————
k razy
jest odwzorowaniem k-liniowym.
Czyli D¥f(xp) € Lx(R",R™) — rodzina k-liniowych odwzorowan

R?x -« xR" — R".
—_——
k

Zauwazmy, ze L(R", L(R",R™)) = L,(R",R™) i ogblnie

LR, L(,R™, L(..., L(R", R™)...) = L (R", R™).

k razy
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Odwzorowania klasy C*

Twierdzenie (Twierdzenie 15)

otw.
Niechf: G C R" — R™, xo € G. Odwzorowanie f jest k-krotnie

rozniczkowalne w xo (k > 2) wtedy i tylko wtedy, gdy sa spetnione
warunki:

Q fjest(k —

1)-krotnie réZniczkowalna w pewnym otoczeniu
punktu xg

@ wszystkie pochodne czgstkowe (k —
sg rozniczkowalne w punkcie Xg.
Wowczas

1)-ego rzedu odwzorowania f

DFf(xo)h") ... ptF) = Z h

I17 ’Ik 1

9D, Dy f(x0)
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Odwzorowania klasy C*

Z odpowiedniego twierdzenia rachunku rézniczkowego pierwszego
rzedu (Twierdzenia 4) wynika od razu nastepujacy warunek
wystarczajgcy k-krotnej r6zniczkowalnosci:

Twierdzenie (Twierdzenie 16)

Jesli w pewnym otoczeniu punktu xq istniejg ciggte wszystkie
pochodne czgstkowe k — 1 rzedu D;, ... D, _,f(x) dla

i1,...,ik-1 =1,...,n oraz istniejg w pewnym otoczeniu tego punktu
wszystkie k-tego rzedu pochodne czgstkowe D, . .. D, f(x) i sg one

ciggte w Xy, to f jest k-krotnie rézniczkowalna w xj.

Definicja (Odwzorowanie klasy C¥)

tw.
Odwzorowanie f: G C R — R™ nazywamy klasy C* jedli jest ono
k-krotnie rézniczkowalne oraz dla dowolnych h(V ... h(K) ¢ R?
odwzorowanie x — D¥f(x)h(1) ... h(K) jest ciggte dla x € G.
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Koniec wyktadu Il

Dziekuje za uwage!
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