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Twierdzenie Schwarza o symetrii drugiej rozniczki

Definicja (Odwzorowanie symetryczne)

Mowimy, ze odwzorowanie 2-liniowe A € Ly(R", R™) jest symetryczne
jesli

AX,Y)=A(Y,X) VX,YeR"
Ogolnie méwimy, ze odwzorowanie k-liniowe A € Lix(R",R™) jest
symetryczne je$li dla kazdej permutacji o ciagu {1, ..., k}

AXi, oo Xi) = AXo 1y, - Xo(iy)-

Twierdzenie (Twierdzenie 17, Schwarza o symetrii drugiej
rozniczki)

tw.

Niech f: G ng R" — R™. Zatézmy, Ze istnieje druga rézniczka
odwzorowania f w xy € G. Wtedy D?f(x,) jest odwzorowaniem
dwuliniowym symetrycznym z R" wR™ (tzn. D?f(xo) € Lo(R",R™)).

v
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Twierdzenie Schwarza o symetrii drugiej rozniczki

Twierdzenie Schwarza mozna uogo6lni¢ na k-te rdézniczki:

Twierdzenie (Twierdzenie 18, Schwarza o symetrii k-tej
rozniczki)

Jesglif: G C R" — R™ ma k-tg rézniczka w X € G, to DXf(xo) jest
odwzorowaniem k-liniowym symetrycznym przestrzeni R" wR™.
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Wzér Taylora

Twierdzenie (Twierdzenie 22, Wz6r Taylora dla funkciji)

tw.
Niech f: G ogw R" — R funkcja k-krotnie rézniczkowalna w G. WeZmy
odcinek [a, b] C G i niech f ma rézniczke rzedu k + 1 we wszystkich
punktach (a, b). Zachodzi wéwczas réwnosc

Df D?f D¥f
£(b) = f(a) + (a)(b a)+¥(b—a)2+...+ kl(a)(b—a)k
Dk+'f(a+6(b — a)) K
b — ag)ft
(k+1)! ( )
dla pewego 6 € (0,1).
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Wzér Taylora

Dowod.
Wezmy funkcje ¢(t) := f(a+ t(b— a)), t € [0,1], ¢: [0,1] — R.
Stosujgc wzér Taylora dla funkcji jednej zmiennej mamy

/ 1" (k) (k+1)
¢(1) = 6(0) + ¢1(?) * ¢2—(!0) roait k!(O) * g?kjt 1()9!)’ 601

Zauwazmy, ze
¢'(t) = Df(a+ t(b— a))(b— a), ...

o) (t) = DXf(a+ t(b— a))(b— a)k,

a stagd wynika teza. O
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Wzér Taylora

Twierdzenie (Twierdzenie 23, Wzér Taylora dla odwzorowan)

tw.
Niech f: G Og R" — R™, f jest k-krotnie rézniczkowalna w G. WeZmy
odcinek [a, b] C G i niech f ma pochodna rzedu k + 1 we wszystkich

punktach (a, b) i norma tej pochodnej jest nie wigksza niz M.
Zachodzi wéwczas nierdwnosc:

Df(a D*f(a
M o) - (@) - R b-a) .. - T D gp
_ allk+1
_plo-al
(k+1)!
Uwaga
Jesli K odwzorowanie k-liniowe z X w Y, to
1Kl = sup KO, XKy
||X,'||X:1, =1 o005 k
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Twierdzenie o funkcji odwrotnej

Twierdzenie (Twierdzenie 10, o funkcji odwrotnej)

tw.
Niech f: G ogw R" — R" klasy C' i Df(a) jest odwracalne dla pewnego
a e G. Wowczas:

a) istniejg zbiory otwarte U,V C R" takie, zeac U,b=f(a)e Vif

jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe i na) na U i
vV =f(U),

b) jesli g jest odwzorowaniem odwrotnym do f, zdefiniowanym na V
wzorem g(f(x)) = x Yxeu, to g jest klasy C', oraz

Dg(y) = {Df(g)} " Vyev.
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Dyfeomorfizmy
Definicja (Dyfeomorfizm)

Odwzorowanie ¢: G Otgw' R" — R™ nazywamy dyfeomorfizmem, jesli:
@ o jestklasy C, jest r6znowartosciowe i Dy(a) jest nieosobliwa
(tzn. dim Dp(a)R"™ = n) dla kazdego a € G,
Q@ o' jestciggte.
Mowimy wéwczas, ze zbiory G i ¢(G) sa dyfeomorficzne.

Whioski:
@ Jesli  jest dyfeomorfizmem, to m > n.

Q@ Jesli ¢ jest dyfeomorfizmem, to ¢ jest homeomorfizmem G i ¢(G).

© Odwzorowanie ¢: G C R” — R" jest dyfeomorfizmem wtedy i

tylko wtedy, gdy ¢ jest klasy C', réznowarto$ciowe i nieosobliwe
(Dy(a) nieosobliwa Ve g)-
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Dyfeomorfizmy

Przyktad (Dyfeomorfizm biegunowy)

Niechf: GCR? = R%2, G={(r,a): r>0,—1t<a<n}i
f(r,a) = (rcosa, rsina).

Zauwazmy, ze f jest klasy C', r6znowarto$ciowe i nieosobliwe, bo:

cosa —rsina
sinaw  rcosa

Jf = =rcos?a+rsin®a=r+0.

Zbiory Gi f(G) = R?\ {(x,0): x < 0} sa dyfeomorficzne.
Mamy x = rcosa, y = rsine, £ =tgadlax >0, r =/x2+ y?,

o =arctg .
Oznacza to, ze

-1 (S22 4
f (X7y)_( X +y7arCth)'
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Ptat k-wymiarowy

Definicja (Ptat k-wymiarowy)

Zbiér S C R™ nazywamy ptatem k-wymiarowym, jesli istnieje
dyfeomorfizm

Dyfeomorfizm ¢ nazywamy wéwczas przedstawieniem
parametrycznym ptata S.

Ptat 1-wymiarowy bedziemy nazywali tukiem otwartym.

Uwaga
Z nieosobliwosci ¢ wynika ze k < m.
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Ptat k-wymiarowy
Przyktad
tw.
QG OQW R¥ jest ptatem k-wymiarowym. Wystarczy wzia¢ o(x) = x.
t

@ Niech f —klasy C' okre$lona na G T R, Wykres funkgii f, czyli
zbior S = {(x,f(x)): x € G} C R¥ x R = R+ jest ptatem
k-wymiarowym. Dyfeomorfizm ¢: G % S jest dany wzorem
©(x) = (x, f(x)). Jest to odwzorowanie klasy C', o=1(x, f(x)) = x
jest rzutowaniem na R, wiec jest ciagte.

@ Niech S= {(x,y) € R?: x2 + y? =1} \ {(—1,0)} (okrag bez
punktu). Wéwczas S jest tukiem otwartym (ptatem
1-wymiarowym). Dyfeomorfizm ¢: (=, 7) — R? jest dany wzorem
o(t) = (cos t,sin t). Zatem w tym przypadku G = (—m, ),
w(G)=S, ¢: G % S. Zauwazmy, ze t = ¢~ 1(x, y) jest
argumentem gtéwnym liczby z = x + iy, wiec jest ciagty.
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Koniec wykfadu IV
Dziekuje za uwage!
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