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Rozmaitos¢ k-wymiarowa

Definicja (Rozmaito$¢ k-wymiarowa)

S c R™ nazywamy rozmaito$cig k-wymiarowg (klasy C') jedli jest on
suma pewnej rodziny ptatow k-wymiarowych bedgcych zbiorami
otwartymi wzgledem S, tzn.

. otw.
S=JS;, gdzie Sj— ptat k-wymiarowy, S; C S.
jed

Definicja (Mapa rozmaitosci)
Mapq rozmaitosci k-wymiarowej S nazywamy kazda pare (¢, G), gdzie
G T RK, o: G-I, ,(G) T s.
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Rozmaitos¢ k-wymiarowa

Definicja (Atlas rozmaitosci)
Atlasem rozmaitosci S nazywamy rodzine map (yj;, G;) taka, ze:
Q S=U;¢(G)
Q Jesli (o1, Gy) i (2, Go) sg dwiema mapami tego atlasu, to
odwzorowanie

07 0 va: 05 (01(G1) N w2(G2)) — 7 (01(Gr) N w2(G2))

jest dyfeomorfizmem.
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Rozmaitos¢ k-wymiarowa
Przyktad
Niech S = {(x,y) : x2 + y2 = 1} i wezmy:

Gy = (—m,m), p1(t) = (cost,sint) dla te Gi
G = (0,27), wa(t) = (cost,sint) dla te Go

oraz

St =¢1(Gi) =S\ {(-1,0)} i S»=¢2(G)=S5\{(1,0)}.

Woéwczas S = S; U S, jest rozmaitoscig 1-wymiarowa, zas$ (¢1, Gy),
(p2, Go) jest atlasem tej rozmaitosci.
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Wektory styczne

Definicja (Wektor styczny)

Wektor s € R™ nazywamy stycznym do zbioru S € R w punkcie
x € Sjesliistnieje ciag {xn}, xn € S, zbiezny do x oraz ciagg liczb
rzeczywistych {a,} taki, ze

n—oo
Jezeli dodatkowo:

@ ap > 0, to s jest wektorem stycznym wewnetrznie,
@ ap < 0, to s jest wektorem stycznym zewnetrznie.
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Wektory styczne

Uwaga

Niech
@ T(x,S) — zbiér wszystkich wektoréw stycznych,
@ Ty(x,S) — zbidr wektorow stycznych wewnetrznie,
@ T,(x,S) — zbior wektoréw stycznych zewnetrznie.

Wowczas zachodzg relacje:

T(x,S) = Ty(x,S)UTo(x,S) i Ts(x,S)=—Tu(x,S).
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Wektory styczne

Twierdzenie (Twierdzenie 11)
Niech S ¢ R™ bedzie k-wymiarowg rozmaitoscig oraz xy € S.
Wowczas

T(Xo, S) = TW(XO, S) = Tz(Xo, S)
oraz zbiory te stanowig podprzestrzen liniowg k-wymiarowg
przestrzeni R™.
Przy czym jesli (¢, G) jest mapg rozmaitosci S obejmujaca punkt xg
(tzn Xo € QO(G)), Xo = go(to), to

T(X0, S) = Dy(ty)RK = {Dy(ty)h: h € R¥}.

Zatem przestrzen T(xy, S) jest rozpieta na wektorach
Di¢(t), - - -, Dke(lo)-
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Wektory styczne

Przyktad

Niech
S={(x,y) eR%: y = |x|}.

Pokazemy, ze T,(0,S) = S.

W tym celu najpierw wezmy p € S. Wéwczas p = limp—., n(2 — 0),
czylip € Tw(0,S).

Niech teraz s € Ty(0, S). Woéwczas s = limp_.o @npn, gdzie a, > 0 i
pn € S. Poniewaz app, € Si S — domkniete, to lim,_... anpn =S € S.

Oznacza to, ze

T2(0,8) = {(x,y) € R?: y = —|x}, T(0,S) = {(x,y) € R?: |y| = |x]}.

Zatem S nie jest rozmaitoscia.
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Twierdzenia o wartosci Sredniej i ekstrema

Twierdzenie (Twierdzenie 6, warunek konieczny istnienia
ekstremum)

t
Niech f: G ng R"” — R ma ekstremum lokalne w punkcie xq € G. Jezeli
f jest roZniczkowalna w kierunku v € R" w punkcie xg, to D, f(xp) = 0.

v

Dowdd.
Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zatozy€, ze f(xp) — minimum
lokalne, czyli istnieje B(xo, r) C G taka, ze Yyep(x,,r) f(X) > f(x0)-

Rozpatrzmy funkcje g(t) = f(xo + tv) > f(x0) = 9(0) Vv <-

Poniewaz f jest rézniczkowalna w kierunku v, to g rozniczkowalna
w zerze i ma tam z ostatniej nieréwnos$ci minimum. Zatem

D, f(xo) = ¢'(0) = 0.
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Twierdzenia o wartosci Sredniej i ekstrema
Twierdzenie (Twierdzenie 7, o wartosci Sredniej dla funkciji)

tw
Niech f: G og R" — R. Jesli f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie
odcinka [a, b] C G, to istnigje taki punkt c € [a, b), Ze

f(b) — f(a) = Df(c)(b — a).

Dowdd.
Oznaczmy h = b — airozwazmy funkcje g(t) = f(a+ th) dla t € [0,1].
Z Twierdzenia 5 o pochodnej funkcji ztozonej mamy, ze

g'(t) = Df(a+ th)h.

Z twierdzenia Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej g istnieje
fh € (0,1),ze g(1) — g(0) = 9'(t), czyli f(b) — f(a) = Df(a+ tyh)h.
Staddlac=a+ fphi h=b—amamy f(b) — f(a) = Df(c)(b—a). O
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Twierdzenia o wartosci Sredniej i ekstrema

Twierdzenie (Twierdzenie 8)

b
Jezelif: G éz "R LR jest roZniczkowalna oraz Df(x) = 0 Vx € G,
fo f stafa.

Dowdd.

Niech a, b € G. Poniewaz G — obszar, to istnieje tamana L C G
taczaca punkty ai b.

Na mocy Twierdzenia 7 funkcja f przyjmuje te samg warto$¢ na
koncach kazdego z odcinkéw z tamanej L. Stad f(b) = f(a). O
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Twierdzenia o wartosci Sredniej i ekstrema

Twierdzenie (Twierdzenie 9, o wartosci sredniej dla odwzorowan)

o otw., wypukty . .. .. . .
Jezelif: G - R" — R™ jest roZzniczkowalne w G i istnieje stata

M taka, ze Vycg |||DF(x)||] < M,
to wéwczas Vg peg ||f(b) — f(a)|| < M||b— a]|.

Korzystajac z tego twierdzenia, podobnie jak w przypadku funkcji,
dostajemy:

Whniosek

b
Jezelif: G ngar R™ — R™ jest r6zniczkowalne oraz Df(x) = 0 Vycg, tO
f stata.
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Koniec wyktadu V
Dziekuje za uwage!
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