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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja (forma kwadratowa, forma m-liniowa)

Kazde przeksztatcenie dwuliniowe F: R” x R" — R mozna
przedstawi¢ w postaci F(h, W) = Ahh = (Ah, i), gdzie A— macierz
kwadratowa n x n. Takie przeksztatcenie dwuliniowe nazywamy formag
kwadratowa (2-liniowa). Podobnie definiujemy formy m-liniowe.

Definicja (okreslonos¢ formy m-liniowej)
Méwimy, ze forma m-liniowa A € Ln(R", R) jest:

@ dodatnio okre$lona jesli Ah™ >0 v .
heR”
h£0

@ ujemnie okreslona jesli A" <0 v .
heR”"
h=£0

@ nieokreslonajesli 3 takie, ze Ah" > 0i AhJ' < 0.
h1,h2€Rn

Stawomir Michalik (UKSW) Analiza wektorowa. Wyktad VI 20 XI 2022 2/14



Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Uwaga
Z powyzszej definicji wynika, ze forma m-liniowa moze by¢ dodatnio
albo ujemnie okreslona jedynie w przypadku, gdy m jest parzyste.

Pytanie
Jak zbada¢ czy forma kwadratowa jest dodatnio (ujemnie) okreslona?

v

Stwierdzenie

A jest dodatnio (ujemnie) okreslona < A jest macierza symetryczng i
ma wszystkie wartosci wtasne dodatnie (ujemne).
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Stwierdzenie (Kryterium Sylvestera)

ai ... Qin
Niech A = : . Forma kwadratowa h — hAh jest:
an‘] “ e ann
a) dodatnio okres$lona <
a4 ... a
det : >0 da /I=1,...,n.
ag ... ay
b) ujemnie okre$lona <&
a1 ... ay
(—1)'det | : >0 dla /=1,....n
an ... Qq
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych
Twierdzenie (Twierdzenie 20)

Niech f: G Otgw' R™ — R dwukrotnie rézniczkowalna w xg € G i

Df(xg) = 0. Wowczas jesli forma kwadratowa h — D?f(xy)hh jest
dodatnio (ujemnie) okreslona, to f przyjmuje w xo minimum
(maksimum) lokalne. Jesli forma kwadratowa jest nieokreslona, to f nie
przyjmuje w Xy ekstremum lokalnego.

Dowdd.
Oznaczmy 2F(h) := D?f(xo)hh. Wowczas z lokalnego wzoru Taylora

f(xo + h) — f(xo) = F(h) + H?(h).

Zatézmy, ze forma kwadratowa jest dodatnio okreslona, czyli

F(h) > Mh? dla kazdego h € R".

Poniewaz v(h) — 0 przy h — 0, to istnieje 6 > 0, ze jesli || h|| < 4, to
Xo+he Giyh) >—-IM. O
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Dowdéd.
Woéwczas dla ||h|| < § mamy

Mh? > 0.

N =

f(xo + h) — f(x0) = h*(M + (h)) >

Zatem f przyjmuje w xo minimum lokalne.
Podobnie dla formy ujemnie okreslonej otrzymujemy maksimum
lokalne.

Jedli forma kwadratowa F jest nieokreslona, to a = F(h) > 0,
a = F(h) <0, dlapewnych h, € R".

Stad  f(x0 + th) — f(x%) = t?(a + h?4(th)) > 0 dla matych t
i f(xO + th') — f(x°) = t2(a + W2y(th')) < 0 dla matych t.

Zatem f nie przyjmuje ekstremum lokalnego w Xxy.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

W podobny spos6b mozna uogélni¢ powyzsze twierdzenie do:

Twierdzenie (Twierdzenie 21)
tw.
Niech f: G og R™ — R m-krotnie rézniczkowalna w xy € G oraz
Df(xo) =...= D™ 'f(xo) =0 i D™f(xp) # 0.

Jesli D" f(xp) jest dodatnio (ujemnie) okreslona , to f posiada w Xy
minimum (maksimum) lokalne.
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Niech A € L(R™™ R") i niech Ay € L(R",R") i A, € L(R™,R") beda
zdefiniowane przez wzoér: jesli h € R" i k € R™ to A(h, k) = Axh+ Ayk,
gdzie Axh = A(h,0), Ayk = A(0, k).

<
<%

>
>

n—+m
X=(X1,...,Xn)
y=W -, ¥Ym)
AX Ay A
n m
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Twierdzenie (Twierdzenie 12, o funkcji uwiktanej)

Niech f: E C R"™™™ — R" klasy C' takie, Ze f(a, b) = 0 dla pewnego
(a,b) € E, A= Df(a,b) i niech Ay bedzie odwracalne. Wtedy istnieja
zbiory otwarte U C R™™ j W C R™ takie, Zze (a,b) € Uib e W oraz
i) Vy € W istnieje dotfadnie jeden x taki, Ze (x,y) € U if(x,y)=0.
i) Jesli x jest zdefiniowany jako x = g(y) to g jest odwzorowaniem
klasy C' zbioru W wR", g(b) = a, f(g(y),y) =0,
Dg(b) = —A'A,.
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Uwaga
Jak nalezy rozumie¢ to twierdzenie?

f1(X‘|7"'7Xnv.y1a"'7ym):0 TFU
nréwnan{ o =
fo(X1, s Xy Vis oy Ym) = O (8% )ij=1....n nieosob.

X1 :g1(Y17--.,ym)

Xn:gn(}’h---a}’m)

Jezeli sg spetnione zatozenia TFU, to mozna ukfad ten rozwikta¢ ze
wzgledu na x.
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Uwaga

f(X1,- s X, Y15, Ym) =0

of; q 3
(55 )jj nieosobliwa
J

(TFU)

. uktad rozwiktujemy wzgledem x
fn(X1, - s X, Y1y, Ym) =0

X1 =091(V1,-- -, Ym)

Xn = gn(}’1 yoo 7}/m)-
Stad mamy

f1(g1(...),...,gn(...),y1,...,ym):O Za—yk (k:1,...,m)

fn(g‘](...),...,gn(...),y'],...,ym):0 :a_yk.
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Uwaga
Zatem
-0 09 Of

— =——— ji=1,..,n, k=1,...m
Ox;Oyk  Oyk

j=1
. . . 00 q .z “ .
z niewiadomymi 8_9;1(’ czyli dostali§my uktad nm réwnan z

niewiadomymi (5%) (j=1,....,n, k=1,...m)
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Przyktad (TFUdlan=m=1)

tw.
Niech f: E C R2 — R klasy C', f(a, b) = 0 dla pewnego (a,b) € E i
tw.
91 (4, b) # 0. Wéwczas istnieje W C R, be Wig: W — R klasy C'

_ot
takie, ze g(b) = a, f(g(y),y) =0ig'(b) = B_Bf(ia:;)'
ox\

Rzeczywiscie, jesli f(g(y),y) =0, to

d of . Of
d—yf(g(y),y) =59 oy = 0,

a zatem of
g/(y) . —W(X,}/)
9(x,y)
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Koniec wyktfadu VI
Dziekuje za uwage!
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