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Rozmaitosci o réwnaniu F(x) =0

Definicja (Wektor normalny)

Jezeli M c R" jest dowolng rozmaito$cig k-wymiarowa, to wektorem
normalnym do M w punkcie x € M nazywamy taki element n € R”,
ktory jest prostopadty do T(xg, M) (tzn.n-s=0 Vs e T(xg, M)).
Zbior wszystkich wektoréw normalnych do M w punkcie xo bedziemy
oznaczac przez N(xp, M).

Jest to podprzestrzen (n — k)-wymiarowa w R" oraz R"” jest sumg
prosta podprzestrzeni T(xo, M) i N(xo, M).

Twierdzenie (Twierdzenie 13)

Niech F: E T R1 — R™ Klasy C' im < n, M= {x € E: F(x) = 0}
oraz rank DF (x) = m dla kazdego x € M. Wéwczas:
@ M jest rozmaitoscig k-wymiarowg, k = n — m.
Q Jeslixog € M to T(xg, M) = ker DF (xo) = {h € R": DF(xo)h =0} i
N(xo, M) = span{grad Fi(xp), i=1,...,m}.
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Rozmaitosci o rownaniu F(x) =0

Uwaga

Nie kazda rozmaito$¢ daje sig zapisa¢ w postaci {x: F(x) = 0}, np.
dla wstegi Mdbiusa nie da sie tak zrobic.

Przypu$émy, ze tak jest, czyli istnieje F: G C R® — R takie, ze

M= {x e G: F(x) =0} irank DF(x) =1, tzn Vx € M grad F(x) # 0.
Wéwczas istniatoby odwzorowanie n: M — R3 takie, ze dla kazdego
x € M funkcja n(x) jest wersorem normalnym do M w x,
przedstawione w postaci:

_ grad F(x)
n: X— —————
|lgrad F(x)]]

Jest to niemozliwe, bo po obiegu wstegi wersor musiatby przyjac
przeciwny zwrot, czyli n(xg) = —n(xp) — sprzecznosc.
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Ekstrema funkcji na rozmaitosciach

Twierdzenie (Twierdzenie 14, Lagrange’a o mnoznikach)

Niech F: E C'R" — R™ klasy C', m < n, M = {x € E: F(x) = 0}
orazrankDF (x) = mv¥x e Mif: E — R.

Jesli funkcja fiy przyjmuje ekstremum lokalne w punkcie xo € M i f jest
rézniczkowalna w tym punkcie, to istnieje forma liniowa A € L(R™ R)
laka, Ze Xy jest punktem stacjonarnym funkcjig = f — N\ o F (funkcji
Lagrange’a), czyli Dg(xo) = 0 (D;g(xo) =0dlaj=1,...,n).

Pytanie
Jak korzystajgc z twierdzenia znalez¢ x?

Mamy A: R™ — R, Ay = 34 \;yi, gdzie \; € R sg nazywane
mnoznikami Lagrange’a.

Wtedy g = f — X7 AiF.
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Ekstrema funkcji na rozmaitosciach
Wéwczas
m
Dg(xg) =0 <= Df(xp) Z)\ iDFi(x0) <> Djf(x0) = > A\iDjFi(xo)-
i=1 i=1
Zatem dostajemy n+ m réwnan z niewiadomymi

X017"'aX0na)\17"'7)\m:

D1 f(xo) =)\ D1 F1 (Xo) + ...+ )\mD1 Fm(Xo)

an(Xo) = )\1 DnF1 (Xo) + ...+ )\mD1 Fm(Xo)
n+ m réwnan

F1 (Xo) =0

Fm(Xo0) =
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Ekstrema funkcji na rozmaitosciach

Przyktad
M={(xy,2) €R%: x+y+z=x2+y2+ 22 =1}, H(x,,2) = xyz.
maxf =? minf="?
M M
Rozwigzanie:
F(x,y,2)=(x+y+z—1,x2+y?>+2°2-1), F:R®-R?
M={(x.y.2) € R F(x.y.2) = 0},

Funkcja Lagrange’a:

g(X,y,Z):f(X,y,Z)—AOF(X,y,Z)
=xyz—MX+y+z-1)=do(x®+y?+2%2-1).

o
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Ekstrema funkcji na rozmaitosciach
Przyktad

Dostajemy uktad 5 réwnan na x, y, z, Ay, Ao:

YZ = M + 2XA2
XZ =\ +2yXo
Xy =\ +22)

X+y+z—1=0
X2+y24+22-1=0

Rozwigzanie uktadu réwnan ma postac:

(17070) (%7%71_§)
(0,1,0) ¢ Aq/2/3, (5,—3,5) ¢ Bij2a-
(07071) _%7§’§)

f(A) = 0 — maksimum i f(B) = — 5 — minimum (bo M — zwarty).
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Catka n-wymiarowa

Niech f: A— R, gdzie A C R" jest przedziatem domknigtym.
Skonstruujemy catke z f — podobnie do konstrukcji catki Riemanna
dla funkcji jednej zmienne;j.

Definicja (Podziat odcinka)

Podziatem P odcinka domknigtego [a, b] nazywamy ciag b, . . ., ,
gdziea=1ty < t < ... < t = b. P dzieli [a, b] na k odcinkéw [t;_1, £;].

Definicja (Podziat przedziatu)

Podziatem przedziatu [ay, b1] x ... X [apn, by] nazywamy zbiér podziatow
P = (P,...,Pn), gdzie kazdy P; jest podziatem odcinka [a;, b;].

Jezeli P; dzieli odcinek [aj, bj] na N; odcinkéw, to P = (P; ... Py) dzieli

[a1,b1] x ... x [an,bp] na N = Ny - ... N, przedziatow, ktére bedziemy
nazywaé podprzedziatami podziatu P.

v
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Catka n-wymiarowa

Zatézmy, ze A C R" przedziat, f: A— R ograniczone, P — podziat A,

S — podprzedziat podziatu A (ozn. S € P). Niech dalej:
mg(f) = inf{f(x): x € S}, Ms(f) = sup{f(x): x € S}.
Definicja (Objetos¢ przedziatu)

Objetosciag przedziatu S = [aq, bq] X ... X [an, by] (lub
S = (a1, b1) x ... x (an, bn)) nazywamy liczbe

Definicja (Suma dolna i gérna)

Sume dolng (L) i gérna (U) funkcji f dla podziatu P okreslamy
wzorami:

L(f,P)=>_ ms(f)-v(S),  U(f,P)=}_ Ms(f) v(S)

SeP SeP

Oczywiscie L(f, P) < U(f, P).
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Catka n-wymiarowa

Lemat

Niech podziat P’ rozdrabnia podziat P (tzn. ze kazdy podprzedziat w P’
jest zawarty w pewnym podprzedziale w P). Wéwczas:

L(f,P) < L(f,P) i U(f,P) < U(f,P).

Dowdd.
Kazdy podprzedziat S podziatu P jest rozdzielony na kilka
podprzedziatow Sy, ..., S, podziatu P, wiec
v(S)=v(S1)+...+ (S )- Stad mg(f) < mg (f) oraz
ms(f) - v(S) = ms(f) - V(S1) + ... + ms(f) - v(Sa)
< mg, (F)v(S1) + ...+ mg,(f) - v(Sa).

Sumujgc po wszystkich podprzedziatach dostaniemy:

L(f, P) < L(f, P"). Dla sum goérnych dowdd jest podobny. O



Catka n-wymiarowa

Whiosek
Jezeli P i P’ sa dwoma dowolnymi podziatami, to L(f, P) < U(f, P').

v

Dowdd.

Niech P” podziat rozdrabniajacy zaréwno dla P jak i dla P’. Wéwczas
z lematu:

L(f, P) < L(f,P") < U(f, P") < U(f, P').

Uwaga

Z wniosku wynika, ze kres gorny wszystkich sum dolnych dla f jest
mniejszy lub réwny od kresu dolnego wszystkich sum gérnych dla f.

v
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Catka n-wymiarowa

Definicja (Funkcja catkowalna, catka)
Funkcja f: A— R nazywa sie catkowalng na przedziale A jezeli f
ograniczona oraz sup L(f, P) = ir'g,f U(f, P).
P
Okres$long tym rownaniem liczbg oznacza si¢ | f i nazywa sig catka z
A
funkcji f na przedziale A.
Stosowany zapis:
f(X1,...,Xn)dXq ...dXp.

A

Jezeli f: [a,b] — R, gdzie a < b, to
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Koniec wyktadu VII
Dziekuje za uwage!
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