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Catka n-wymiarowa

Twierdzenie (Twierdzenie 24, Kryterium catkowalnos$ci funkcji)

Funkcja ograniczona f: A — R jest catkowalna wtedy i tylko wtedy
gdy dla kazdego ¢ > 0 istnigje taki podziat P przedziatu A, Ze

(1) U(f, P) — L(f,P) < e.
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Catka n-wymiarowa
Przyktad
@ f: A— R — funkcja stata f(x) = c. Wéwczas dla dowolnego
podziatu P i podprzedziatu S mamy mg(f) = Ms(f) = c. Zatem
L(f,P) = U(f,P) =>gcpC- v(S)=c- v(A). Stad [,f =c- v(A).
@ Niech f: [0,1] x [0,1] — R bedzie okreslona jako

)0 xe€Q
f(x’y){1 X eR\Q

Niech P — pewien podziati S € P. Wtedy S zawiera zaréwno
(x,¥)zxeQjakiz x € R\ Q. Stad mg(f) =0i Mg(f) = 1.
Wéwczas

=Y 0-v(S)=0, U(f,P) = > 1-v(S) = v([0,1]?) =

SeP SeP

Dlatego f nie jest catkowalna.
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Zbiory miary i objetosci zero

Definicja (Zbiér miary zero)
Moéwimy, ze zbiér A ¢ R"” ma (n-wymiarowg) miare 0, jezeli dla
kazdego ¢ > 0 istnieje takie pokrycie {Uy, Us, Us, ...} zbioru A

przedziatami domknietymi, ze § v(U)) < e.
i=1

Uwagi
@ Jezeli Ama miare zero i B C A, to B ma tez miare zero.

© Zbidr sktadajgcy sie ze skonczenie wielu lub przeliczalnie wielu
punktéw jest miary zero. Rzeczywiscie, niech A= {ay, a0, as,...} i
niech dla ustalonego ¢ > 0 oznaczmy przez U; przedziat
domkniety zawierajacy a; taki, ze v(U;) < £ Wowczas

20
SV <Y o=
i=1 =12
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Zbiory miary i objetosci zero

Twierdzenie (Twierdzenie 25)

JezeliA= A1 UA>U... I kazde A; ma miare zero, to A tezZ ma miare
zero.

Definicja (Zbiér objetosci 0)

Mowimy, ze zbiér A C R"” ma (n-wymiarowg) objetosc 0, jezeli dla
kazdego ¢ > 0 istnieje takie pokrycie skonczone {Us, ..., Uy} zbioru A

n
przedziatami domknietymi, ze > v(U;) < e.
i=1

Uwaga J

Jezeli A ma objetoS¢ zero, to A ma miare zero.
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Zbiory miary i objetosci zero

Twierdzenie (Twierdzenie 26)

Jezelia < b, to [a, b] C R nie ma objetosci zero. Co wiecej jezeli
{Uy, ..., Un} pokrycie skoriczone [a, b] przedziatami domknietymi, to
n

Y v(U)=b-a
i=1

Dowdd.

Zatozmy, ze kazde U; C [a,b]. Niecha={fy < i < ... < tx = bbeda
wszystkimi punktami koncowymi wszystkich U;. Wtedy kazda liczba
v(U;) jest suma pewnych roznic t; — ti_4. Ponadto kazde [t;_1, t] lezy
n Kk
przynajmniej w jednym U;, wiec > v(U;)) > Y (i —t—1)=b—-a. [
i= j=1

v
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Zbiory miary i objetosci zero
Jezeli a < b, to [a, b] tez nie ma miary 0. Wynika to z ponizszego
twierdzenia:

Twierdzenie (Twierdzenie 27)
Jezeli A jest zwarty i ma miare zero, to A ma objetos¢ 0.

Dowod.

Niech € > 0. Poniewaz A ma miareg 0, to istnieje takZe pokrycie

{Uy, Us, ...} zbioru A przedziatami otwartymi, ze Z v(Uj) < e.

Poniewaz A jest zwarty, pewna skonczona liczba U1 ,...,Unz U, takze

pokrywa A i z pewnoscig 21 v(U)) <e. Ol
i=

v
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Charakteryzacja funkcji catkowalnych

Twierdzenie (Twierdzenie 28)

Niech A przedziat domkniety, a f: A— R funkcja ograniczona. Niech

B zbicr nieciggtosci funkcji f.Wowczas f jest catkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy B jest zbiorem miary 0.
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Catki po dowolnych zbiorach C c R”

Definicja (Funkcja charakterystyczna)
Niech C c R". Funkcjg charakterystyczng x ¢ zbioru C nazywamy
funkcje
_) 0 gdy x¢C
Xc(X) = { 1 gdy xeC.

Definicja (Catka po zbiorze C)

Jezeli C C A, gdzie A C R" — przedziat domkniety i f: A— R
ograniczona to catkg z f po C nazywamy

/f::/f-XC, oile f-xc Jjestcatkowalna.
c A
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Catki po dowolnych zbiorach C c R”

Twierdzenie (Twierdzenie 29)

Funkcja x¢: A — R jest catkowalna wtedy i tylko wtedy gdy brzeg C
ma miare 0.

Definicja (Zbiér mierzalny w sensie Jordana)

Zbior ograniczony C C R", ktérego brzeg ma miare zero nazywamy
mierzalnym w sensie Jordana.

Definicja (Objetos¢ zbioru)

Niech C C R" bedzie mierzalny w sensie Jordana. Catke [ 1
©
nazywamy (n-wymiarowg) objetoscig zbioru C.

1-wymiarowg objetos¢ nazywamy dtugoscia, a 2-wymiarowg — polem. )
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Twierdzenie Fubiniego

Zatozmy, ze f: [a, b] x [c, d] — R dodatnia funkcja ciagta.

Niech ty, ..., t, — podziat odcinka [a, b] dzielacy [a, b] x [c,d] na n
paskéw za pomoca odcinkéw {t;} x [c, d]. Niech gx(y) := f(x, y).
Woéwczas pole pod wykresem f i powyzej {x} x [c, d] wynosi

d d
/ Ox = / f(x,y)dy.
C C

Zatem objeto$¢ obszaru pod wykresem f i powyzej [ti_+, ;] x [c, d]
wynosi w przyblizeniu (& — t,-,1)ff f(x,y) dy dla dowolnego

X € [t,'_1, t,'].

Zatem

n

f=
/[a7b]><[cyd] ;

n d
Fr S (t -t / f(x..y)d
/[fi17fi]><[07d] 2. (6= br) , )y

i=1
dla x; € [t,'_1 R T,‘].
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Twierdzenie Fubiniego

Z drugiej strony podobne sumy pojawiajg sie w definicji catki

/ab (/Cd f(x,y) dy) ax.

Zatem jesli h(x fc Ox = fC (x,y) dy, to mozna miec nadzieje, ze h
jest ca’fkowalna na przedziale [a, b] oraz

/ab]x[cd]f_/ / / xy)dy)

Dla f — ciggtej dobrze, ale ogdlnie trzeba uwazac. Np jesli zbior
nieciggtosci funkcji f to {xo} [c,d], xo € [a, b], to f catkowalna na
[a, b] x [c,d], ale h(xg) = fc f(xo, y) dy moze nie by¢ okreslone.
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Twierdzenie Fubiniego

Definicja (Catka dolna i gérna)

Niech f: A — R funkcja ograniczona na przedziale domknietym.
Wowczas dolng (odpowiednio gérna) catke z f na A definiujemy jako

L/f: sup  L(f,P) (odp.U/f: inf  U(f, P)),
A P — podziat A A P — podziat A

gdzie L(f, P) jest suma dolng, to znaczy

L(f,P) =" ms(f)V(S) i ms(f)=inf{f(x): x € S},
SeP

zas U(f, P) jest suma gorna, czyli

U(f,P) = Ms(f)v(S) i Ms(f) = sup{f(x): x € S}.
SeP
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Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie (Twierdzenie 30, Twierdzenie Fubiniego)

Niech A C R" i B C R™ przedziaty domknigte if: Ax B— R
catkowalna. Niech dla x € A funkcja gx: B — R bedzie okreslona
wzorem gx(y) = f(x, y) i przyjmijmy

Lx::L/ :L/fx, ay, uX::U/ :U/fx, dy.
(%) 9 B(y)y (x) 5 I B(y)y
Wowczas L iU sg catkowalne na A i zachodzi
/ f:/ﬁ:/(L/f(x,y)dy)dx,
AxB A A B
/ f:/U:/<U/f(x,y)dy>dx.
AxB A A B
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Twierdzenie Fubiniego

Uwagi:
@ Podobnie wykazuje sie, ze

/AXBf:/B(L/Af(x,y)dx) dy:/B<U/Af(X’y)dX) o.

© Czesto gy jest catkowalna (np jesli f(x, y) jest ciagta), czyli

o t= [ ([ fxy)dy) ox.
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Twierdzenie Fubiniego

Uwagi:

© Jezeli gy jest niecatkowalna dla skonczonej liczby elementéw
x € A, czyli L(x) = [5f(x, y)dy dla wszystkich x poza skonczong
liczba, to wéwczas po przedefiniowaniu L(x) w skonczonej liczbie
punktéw otrzymujemy

/AXB":/A(/B"(XJ)dy) dx,

gdzie [ f(x, y) dy okreslamy jako 0 tam, gdzie nie istnieje.

Q Jezeli A= [a;,by] x -+ x [an, by] i f: A— R jest wystarczajaco
przyzwoita, to stosujgc wielokrotnie twierdzenie Fubiniego
dostajemy

/f_/,: fx1,...,xn)dx1>...>dxn.

ay
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Koniec wyktadu VI
Dziekuje za uwage!
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