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Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie
Niech g: [a, b] — R ma ciggta pochodna i f: R — R ciggta. Wéwczas

(1) [Jf:f)fzjab(fog)-g’.

Jezeli F/ = fto L= F(g(b)) — F(g(a)). Z drugiej strony
(Fog)=(F'og)-g'=(fog)-gczyliP=Fog(b)- Fog(a)=L.
Niech dodatkowo g bedzie réznowarto$ciowe. Wéwczas

[ t=[ (fog)-gl
9((a,b)) (a.b)

bo:
o(b) b
g/ g>0 L= f, P:/(fog)-g’ z(1) L=P,
g(a) a
g(a) b
g\, g <0 L= f, P:—/(fog)-g’ z2(1) L=P.
g(b) a

Stawomir Michalik (UKSW) Analiza wektorowa. Wyktad IX 1412023 2/11



Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie

Twierdzenie (Twierdzenie 32, o catkowaniu przez podstawienie)

Niech A C R" bedzie zbiorem otwartym zas g: A — R"
dyfeomorfizmem na obraz. Jezeli f: g(A) — R jest catkowalna, to

/ f:/(fog)-|deth|.
o) Ja
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Krzywe w R”

Definicja

Krzywg w R” lub tukiem w R" nazywamy odwzorowanie ciagte

~v: [a,b] = R", a< b, [a,b] C R.

Poczatkiem i koncem krzywej v nazywamy odpowiednio punkt v(a) i
(D).

Krzywa v nazywamy konturem lub krzywa zamknietg jesli v(a) = v(b).
Krzywg v nazywamy kawatkami gtadka jesli istnieja takie

a=a <a <a<..<am=b,zevynala_i,a]jestklasy C!
G=1,....m.

Dtugoscia krzywej kawatkami gtadkiej v: [a, b] — R nazywamy liczbe

b= [ Il et
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Catka krzywoliniowa niezorientowana (I rodzaju)
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech v: [a, b] — R" krzywa
kawatkami gtadka, P = ty, by, ..., Im, 9gdziea=f < 1 < ... < tpy = b —
podziat odcinka [a, b] na m odcinkéw, Aty = tx — tx_1 — dlugos¢
k-tego odcinka podziatu P, §(P) = max{Afx: 1 < k < m} — Srednica
podziatu P, t; € [tx_1, &x] — punkt posredni.

Definicja
Niech f — funkcja ograniczona na krzywej ~. Catke krzywoliniowg
niezorientowang z funkgcji f po tuku ~ definiujemy wzorem:

m

/fds: lim 3 (1)) ASk,
ol o

P)—0 k=1

gdzie A Sy jest dtugoscia tuku tagczacego punkty v (t_1) i v(t), czyli

t
ASc= [ In(olet

tk—1
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Catka krzywoliniowa niezorientowana (I rodzaju)

Uwaga

Porownujac definicje catki krzywoliniowej z catkg Riemanna funkciji
jednej zmiennej dostajemy:

| rs= / () (o)t = lim Zf (EN I BN (b = ).

Uwaga
Definicja nie zalezy od wyboru parametryzacji krzywej v, ani od

wyboru orientacji, tzn.
/fds:/ fds,
Y -

gdzie —y(t) :==~(-t), —v: [-b,—a — R".
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Catka krzywoliniowa zorientowana (Il rodzaju)

Definicja

Polem wektorowym na obszarze D C R"” nazywamy funkcje wektorowg
okreslong wzorem F(x) = (Fy(x), ..., Fo(x)) dla kazdego x € D.

.

Definicja
Catke krzywoliniowg zorientowang z pola wektorowego F po tuku ~
definiujemy wzorem:

m
[Fax= [ Fida+..+Fadxn= _lim 3" Fi(2(t)Axik +..
¥ ~ 5(P)—>0k:1
m
FRa( () Dt = _lim >" F(3() - A,
5(P)—0 &

gdzie Axk = (AXik, ..., AXpk), za$ Axix = i(tk) — vi(tk—1) jest
przyrostem i-tej wspétrzednej v na [tx_1, tx]-
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Catka krzywoliniowa zorientowana (Il rodzaju)

Uwaga
W zapisie wektorowym definicja ta ma postac:

m

F(X)-dX= lim F(Xq) - dX.
| F®) sl 3 F) - 0%

Uwaga

Poréwnujac definicje catki krzywoliniowej zorientowanej z catkg
Riemanna dostajemy

b b _n
/Fdx:/ F(v(1) - 7/ (1) dt=/ S R ()t at.
v a a =1
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Catka krzywoliniowa zorientowana (Il rodzaju)

Uwaga

Definicja nie zalezy od wyboru parametryzacji, a przy zmienie
orientacji zmienia sie na przeciwng

/ Fdx:—/Fdx.
- il

Stawomir Michalik (UKSW) Analiza wektorowa. Wyktad IX 1412023

9/11




Zwigzek pomiedzy catkg krzywoliniowg zorientowang i
niezorientowang

Niech v — krzywa kawatkami gtadka w R". Wtedy +/(t) — wektor
styczny do krzywej i skierowany zgodnie z orientacjg. Sktadowa
styczna do krzywej wyraza sie wzorem Fs = ||F|| cos «, gdzie o — kat
pomiedzy F(~(t)) i v/(1).

Wéwczas

F(y() ' (1) = [F(y )] - 1Y ()] cos o = Fs(y(D) 17 (D],

czyli

b
/Fdx:/ F((1)) - +/(t) dt = /Fs NI (D] dt = /Fsds
¥ a
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Koniec wyktfadu IX
Dziekuje za uwage!
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