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Twierdzenie Greena

Twierdzenie (Twierdzenie 33, Twierdzenie Greena)

Niech D C R? bedzie obszarem normalnym ze wzgledu na obie osie, a
~ = 0D brzegiem zbioru D zorientowanym dodatnio (tzn. przeciwnie

do ruchu wskazowek zegara). Jezeli funkcje P i Q majg ciggte
pochodne czgstkowe w zbiorze D, to

/de+Qdy // %Efa—P xdy.

Uwaga

Wzér Greena zapisuje sie tez w postaci

]{de+ody // @—@ ) dx dy.
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Twierdzenie Greena

Dowod.
Poniewaz D — normalny wzgledem osi OX, to

D={(x,y) e R®: a<x < b, y1(x) <y < ya(x)}.

Niech wykres funkcji y = y1(x) bedzie tukiem ~1, za$ y = yo(x) —
tukiem ~o. Wéwczas v = 9D spetnia v = ¢ U (—2).

Mamy
fhgee =L s
- /azb P(x, y2(x)) — P(x, y1(x)) ax =

—— [ Pax-— de:—/de:— P dx.
¥ oD

-2 il

de—/ P dx
0i|

Y2
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Twierdzenie Greena

Dowdd.
Podobnie, korzystajgc z normalnosci wzgledem osi OY dostajemy

// —dxdy:féDQdy.

7{de+ody // g—f—@ ax dy.
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Twierdzenie Greena

Uwaga

Twierdzenie pozostaje prawdziwe jesli D jest skonczong suma zbioréw
normalnych, czyligdy D = Dy U ... U Dy, gdzie Dy, ..., D, — zbiory
normalne spetniajgce warunek Int D; NIntD; = dlai,j=1,...,n, i # .
Wowczas:

@2 _e (@2 _ar,
IGe -5 o= [, (52 - &y ) e

n
:Z]{ de+Qdy:7§ Pdx + Qady.
i—1 /OD; oD
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Twierdzenie Greena

Przyktad

Ze wzoru Greena wynikajg natychmiast nastepujace wzory na pole
powierzchni:

V(D):—ngydx i V(D):ngxdy,
bo:

ydx = —// 1dxdy = —V(D),
oD D

ngxdy://D1 dx dy = V(D).
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Pola potencjalne

Definicja
Pole wektorowe F okreslone na obszarze D C R” nazywamy
potencjalnym, gdy istnieje funkcja U: D — R taka ze,

ou ou
)

F=gradU = <0X1 o)

Funkcje U nazywamy wowczas potencjatem pola wektorowego F.

Uwaga

. A ou
Dla pola na ptaszczyznie F = (P, Q) warunek ten ma postac P = 3,

Q= §Y. Zad w przestrzeni F = (P,Q,R): P =47, Q= 95, R= 9.
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Pola potencjalne

Stwierdzenie

Niech pole wektorowe F okreslone na D C R" bedzie ciggte i
potencjalne. Wéwczas catka krzywoliniowa po krzywej v: [a, b] — D
nie zalezy od drogi catkowania i wyraza sie wzorem

LFdX = U(y(b)) - U(r(a)).

Dowdd.

[Fax=| TF() (Ot = [ erma U () (O ot

_ [ %u(»y(t)) dt = U(v(b)) — U(~(a)).

a
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Pola potencjalne

Uwaga

Jesli catka nie zalezy od drogi catkowania, to pole F jest potencjalne.
Wowczas jako potencjat mozna wzia¢ U(x) := [, F dx, gdzie yx —
krzywa taczaca okreslony punkt xp z x.

Stwierdzenie (Warunek konieczny i wystarczajacy
potencjalnosci pola)

Niech F = (P, Q) — pole wektorowe klasy C' na obszarze
jednospojnym D C R?. Wowczas pole F jest potencjalne na D wtedy i

tylko wtedy gdy 85 (x,y) = 22(x,y).
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Pola potencjalne

Dowdd.

(=) Jesli F — pole potencjalne, to P = G2, Q = 4. Wowczas

P RU  RU  9Q
dy  Oydx 0xdy  Ox’

(<) Z twierdzenie Greena mamy

/Fd—// @—a—Pddy 0.

Zatem jesli 0D = y1 — o, to [, Fdx = [ Fdx, co oznacza, ze pole F
jest potencjalne. O

v
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Koniec wyktadu X
Dziekuje za uwage!
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