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Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest zbadanie wlasnosci funkcji poliharmonicznych na
sumie euklidesowych, jednostkowych kul obréconych. W pracy badamy zagadnie-
nie Dirichleta, w ktérym warunki brzegowe wyrazone sg w terminach wartosci po-
szukiwanej funkcji poliharmonicznej na sferach obréconych. Jako wniosek otrzy-
mujemy m.in. wlasnosé wartosci sredniej dla funkeji poliharmonicznych. Nastep-
nie wprowadzamy pojecie poliharmonik sferycznych, jest to naturalne uogélnie-
nie harmonik sferycznych. W szczegélnosci rozwijamy teorie poliharmonik stre-
fowych, co pozwala nam, analogicznie jak w przypadku do harmonik strefowych,
skonstruowac jadro Poissona dla funkcji poliharmonicznych na sumie kul obréco-
nych. Znajdujemy réwniez reprezentacje poliharmonicznego jadra Poissona oraz
poliharmonik strefowych w terminach wielomianéw Gegenbauera. Dalej w pra-
cy rozwazamy poliharmoniczng przestrzen Bergmana na sumie kul obréconych.
Korzystajac z poliharmonik strefowych wyprowadzamy wzory na jadro tej prze-
strzeni. Ponadto badamy takze wazone jadro Bergmana. Podobnie postepujac jak
dla niewazonej przestrzeni Bergmana, wyprowadzamy wazone jadro Bergmana
dla tej przestrzeni. Na koniec pokazujemy zwiazek miedzy jadrem poliharmonicz-
nym Bergmana na sumie kul obréconych a jadrem Cauchy’ego-Hua dla funkcji

holomorficznych na kuli Liego.



Abstract

The aim of this paper is to study the properties of the polyharmonic func-
tions on the union of the rotated unit Euclidean balls. In the paper we examine
the Dirichlet type problem for the polyharmonic functions, where the boundary
conditions are given only in the terms of the solution. As an application we get
among others the mean value property for the polyharmonic functions. Next we
introduce and develop the notion of spherical polyharmonics, which are a natural
generalisation of the spherical harmonics. In particular we study the theory of zo-
nal polyharmonics, which allows us, analogously to zonal harmonics, to construct
Poisson kernels for polyharmonic functions on the union of rotated balls. We find
also the representation of Poisson kernels and zonal polyharmonics in terms of
the Gegenbauer polynomials. Furthermore, we consider the polyharmonic Berg-
man space for the union of the rotated unit Euclidean balls. Using so called zonal
polyharmonics we derive the formulas for the kernel of this space. Moreover, we
study the weighted polyharmonic Bergman space. By the same argument we get
the Bergman kernel for this space. Finally, we show the connection between the
Poisson kernel for polyharmonic functions on the union of rotated balls and the

Cauchy-Hua kernel for holomorphic functions on the Lie ball.
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Wstep

Funkcje poliharmoniczne to jedno z podstawowych poje¢ wystepujacych w teorii row-
nan rozniczkowych czastkowych. Funkcje te byty i sg nadal obiektem wielu badan nauko-
wych. Powstato wiele prac dotyczacych tej klasy funkcji. Bardzo duzo informacji o nich
mozna znalezé w samej tylko monografii [I]. Funkcje poliharmoniczne czesto wystepuja
przy badaniu zagadnien brzegowych. W monografii [10] znajdziemy wiele takich zagad-
nien dla rownan poliharmonicznych, na przyktad zagadnienie Dirichleta z warunkami
Naviera, tj. warunkami zawierajacymi laplasjany poszukiwanej funkcji na brzegu danego
zbioru. Podobne zagadnienie jest rozpatrywane w pracy [3], tutaj jest ono sprowadzane
do zagadnienia Riemanna dla funkcji polianalitycznych. Z kolei w pracy [5] rozwazane jest
zagadnienie Dirichleta, w ktérym warunki brzegowe okreslone sa przez funkcje catkowalne
w pewnej potedze. Wprowadza sie przy tym ciag jader Poissona, otrzymujac reprezentacje
catkows dla rozwiazania badanego zagadnienia. W pracy [22] podawane sa twierdzenia
o rozktadzie dla funkcji poliharmonicznych z przestrzeni Bergmana i Hardy’ego. W pra-
cach [28] i [29] badane sa przestrzenie poliharmoniczne Bergmana i ich jadro reprodu-
kujace. Waznym wynikiem dotyczacym funkcji poliharmonicznych jest wlasno$¢ wartosci
sredniej, ktora wynika z tzw. formut Pizzettiego. Formuty te pochodza z prac [15] i [18]
(zob. réwniez [16] i [I7]). O formutach Pizzettiego i wlasnosci wartosci éredniej jeszcze
bedziemy méwic¢ bardziej doktadnie, gdyz stanowig one tak naprawde gtéwny powdd, dla
ktérego zajmujemy sie funkcjami poliharmonicznymi na sumie obréconych kul euklideso-

wych.

W niniejszej pracy rozwazamy inne zagadnienie Dirichleta dla funkcji poliharmonicz-
nych niz te wymienione wyzej. Zagadnienie to stanowi punkt wyjscia do naszych dalszych

badan. Mianowicie rozwazamy zagadnienie, w ktérym warunki brzegowe nie zawieraja



WSTEP

pochodnych poszukiwanej funkcji jak to ma miejsce we wspomnianych zagadnieniach.
Tutaj warunki brzegowe sg wyrazone w terminach wartosci szukanej funkcji na sferach

obréconych. Doktadniej, w pracy bedziemy sie zajmowac¢ nastepujacym zagadnieniem:

Niech B, S C R"™ bedg odpowiednio kulag i sferg jednostkowa. Znalez¢ funkcje polihar-
moniczng u rzedu p na zbiorze E =Ui_ 0 ¢ B taka, ze u jest funkcja ciagla na B U Sp,
gdzie 5 Up g€ 5 S ktora spelia nastepujace warunki brzegowe

kmi

u(z) = fr(x) dla ze€er S,

gdzie fir sa danymi funkcjami ciagtymi odpowiednio na e S dla k = 0,1,...,p— 1.
Zagadnienie takie bedziemy zapisywa¢ symbolicznie:

~

APy(z) =0, € B, 0.1)

u(z) = fr(x), z€ 6%57 k=0,1,....,p—1.

Widzimy, ze dla p = 1 zagadnienie powyzsze jest klasycznym zagadnieniem Diri-
chleta dla funkcji harmonicznych, ktore posiada jednoznaczne rozwigzanie w postaci calki
Cauchy’ego-Poissona. Motywacja do badania takiego zagadnienia, a co za tym idzie funkcji
poliharmonicznych na sumie kul obréconych, pochodzi z prac [15] oraz [21],
w ktorych autorzy podaja tzw. formuly Pizzettiego dla operatora AP. Zgodnie z formuta-
mi Pizzettiego $rednie catkowe funkcji analitycznej u odpowiednio po kulach obréconych

T+ Ui;:‘) G%B(O, r) 1 sferach obréconych =+ Ui;:‘) G%S(O, 1), dane odpowiednio wzorami:

1 pt ki
Mao(u;2,7) = Z/ (x+erry)dy,
P (54,
posiadaja rozwiniecia A
& APuy(r)

TQP] 7

cT,T) = 3 Au(a)
Mas(u; 2,7) ;)4193‘ (g+1)pj (p7)!

gdzie (a)p :=a(a+1)...(a+k —1) dla k € N oznacza symbol Pochhammera, zas w;,, €2,

T2pj

?

oznaczaja odpowiednio pole powierzchni sfery i kuli jednostkowej z R™. Latwo zauwazy¢

10



WSTEP

zatem, ze jesli u jest funkcja poliharmoniczng rzedu p, to u posiada wlasno$é wartosci
sredniej na domknietych kulach obréconych zy + Ui;é e%P(O, T):
Z/ z+er TC ds(¢)

oraz

Z/ x+ek;”ry ) dy.

Q15 B
W szczegdélnosci oznacza to, ze wartos¢ funkeji poliharmonicznej u w zerze jest jedno-
znacznie okreslona przez wartosci brzegowe funkcji u na odpowiednich obroconych sferach

jednostkowych:
ki
u(0) / u(e» r¢)dS(Q).
pwn k=0 %

Tu pojawia sie naturalne pytanie, w jaki sposob okresli¢ wartosci funkcji poliharmonicznej
na catej sumie kul obréconych Bp w terminach wartosci brzegowych — odpowiedz stanowi

twierdzenie:

Twierdzenie. Zagadnienie Dirichleta (0.1]) jesli posiada rozwiazanie, to jest ono jedno-

znaczne 1 okreslone wzorem

uw)= =5 [ p e asio 0:2)

POn =o% ler x — ("

Oczywiscie dla p = 1 wzoér w powyzszym twierdzeniu pokrywa sie ze znanym wzorem

Cauchy’ego-Poissona dla funkcji harmonicznych:

1 r1—|z|?
u(z) = — mf (€)dS(¢)
gdzie funkcja
1— |z
P =
@0 = e

jest harmonicznym jadrem Poissona dla kuli jednostkowej B. Tu takze pojawia si¢ kolejne
pytanie, jak okresli¢ jadro Poissona dla sumy obréconych kul, poniewaz sam wzor (0.2))

nie dostarcza nam takiej informacji.

7 drugiej strony wiemy z teorii funkcji harmonicznych, ze harmoniczne jadro Poissona
mozemy wyznaczy¢ w terminach harmonik strefowych, ktore sa szczegdlnym przypadkiem

harmonik sferycznych. To sugeruje nam wprowadzenie pojecia poliharmonik sferycznych

11



WSTEP

jako obciecie wielomianéw poliharmonicznych jednorodnych do zbioru §p. Kluczowa tutaj
role odgrywa przestrzen Hilberta L2(§p), tj. przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem

na §p z iloczynem skalarnym okre$lonym nastepujaco:

Fa)s, = [ 565 0g(e 0 do ), 0.3

5 J=0

gdzie o jest unormowang miara powierzchniows na S. Wprowadzenie takich przestrzeni
pozwala nam wyprowadzi¢ poliharmoniczng wersje twierdzenia o rozkltadzie ortogonalnym
przestrzeni L?(S) (zob. [2, Theorem 1]). Dowodzimy mianowicie, ze przestrzen L2(S,) jest

~

sumg prostg przestrzeni HE (S,) poliharmonik sferycznych stopnia m i rzedu p (Twier-

dzenie :
L2<§p) = @ an(gp>-

m=0
Dzieki temu twierdzeniu mozemy rozwazaé przestrzen H2 (S,) jako skoficzenie wymiaro-
wa, przestrzen Hilberta z iloczynem skalarnym (0.3) indukowanym z przestrzeni L*(S,).
To z kolei pozwala nam wprowadzi¢ tzw. poliharmoniki strefowe ZP (z,() analogicznie

do harmonik strefowych. Korzystajac z wtasnosci poliharmonik strefowych otrzymujemy

oczekiwane wzory na poliharmoniczne jadro Poissona dla zbioru B):

Twierdzenie. Poliharmoniczne jadro Poissona posiada nastepujace rozwiniecie

S 1 — [P
Py(a.Q)= Y Z2(x,0) =
p(x> C) mz::(] m(m’ C> (xQZQ o QxZ + 1)71/2

dla ze€ B, (€S,

Korzystajac z ostatniego twierdzenia mozemy podaé¢ zatem rozwigzanie zagadnienia
1) w terminach tzw. catki poliharmonicznej Poissona P,[f] := (f, By(-,x))g , gdzie
p
f=fjna er S

Majac juz wzér na jadro poliharmoniczne Poissona a takze poliharmoniki strefowe oraz
sugerujac sie teorig funkcji harmonicznych rozwazamy przestrzen Bergmana dla zbioru

Ep, ktora sktada sie z funkcji poliharmonicznych na Ep i spetniajacych warunek




WSTEP

Okazuje sie, ze jest ona przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

1”1 i #
S e i
pkO

Tutaj znowu naszym celem jest znalezienie jadra reprodukujacego, zwanego jadrem Berg-
mana, dla poliharmonicznej przestrzeni Bergmana. Wykorzystujac jadro Poissona, poli-
harmoniki strefowe i inne wtasnosci oraz postepujac podobnie jak dla harmonicznej prze-

strzeni Bergmana dostajemy wzory na jadro Bergmana:

1 o0

R,(x,y) = o Zo(n—l—Zm)Zﬁl(a:,y)
= nfll (nP (x,y) + jP (tz, ty) t:1>

(n — 4p)[x P2 |72 + (8pay — n — 4p) |2 |7 + n(1 — |2[*[7]*)
(1 — 227 + |z|?[g]?)/2H1 '

Zauwazmy jeszcze, ze nasze poliharmoniczne jadro Poissona P,(x, () ma podobna postaé
do jadra harmonicznego Poissona P(x, () (oczywiscie dla p = 1 jest to ta sama funkcja)
jak i tzw. jadra Cauchy’ego-Hua H(z,w):

1
(z2w? — 22w + 1)™/2

H(z,w) =

Funkcja H(z,w) jest jadrem reprodukujacym dla funkcji holomorficznych na kuli Liego
i cigglych na sferze Liego (por. [21, Theorem 5.7]]), tzn. jesli f € O(LB)NC(LB U LS),
to

= /H(z,w)f(w) do(w) dla ze€ LB.

Okazuje sig, ze rzeczywiscie istnieje zwigzek pomiedzy funkcjami poliharmonicznymi

a funkcjami holomorficznymi, m.in. prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie. Niech u € O(LB) N C(LB), wéwczas istnieje ciag funkcji poliharmonicz-

nych (up)o2;,up, € Aav (B,), wzrastajacego rzedu p taki, ze u, = ulg oraz
P

lim w,(z /H z,w)u(w)do(w) =u(z) dla z € LB.

p—00

Praca zostata podzielona na 5 rozdzialéw. Pierwszy rozdzial ma charakter wprowa-
dzajacy. Rozdzial drugi oparty jest na wynikach pracy [I1], trzeci i piaty na wynikach
pracy [12], za$ czwarty na pracy [13]. Wiele dowodéw bazuje na dowodach pochodzacych

z monografii [2], z ktorej tez byly czerpane inspiracje do badan.
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W rozdziale pierwszym podajemy podstawowe pojecia i oznaczenia jakimi sie bedziemy
dalej poshugiwaé¢, przypominamy pojecie m.in. funkcji harmonicznej, poliharmonicznej,
pojecie kuli i sfery Liego. Ponadto przypominamy fakty znane z teorii funkcji harmo-
nicznych i poliharmonicznych, np. wzér Cauchy’ego-Poissona na rozwigzanie zagadnienia
Dirichleta, a takze twierdzenie Almansiego. Oprocz tego pokazujemy, ze kazda funkcja po-
liharmoniczna na kuli jednostkowej B przedtuza sie na kule obrécona ¥ B dla dowolnego
¢ € R (Lemat . Wykorzystujemy przy tym wspomniany wzér Cauchy’ego-Poissona
oraz twierdzenie Almansiego. W rozdziale 1 przypominamy réwniez twierdzenie Siciaka
(Stwierdzenie o holomorficznym przedtuzeniu funkcji harmonicznych na kuli B na
kule Liego LB.

Rozdzial drugi jest poswiecony wspomnianemu na poczatku zagadnieniu Dirichleta
. Pokazujemy, ze jesli zagadnienie to ma rozwigzanie to jest ono jednoznaczne i ma
postac sumy calek typu Poissona (Twierdzenie. Na poczatku dowodzimy odpowiednik
twierdzenia Almansiego, w ktorym podajemy wygodna postaé funkeji poliharmonicznych
dla naszego zagadnienia (2.1)) (Lemat . W rozdziale 2 podajemy takze wnioski z Twier-
dzenia 2.1} m.in. rozwiazujemy zagadnienie Dirichleta w ogélnym przypadku, tzn. dla kuli
B(a,r) z warunkami brzegowymi na zbiorze a + Uﬁ;é ¢'s B (Wniosek skad otrzymu-
jemy wspomniana wczesniej wasno$é wartosci sredniej (Wniosek a takze rozwigzanie

na zewnetrzne zagadnienie Dirichleta odpowiadajace zagadnieniu ((0.1)) (Wniosek .

W rozdziale trzecim rozwazamy przestrzen wielomianéw poliharmonicznych jedno-
rodnych na C". Przypominamy przy tym gtéwne wtasnosci wielomianéw harmonicznych
i prébujemy je przenies¢ na wielomiany poliharmoniczne (Stwierdzenia , , , poda-
jemy przy tym wersje twierdzenia Almansiego dla wielomianéw jednorodnych (Stwierdze-
nie . Nastepnie wprowadzamy tzw. poliharmoniki sferyczne jako obciecie wielomianow
poliharmonicznych jednorodnych do zbioru gp, podajemy ich wlasnosci (Wnioski , ,
oraz Stwierdzenia i , a takze dowodzimy twierdzenie o rozktadzie ortogonal-
nym przestrzeni L2(§p) na sume prosta przestrzeni poliharmonik sferycznych (Twierdzenie
. Dzieki wspomnianemu twierdzeniu w nastepnym kroku mozemy, na wzor harmonik
strefowych, zdefiniowaé¢ poliharmoniki strefowe. Przenosimy przy tym wtasnosci harmo-
nik strefowych na poliharmoniki (Stwierdzenie , Stwierdzenie . Znajdujemy przy
tym zwiazek poliharmonik z harmonikami strefowymi (Twierdzenie oraz podajemy

14
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rozktad ortogonalny z Twierdzenia [3.1|dla funkcji z przestrzeni L*(S,) (Twierdzenie .
W rozdziale trzecim definiujemy ponadto poliharmoniczne jadro Poissona dla f?p ip-ta
catke Poissona dla funkcji ciagtych na gp. Podajemy wtasnosci catki Poissona (Stwierdze-
nia , i Whniosek znajdujac ostatecznie wzory na wspomniane jadro Poissona
(Twierdzenie jego podstawowe wlasnosci (Stwierdzenie , a takze jego zwiazek
z zagadnieniem Dirichleta (Twierdzenie. Na koniec trzeciego rozdziatu wyprowa-
dzamy m.in. wzér jawny na poliharmoniki strefowe, wykorzystujac przy tym wielomiany

Gegenbauera (Twierdzenie [3.6).

W kolejnym rozdziale badamy przestrzen poliharmoniczng Bergmana dla zbioru Ep.
Pokazujemy m.in. ze jest ona przestrzenia Hilberta (Wniosek. Wykorzystujac wlasno-
sci poliharmonik sferycznych wyprowadzamy wzor na poliharmoniczne jadro Bergmana
w terminach poliharmonik strefowych (Twierdzenie , skad dostajemy wzor jawny na
to jadro (Twierdzenie . Ponownie stosujac Twierdzenie i poliharmoniki strefowe
dostajemy wzor na poliharmoniczne jadro Bergmana w terminach harmonicznego jadra
Bergmana i harmonicznego jadra Poissona (Twierdzenie . W kolejnej czesci rozdziatu
czwartego zajmujemy sie poliharmoniczng przestrzenia wazona Bergmana. Postepujac po-
dobnie jak w przypadku przestrzeni Bergmana bez wag pokazujemy, ze jest ona przestrze-
nia Hilberta (Wniosek i dostajemy odpowiednie wzory na jej jadro reprodukujace, tj.
niewazone jadro poliharmoniczne Bergmana (Twierdzenia i . Korzystajac z tzw.

pochodnych utamkowych dostajemy kolejna postaé jadra wazonego Bergmana (Twierdze-

nie .

W ostatnim rozdziale badamy zwiazek funkeji poliharmonicznych na Ep z funkcjami
holomorficznymi na kuli Liego LB. W tym celu przypominamy kilka faktéw dla funkcji
holomorficznych na LB w tym jadro Cauchy’ego-Hua. Nastepnie porownujemy polihar-
moniczne jadro Poissona dla Ep z jadrem Cauchy’ego-Hua dla kuli Liego (Stwierdzenie
, a takze pokazujemy, ze dla kazdej funkcji holomorficznej na kuli Liego i ciagltej na
sferze Liego istnieje cigg funkcji poliharmonicznych wzrastajacego rzedu, ktory zbiega
do tej funkcji . Jako wniosek otrzymujemy wlasnos¢ wartosci sredniej dla funkcji
holomorficznych na LB (Wniosek .
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

W tym rozdziale podamy podstawowe definicje i oznaczenia jakimi si¢ bedziemy po-
stugiwa¢ w calej pracy. Przypomnimy m.in. pojecie funkcji harmonicznych, poliharmo-
nicznych, czy tez definicje kuli i sfery Liego. Ponadto przypomnimy kilka znanych faktéw
z teorii funkcji harmonicznych i poliharmonicznych, w tym catke Poissona dla funkcji
harmonicznych, wtasnosci jadra Poissona dla kuli, twierdzenie Almansiego czy wreszcie
twierdzenie Siciaka o przedtuzaniu funkcji harmonicznych z kuli rzeczywistej na kule Lie-
go. Podamy przy tym lemat o przedtuzaniu funkcji poliharmonicznych z kuli rzeczywistej

na kazda kule obrécong o dowolny kat.

1 Pojecia wstepne

Niech x = (x1,...,2,) € R", wtedy norme rzeczywista z = definiujemy nastepujaco

. 1/2
=1

Kula i sferg rzeczywistg o srodku a € R™ i promieniu 7 > 0 bedziemy nazywaé¢ odpowiednio

zbiory

B(a,r)={z e R": |z —a| <1},

S(a,r) ={zx e R": |z —a| =1}.

17



ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

Przyjmujemy przy tym oznaczenia dla kuli i sfery jednostkowej: B := B(0,1) oraz
S = 5(0,1). Przez Q,,w, oznaczamy odpowiednio objetos¢ kuli B i pole powierzchni

sfery S, przy czym

T
Qn = y  Wn = nQn
0G+1)
Niech teraz z = (z1,...,2,) € C", wtedy norme zespolona dla z okreslamy w naste-

pujacy sposob:

. 1/2
2] = (Z Isz%) :
j=1

W naszej pracy bedziemy czesto uzywaé rzeczywistej normy dla wektoréw z € C™:

gdzie |Z]’% = ijj'

. 1/2
|z| = (szg) dla z=(z1,...,2,) € C",

przy czym przez pierwiastek kwadratowy w powyzszym wyrazeniu rozumiemy algebra-
iczny pierwiastek kwadratowy, gdzie gataz jest brana wzdtuz nieujemnej osi rzeczywiste;j.
Oczywiscie funkcja | - | nie jest normag na C", poniewaz przyjmuje wartosci zespolone

i stad funkcja |z — w| nie jest metryka na C".

W pracy bedziemy gltéwnie rozwazaé wektory zespolone postaci z = ez, gdzie x € R".
W tym przypadku mamy |e"¢z| = |e“|g|z|, gdzie |e"¥|r jest galezia pierwiastka Ve,

zdefiniowang jako
elPtm) = e dla ¢ € (-, -7
€] = Vere = { cie dla e (3,3
™™ = —¢% dla ¢ € (%,7).
Dla zbioru G C R" i kata ¢ € R definiujemy zbiér obrécony e“°G nastepujaco

G = {%z:x € G}.

W niniejszej pracy bedziemy gtéwnie rozwazaé funkcje okreslone na sumie obréconych

jednostkowych kul i sfer euklidesowych:




1. POJECIA WSTEPNE

oraz

=1
~ T
Sp::UepS,
k

=0

gdzie p € N.

Przejdzmy do kolejnych oznaczen. Niech G C R"™ bedzie zbiorem otwartym. Przez
A(G) oznaczamy zbior wszystkich funkcji analitycznych na G. Méwimy, ze f € A(e?G)
wtedy i tylko wtedy, gdy f,(z) := f(e"?z) € A(G). Zbiér postaci

Aa(G) :={f € A(G) - A.f = 0}

nazywamy przestrzenia funkeji harmonicznych na G, gdzie operator A, oznacza laplasjan

na R™:
0? 0? 0?

A= % 442
02 o T T

Analogicznie definiujemy rodzing A (e*?G) funkcji harmonicznych na e*G. Zauwaz-

my, ze [ € Aa(e"?G) wtedy 1 tylko wtedy, gdy f, € Aa(G).

Zamieniajac teraz w powyzszych definicjach operator Laplace’a A, przez jego p-ta

iteracje AP, tj. operator zdefiniowany indukcyjnie

Ap = API(A,) dla p>2
A}c =A,,

definiujemy kolejno przestrzenie funkcji poliharmonicznych rzedu p, tj. Aar(G), Aar (e G).

Niech teraz U bedzie zbiorem otwartym w C". Oznaczmy przez O(U) zbiér funkcji

holomorficznych na U. Zbiér postaci
Oa(U) ={f € OU): A.f =0}

nazywamy przestrzenia funkcji harmonicznych zespolonych na U, gdzie A, oznacza ze-
spolony operator Laplace’a na C™:

0*  0? 02

Av= sttt =
022 022 022

Podobnie jak Aa»(G) wprowadzamy przestrzen Oa»(U) funkcji poliharmonicznych
zespolonych rzedu p na U. Jedli nie bedzie to powodowato zadnych nieporozumien, to

zamiast A, A, bedziemy pisa¢ po prostu A.
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

Zauwazmy, ze f € A(G) (odpowiednio f € Ax(G), f € Aar(G)) wtedy 1 tylko wtedy,
gdy istnieje otwarte zespolone otoczenie U dla zbioru G (tzn. U jest otwarty na C" oraz
G C U) takie, ze f przedtuza sie do holomorficznej funkcji f e O(U) (odpowiednio
f € OAU), f € Oar(U)). Méwimy wtedy, ze funkcja f przedhuza sie holomorficznie
do funkcji f , ktora nazywamy zespolonym, holomorficznym (odpowiednio harmonicznym,
poliharmonicznym) przedtuzeniem funkcji f. Oczywiscie taka sama wtasnos¢ jak powyzej

zachodzi jedli zastapimy zbiér rzeczywisty G C R™ przez zbiér obrécony e#G.
J

Niech G bedzie dowolnym podzbiorem zbioru R™ albo C". Przez C(G) oznaczamy
przestrzen funkeji ciagtych na G.

Niech teraz G bedzie otwartym podzbiorem zbioru R™ albo C" oraz k > 0 bedzie liczba
naturalng. Przez C*(G) bedziemy oznaczaé przestrzen funkcji k-krotnie rézniczkowalnych

w sposéb ciagly na G.

2 Kula i sfera Liego

Przyjmijmy nastepujace definicje.
Definicja 1.1. Kulg Liego o promieniu r > 0 nazywamy zbiér postaci
LB(0,7):={2z€ C": L(z) < r},
gdzie L(z) oznacza norme Liego okreslona wzorem

2) =\l + VI = 21,

przy czym zzzzf—l—zg%—---%—zfl.
Sferg Liego o promieniu r > 0 nazywamy zbiér postaci
LS(0,r) = {e¥z: ¢ € R, x € S(0,7)}.

Przyjmujemy przy tym oznaczenie LB := LB(0,1) oraz LS = LS(0, 1).

bLatwo zauwazy¢, ze LS C OLB. Istotnie, jedli z = ez, 2 € S, to
L) = L(evn) =y llewal2 + [lewallt — ()T
— el + lall = 222 = lol2 + lal* — fol* =1,
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2. KULA I SFERA LIEGO

bo |2?|c =22 + a2 + -+ 22 = |z)> = 1.

Nalezy jednak zanotowadl, ze inkluzja w druga strone nie zachodzi, tzn. LS # OLB.

Przyktad 1.1. Niech n = 2, woéwczas norma Liego dla wektora z = (21,2) € C* ma
postaé (por. [§]):

L(z) = L(z1, 22) = max |z, £ izoc.

WeZzmy wektor z = (21, 23), gdzie z; = % + %, 2y = § — % Wtedy

. 1 V3 in
|21+ZZQ|C—|2+2C—63C—1,
1 4 —3v3 13 —6+4/3
|21 —izalc = |+ V3 = \/_%0,54<1.
2 6 |c 3

W konsekwencji dostajemy, ze L(z) = 1, czyli z € OLB. Przypu$témy, ze z € LS, wtedy
istniejg x1, 79 € S oraz p € R takie, ze (21, 22) = (w1, €xy). Zatem

11—-3v3

1
g 7L

23+ x5 = |21 + |22|E = €13 + €% m2|2 = |21]E + 22| =

skad otrzymujemy sprzeczno$¢, bo z zalozenia x? + x3 = 1.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze sfera Liego nie jest calym brzegiem kuli Liego,
ale tylko jego czescig. Nie bez powodu jednak rozwaza sie taki zbior. Otéz sfera Liego
jest brzegiem Szylowa dla kuli Liego, ktéra z kolei jest jednym z czterech tzw. zbioréw

Cartana (zob. [14]).

Definicja 1.2. ([7], str. 203) Méwimy, ze zbiér D jest brzegiem Szylowa dla zbioru
U C C™, jesli D jest najmniejszym, w sensie zawierania, domknietym podzbiorem zbioru

OU takim, ze dla dowolnej funkeji f € O(U) N C(U) zachodzi zasada maksimum, tzn.:

max |f(2)lc = max |f(2)|c

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze zbiory B, Bp, LB oraz S, §p, LS sa podzbiorami prze-

strzeni C", przy czym zachodzg natychmiastowe inkluzje

B=B,CB,C By, C LB

=

oraz

S =235

N
bS]
N
g
N
=~
W

dla dowolnego k,p € N, k,p > 1.
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

3 Przedluzenie analityczne

Przypomnijmy kilka znanych faktéw dotyczacych funkeji harmonicznych.

Stwierdzenie 1.1. ([2, Theorem 1.21]) Jedli f € Axr(B)NC(B), to
f@) = — [ P, f(QdS ()
"

gdzie funkcja
1—a?

IEENE
jest harmonicznym jgdrem Poissona dla kuli B, za$ dS(() oznacza miare powierzchniowa

na S.

Pz, ()

Stwierdzenie 1.2. ([2, Theorem 1.20]) Jadro Poissona ma nastepujace whasnosci:
(a) funkcja P(-,() jest harmoniczna na B dla dowolnego ¢ € S;

(b) dla dowolnego x € B jest

[ P, 0ds) =1
"

(¢) P(z,¢) > 0 dla dowolnego = € B, ¢ € S;
(d) niech 6 > 0, wtedy dla dowolnego n € S jest
P(z,¢)dS(¢() =0 gdy = —n.
I¢—n[>d
Stwierdzenie 1.3 (Rozwiniecie Almansiego, [1, Proposition 1.2, Proposition 1.3]). Funk-

cja u € Apr(B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja jednoznacznie okreslone funkcje
ho, hl, ey hp,1 S AA(B) takie, ze

u(x) = ho(z) + |z|*hy(2) 4+ ... + 2P Vh, () dla =€ B. (1.1)

Dowdd. Dowdd, pochodzacy z monografii [1], przeprowadzimy metoda indukeji po p. Jesli
p =1, to teza jest oczywista. Zatézmy, ze teza twierdzenia zachodzi dlap =q— 1,9 > 1.
Niech u bedzie funkcjg poliharmoniczng rzedu g na B. Poniewaz Au jest funkcjg polihar-

moniczng rzedu g — 1, to z zatozenia indukcyjnego istnieja jednoznacznie okreslone funkcje
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3. PRZEDLUZENIE ANALITYCZNE

gr, k=0,1,...,q — 2, harmoniczne na B takie, ze

Au = Z szgk Z o 29k 1(
k=0

gdzie ¢ = |z|. Dla zadanych funkcji harmonicznych hg, hy, ..., h,—1 zatem jest

Aufz) = Zigwgk_xx)

Ohy
_ Z S [zuf < 14 ) b+ 4ko ! ] (1.2)
k=1

gdyz A(fg) = Af + 2V fVg + Ag dla dowolnych funkeji klasy C?(B). Z jednoznacznosci
rozwiniecia Almansiego dla funkcji Au wystarczy znalezé funkcje harmoniczne hy na B

spelniajgce rownanie
Ohy
do

dla £ = 1,...,q — 1. Mnozac obie strony ostatniej rownosci przez o

4k(k—1+ )hk+4kg = gp_1

k=24n/2 § wykonujac

odpowiedni rachunek dostajemy

n ahk 1
b1+ Y 22y k—1+n/2 — k2iny2,
( +2>Q kTt o 90 4kQ k-1,

czyli

—1+n ' 1 —2+4n
(1 /Qhk)g = " g .

4k

Po scatkowaniu ostatniej réwnosci otrzymujemy
Qk 1+n/2h (99 k /tk 2+n/29 B (t@)d

gdzie x = 00 € B,0 € S, dokonujac pod znakiem calki podstawienia 7 = o~ 't otrzymamy

wowcezas

1
—i4n 1 —24n/2_k—2+4n
oF 1 /2hk($) _ ﬂ/Qk 24n/2_k—2+ /Qng,l(Tx)dT,

skad ostatecznie mamy dla dowolnego £k =1,2,...,q — 1

1
1
hi(z) = oy /Tk_QJ’"/ng_l(Tx)dT.
0

Rézniczkujac pod znakiem catki w ostatniej réwnosci wnioskujemy, ze funkcje hy sa har-

moniczne na B. Ktadac
qg—1
ho(z) = ul(w) = |2*hy(x)
k=1

latwo dostajemy, ze funkcja hg jest réwniez harmoniczna na B na mocy (1.2)). H
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

Korzystajac ze Stwierdzenia [I.1]1 z rozwiniecia Almansiego udowodnimy nastepujacy

lemat o przedtuzaniu funkcji poliharmonicznych z kuli B na kule obrécone.

Lemat 1.1. Niech ¢ € R oraz u € Aa»(B), wowczas u przedtuza sie analitycznie do

Uy € AAP (BWB) .

Dowdéd. Zalézmy najpierw, ze u € Aa(B). Niech r € (0,1) bedzie ustalone oraz niech
u-(zr) = wu(rz) dla z € B. Zauwazmy, ze u, jest harmoniczna na B i ciaglta na jego
domknieciu B. Zatem, na mocy Stwierdzenia , dla dowolnego x € B mamy

1 1—|z?

o] o=

up(2) = u(r¢) dS(Q). (1.3)

Oznaczmy przez u,,(z) funkcje zdefiniowana przez prawa strone réwnania dla
r € e B. Pokazemy, ze tak okreslona funkcja jest dobrze okredlonym analitycznym prze-
dtuzeniem funkeji u, na zbiorze ¢*? B oraz u,., € Aa(e"?B). W tym celu rozwazmy funkcje
pomocnicza v, na B okreslong wzorem
— |2

u(r¢) dS(Q).

. 1 1
Ur(@) 1= urp(e¥r) = — / Tevz —(Jm
"s

Musimy wykazac, ze v, jest dobrze okreslona oraz analityczna w sensie rzeczywistym na

B. W tym celu wystarczy udowodni¢, ze istnieje € > 0 takie, ze
. . ie,. _ ~n
érelgdlst <|e x — (| ,0) > e.
Ze zwartosci S jest to réwnowazne warunkowi
ez —(|"#0 dla (€S (1.4)

Poniewaz | - | nie jest normg na C", to zauwazmy, ze nie wystarczy pokazaé, ze e’z # (.
Zalézmy, ze warunek ((1.4)) nie zachodzi, tzn. |’z — {|* = 0 dla pewnego ¢ € S. Wtedy
> <€w$k - Ck) =0

k=1

lub réwnowaznie

elz]* + e —22¢ = 0.

Poniewaz cze$é urojona lewej strony powyzszej réwnosci musi byé réwna 0 wiec |z| = 1

dla ¢ # km — sprzeczno$¢, bo x € B. Jesli o = km, to dla k = 0,2,4,... otrzymamy
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3. PRZEDLUZENIE ANALITYCZNE

e%r — (| =lr—(| #0zasdla k =1,3,5,... dostajemy |e’z — (| = |z + (| # 0, co

rowniez daje sprzecznosc.

Z powyzszych rozwazai wnioskujemy, ze u,, € A(e'¥B). Ponadto, jesli u, oraz .,
oznaczaja zespolone przedtuzenia holomorficzne odpowiednio funkcji u, oraz u,,, to
z istnieje zespolone otoczenie U zera, takie, ze u,(z) = U, ,(2) dla z € U. Oznacza
to, ze u, przedluza si¢ analitycznie do funkcji u,, € A(e'¥B) za$ u przedluza sie ana-
litycznie do funkeji u, € A(e”B(0,r)). Zatem Au takze jest analitycznie przediuzalny
do Au, € A(e'B(0,7)). Z drugiej strony, poniewaz Au = 0 na B, to z jednoznacznosci
przedtuzenia analitycznego réwniez musi by¢ Au, = 0 na ?B(0,r). W konsekwencji
otrzymujemy, ze u, € Aa(e?B(0,7)). Poniewaz to zachodzi dla dowolnego r € (0,1), to

funkcja u, € Aa(e"?B) jest analitycznym przedtuzeniem funkcji u.

Jesli wiec u jest funkcja poliharmoniczng na B, to ze Stwierdzenia [1.3| oraz z powyz-

szych rozwazan wnioskujemy, ze u, jest réwniez poliharmoniczna na e B. O]

Uwaga 1.1. Podobnie mozemy pokazaé¢, ze jesli u € AxrB(a,r), to u przedtuza sie

analitycznie do u, € Aar(a + €% B(0,7)).

Lemat moéwi, ze kazda funkcja poliharmoniczna na kuli B przedtuza sie analitycznie
na kule obrécong o dowolny kat. Kolejne twierdzenie méwi z kolei o przedtuzaniu funkcji

harmonicznych na wigkszy zbiér — kule Liego.

Stwierdzenie 1.4 (Twierdzenie Siciaka [26, Theorem D], takze [0, Theorem 1]
i [21, Theorem 3.38]). Kula Liego LB(0,) jest harmoniczna otoczka zbioru B(0, ), tzn.

kazda funkcja harmoniczna na B(0, r) przedtuza si¢ holomorficznie na kule Liego LB(0, 7).

Oczywiscie w powyzszym stwierdzeniu zamiast funkcji harmonicznej mozemy wstawic¢
funkcje poliharmoniczng dowolnego rzedu na mocy rozwiniecia Almansiego. Zanotujmy
jeszcze, ze Stwierdzenie implikuje Lemat , latwo bowiem zauwazy¢, ze e B jest

zawarty w kuli Liego LB dla dowolnego ¢ € R. Istotnie, niech x € B, wtedy

Le72) = laf + yfalt — foererealt = o] < 1.

Z powyzszego rachunku, z twierdzenia Siciaka i z twierdzenia Almansiego otrzymujemy

wiec od razu Lemat [T.1] a takze nastepujacy wniosek:
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

Whiosek 1.1. Jesli u € Aar(B), to u € Oar(LB) (tzn. u przedtuza sie holomorficznie
na kule Liego).

Na zakoniczenie zanotujmy jeszcze ogdlniejsza wersje Stwierdzenia [I.1}

Stwierdzenie 1.5 (Theorem 3 (Poisson formula) [21]). Jesli f € OA(LB)NC(LB), to

fe) =L [T pgasie)

72 —
Wn g (22C7 = 22¢ 4 1)"/2

dla z € LB.
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Rozdziat 2

Zagadnienie Dirichleta dla funkcji

poliharmonicznych

W rozdziale tym bedziemy rozwazaé zagadnienie Dirichleta, o ktorym wspomnielismy
we wstepie. Najpierw udowodnimy wersje twierdzenia Almansiego wygodna do znalezienia
rozwigzania wspomnianego problemu, dzieki temu nasze zagadnienie sprowadzimy do za-
gadnien Dirichleta dla funkeji harmonicznych. Korzystajac nastepnie ze Stwierdzenia 1.1
otrzymamy rozwigzanie naszego zagadnienia. W oparciu o to rozwiazanie wyprowadzimy
kilka wnioskéw w tym wazna wlasnos¢ wartosci sredniej dla funkcji poliharmonicznych,

o ktorej réwniez juz méwilidmy we wstepie.

1 Rozwigzanie zagadnienia Dirichleta

Rozwazmy nastepujace zagadnienie Dirichleta:

Zmnalez¢ funkcje poliharmoniczng u rzedu p na zbiorze Bp, ktora jest ciagta na Ep U §p

oraz spetnia nastepujace warunki brzegowe

kmi

u(z) = fr(x) dla ze€er S,

gdzie fr sa danymi funkcjami ciaggltymi na e S dla k = 0,1,...,p—1.
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Zagadnienia takie jak to bedziemy zapisywa¢ symbolicznie:

~

APy(z) =0, =€ B,, 21)

kmi

w(z) = fr(x), z€er S, k=0,1,...,p—1.
Dla p = 1 widzimy, ze powyzsze zagadnienie jest klasycznym zagadnieniem Dirichleta dla
funkcji harmonicznych:

Au(z) =0, z¢€ B,

u(z) = f(z), z€S.
Zagadnienie to jak wiemy (por. Stwierdzenie ma jednoznaczne rozwigzanie dane catka

Poissona:
11— |z

o) =0

u(r) = F(€) dS(Q)-

Przyktad 2.1. Rozwazmy zagadnienie (2.1)) w szczegblnym ale trywialnym przypadku,
gdy p = 2,n = 1. Bedziemy tutaj szukali funkcji biharmonicznej, tj. poliharmonicznej
rzedu 2, speliajacej rownanie

d2

dla z € (—1,1) U (—i,47). Warunki brzegowe sa okreslone tutaj nastepujaco:

u(l) = a,

u=1) =5 (2.2)
u(i) = ¢,

u(—1i) =d,

gdzie wspotezynniki a, b, c,d € C sa dane. Wiadomo, ze rozwigzanie réwnania ma postac

wielomianu stopnia co najwyzej 3:
u(z) = Ar® + Ba* + Cax + D,

gdzie A, B,C, D € C to szukane wspo6tczynniki. Naktadajac warunki brzegowe ([2.2) na
funkcje u dostajemy uktad rownan liniowych, z ktérego tatwo wyznaczamy wspoétczynniki
A, B,C, D. Widzimy zatem, ze w tym konkretnym przypadku nasze zagadnienie Dirichleta

ma rozwigzanie i do tego jednoznaczne.

Zanim przejdziemy do rozwiazania zagadnienia ([2.1)), wyprowadzimy najpierw postaé

funkcji poliharmonicznych wygodng do znalezienia rozwigzania tego zagadnienia.
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1. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA DIRICHLETA

Lemat 2.1. Funkcja u € .AAP(EP) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja jednoznacznie okre-

~

Slone funkcje go, g1, ..., gp—1 € Aa(B,) takie, ze

Pl |z | .
k=01l —e 7 |z|?

Dowdéd. Zauwazmy, ze na mocy Lematu [I.1] wystarczy udowodnié, ze teza zachodzi dla

x € B. Wykazemy najpierw implikacje w lewa strone.

Niech dana bedzie funkcja u okre$lona wzorem ([2.3)), gdzie funkcje gx sa harmonicz-
ne na B. Oznaczmy przez ap = a(|z|*) wspoétezynniki stojace przy funkcjach g dla
k=0,1,...,p— 1. Latwo zauwazy¢, ze

2kmi

2k(p—1)mi
ar=14+e»

>4 +e @ |x|2(p_1) dla £=0,1,...,p— 1.

Podstawiajac powyzsze do (2.3) otrzymamy

uw(r) = go(x)+ag1(x) + -+ gp_1(x)
2(p—1)mi

Hal [go(a) + e F ga(a) +- 47 g, (@)

2(p—1)mi 2(p—1)27i

+|x\2(p’1) go(z)+e 7 qx)+---F+e 7 gyi(z) (2.4)

dla * € B. Poniewaz wyrazenia stojace przy |z|**, k = 0,1,...,p — 1, sa funkcjami
harmonicznymi, to na mocy Stwierdzenia [1.3| wnioskujemy, ze rzeczywiscie u jest polihar-

moniczna na B.

—

Udowodnimy teraz implikacje¢ w druga strone. Niech u € Aar(B,). Wykazemy, ze
istnieja jednoznacznie okreslone funkcje go, g1, ..., gp-1 € AA(B;) spetiajace (2.3) lub
rownowaznie spetniajace . Na mocy Stwierdzenia istnieja funkcje hy, € Aa(B),
k=0,1,...,p—1 takie, ze

u(x) = ho(x) + |z|*hy(z) + - + |2*PVh,_ (2). (2.5)
Podstawiajac (2.4)) do (2.5)) i poréwnujac odpowiednie wspdtezynniki stojace przy kolej-
nych potegach |z|?, otrzymamy nastepujacy uktad réwnar liniowych:

go(z) + g1(x) + - 4 gp—1(x) = ho(2)
274 2(p—1)mi

go(z)+er gi(x) +--+e 7 gy () =hi(r)

2(p—1)mi 2(p—1)27i

go(x)+e 7 gi(x) +-- e T gpa(@) = hpa(2).

29



ROZDZIAL 2. ZAGADNIENIE DIRICHLETA DLA FUNKCJI POLIHARMONICZNYCH

Macierz podstawowa powyzszego uktadu ma postac

k=0

Latwo zauwazy¢, ze A jest macierzg Vandermonde’a, zatem jej wyznacznik jest rowny

(zobacz [19] p. 9]):

det A = H <62T — ezkz?ﬂ) )

0<k<I<p—1

Zauwazmy dalej, ze e + e dla dowolnych liczb catkowitych k, [ takich, ze k # [+ mp

dla dowolnego m € N, zatem A jest nieosobliwa. Stad otrzymujemy wzor
G=A"H, (2.6)

gdzie
go(z) ho(x)

gp—1(7) hp—1(x)
Z powyzszych rozwazan wynika zatem, ze jesli u € Aar(B) z rozwinieciem Almansiego
, to na mocy istnieja jednoznacznie okreslone funkcje gr € Aa(B) takie, ze
zachodzi wzor , o co chodzito. O]

Zanim przejdziemy do podania gtéwnego wyniku tego rozdziatu, wykorzystamy postac

podang w Lemacie do wyznaczenia rozwigzania zagadnienia Dirichleta na przyktadzie.

Przyktad 2.2. Niech B C R? bedzie kulg jednostkowa. Rozwazmy zagadnienie Dirichleta

postaci
APu(z,y) =0, (r,y) € BUiB,

u(x,y) =2(2* +y), (z,y) €S, (2.7)

u(z,y) =2x+2y, (x,y)€iS.

Poniewaz kazda funkcja harmoniczna na B C R? da sie przedstawi¢ w postaci szeregu

Fouriera, to zgodnie z Lematem [2.1] rozwiazania bedziemy szukaé¢ w postaci szeregu:

u(z,y) = ’irk K(l +r¥)ay + (1 — r2)bk> cos(pk) + ((1 + 73 + (1 — 7’2)dk> sin(cpk)} ,
B (2.8)
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gdzie
T =1Cosp,
Yy = rsinp.
Dalej jest
u(z,y)|s =14 cos2p + 2sin p,
u(z,y)|is = 2cos @ + 2sin @.

Wstawiajac powyzsze do (2.8)) i poréwnujac odpowiednie wspélezynniki dostajemy, ze
ap =1/2,a5 =1/2,by = 1,¢4 = 1,d; = 1, za$ pozostale wspotezynniki réwne sa 0. Mamy

zatem:
1 2 2 : L, 2
u(z,y) = 5(1—}—7‘)+r(1—r)cosg0+2rsm<p+§r (1+7%) cos2¢
1 1
= S0+ +y) +o(l=2" —y) + 2y + 5 (2" —y) (1 + 2" +9)
= 1%—x%—?y%—xQ—x(yQ—x:)’jtlle—ly‘l
2 2 27

Prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 (Rozwiazanie zagadnienia Dirichleta). Jesli zagadnienie Dirichleta (2.1)
posiada rozwigzanie, to jest ono jednoznaczne i wyraza si¢ wzorem

p—1 — | 2p &
u@= 5 [ AT

POn oY le"r x — ("

) dS(C). (2.9)

Dowdéd. Niech funkcja u bedzie rozwiazaniem zagadnienia ([2.1)). Zgodnie z Lematem
istnieja funkcje g, € Aa(B ).k =0,1,...,p—1 takie, ze
x|?P

Niech ag, beda takie jak w dowodzie Lematu 2.1} Nietrudno zauwazy¢, ze dla wszystkich
k,l=1,...,p oraz dla dowolnego = € S jest

(p—k)mi L) j(p—k)mi . p dla k = l’
(| Zez”i el = (2.11)
0dlak#1,

przy czym mamy tutaj a, = ao. Poniewaz u jest z zatozenia funkcja ciggla na Bp U gp, to

mozemy nalozyé warunki brzegowe z ([2.1)) na , otrzymujemy wtedy na mocy ([2.11):

(p—k)mi 1 (p—k)mi (p— k)
(5] = () = L ()
p
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dlaz € Soraz k=1,2,...,p, przy czym g, := go. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia
(p—k)mi
gr(x) == gr(e 3 x) dla ze€B, k=1,2,...,p (2.12)
oraz
Fele) = fu(erz)  dla z€S, k=0,1,...,p—1. (2.13)

Latwo zauwazy¢, ze funkcje g sa harmoniczne na B, za$ funkcje fk sg ciagte na S. W ten

sposob otrzymujemy p-zagadnien Dirichleta dla funkcji harmonicznych g:
Agi(z) =0, x € B,
gu(@) = 3 fpi(z), z€S

dla k=1,2,...,p.

Korzystajac ze Stwierdzenia [I.1] wnioskujemy, ze istnieja rozwiazania powyzszych za-

gadnien i majg one postac:

dlaz e Boraz k=1,2,...,p

Uwzgledniajac oznaczenia i ([2.13)) dostajemy

Ik ( ’ j)m ) Pwn / |CC— |§:i (6 - k)m C) dS(C)

dlaz € B, k=1,2,...,p. Dlatego tez

2(k—p)mi

o (2) = 1 /1;6}3)7”1) |$|2fp ( = kmC) 45(0)

A

(p—k)7i

dlax € e » Boraz k = 1,2,...,p. Przedtuzajac otrzymane funkcje g, do zbioru Ep

i podstawiajac je do wzoru (2.3)) otrzymamy

1 & 1|z [lee 7 |z b
u(r) = 2k / (k—p)mi Jo—k (6 C) dS(Q)
pwnk11—ez’]x\2 e » x—¢

1— ]:L’Pp < (p=s)ri >
= k—p)mi dS °
) / R ¢)ds(c)

Biorac m = p—k otrzymamy zadany wzor (2.9). Jednoznacznos¢ rozwiazania (2.9)) wynika
wprost z jednoznacznosci rozwiniecia podanego w Lemacie oraz 7z jednoznacznosci

rozwigzania zagadnienia Dirichleta dla funkcji harmonicznych. 0

32



1. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA DIRICHLETA

Zauwazmy, ze Twierdzenie mozemy zapisa¢ w takiej postaci (por. Stwierdzenie
i Stwierdzenie |1.5)):

Twierdzenie 2.2. Jesli u € Aar(B,) NC(B,US,), t

w@=-1% [ %u@"?o 45(0)

P@n =o% le"r x — ("
Przyklad 2.3. W oparciu o Twierdzenie rozwiazemy zagadnienie z Przyktadu 2.2}
APu(z,y) =0, (z,y) € BUIB,
u(z,y) =2(2* +y), (z,y) €S,

u(z,y) =2 +2y, (x,y)€iS.

Mamy tutaj p = 2,n = 2 oraz wy = 27, zatem rozwigzania bedziemy szuka¢ w postaci:

_ 1= —I—y C2+7l (i¢ +1in)
uoy) = (/Ixy /|—Z — (¢, (C,n))

1— (2% +9y%)?
= — = 41
27T (1+2)7

gdzie

)24 (y —n)
B 1¢ +in
b= S/ (iz + ()% + (iy + n)QdS(C’n)'

_ SR
I ‘S/@s—c 54S(C.m),

Przechodzac do wspotrzednych biegunowych:

_ _ eiqe P
(=cosp=“——,
s et
n=sme = 2 ’

dostajemy po przeksztatceniach

cos? o + sin
L= /1 212 np'?
+ 2%+ y* — 2xcosp — 2ysinp

B / e + e"¥)2 — 2i(e? — e7¥) y
4] 1+ xQ v

— (e ¥ e %) + iy(ew — e i)

I - 7 i(cos p + sin )
S 1 — 22 — y? + 2ix cos ¢ + 2iy sin 7

27 . . . .
1 e 4 e — e 4 je” W
= = / de.
2 ) 1

22 — y? +ix(e? + e%) + y(e!¥ — e~¥)

33
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Dokonujemy podstawienia pod znakiem calki: z = €%, wtedy po wykonaniu pewnych

rachunkéw otrzymamy, ze

7 1/ 24— 2022+ 222422+ 1 p

= — Z’

' dig 222 (et ay) + 2(1+ 22 +y?) — (2 + iy)]
1—49)22+1+1
(I—9)2z"+1414 i,

1
b= 25/ 222y +iw) + 2(1 = 22 = ?) + (—y + ix)]

gdzie S = {z € C : |z|c = 1} jest sfera zespolona, tj. jest brzegiem kuli zespolonej
B = {z € C: |z|]c < 1}. Niech teraz

24— 21234+ 2224212+ 1
22 (- +iy) + 2(1+ 22+ y?) — (z +iy)]’

f(z) =

- (1—i)2+1+i
2022y +iw) + 2(1 — 22 — 92) + (—y +iv)]

1

Punktami osobliwymi funkcji f sg 21 = 0,20 = x + iy oraz z3 = Z kolei punktami

r—iy "’
osobliwymi dla funkcji g sg 21 = 0,24 =y — 12,25 = -3 J:m Poniewaz
[22lc = lzale = (32 +92)/* < 1,
25l = [2slc = | — s
z = |z = =
3|C 5|C T — 'Ly . ZEZ + y2 ’

bo (z,y) € B, wiec tylko z1, 29,24 € B. Zatem z twierdzenia Cauchy’ego o residuach

wynika, ze
1
L = vl 271 (res f(2) + res f(z)) : (2.14)
7 z=2z1 z=29
1 .
I, = 3 271 (res g(z) + res g(z)> . (2.15)
z=2z1 =24

Punkt z; jest biegunem dwukrotnym funkcji f i jednokrotnym funkcji g, zas punkty 2z, 24

sg biegunami jednokrotnymi odpowiednio funkcji f i g. Mamy zatem

£2) " d 24— 2023 + 222 + 2iz + 1
res f(z) = lim —
=== =adz 22[22(—a +iy) + 2(1+ 22 + y2) — (z +iy))
142+ + 2i(x +iy)
(x +1iy)? ’
42023 + 2224 21 1
res f(z) = lim : e 1T+

z=2zo Z— 29 22(_1» + ’Ly)(Z _

)

T—1yY
(z +iy)* — 2i(x +iy)3 + 2(z + iy)? + 2i(z +iy) + 1
(1 =22 —y?)(z +1iy)? '
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Stad i z (2.14) dostajemy po wykonaniu odpowiednich rachunkéw, ze

m(z® —y? + 2y + 1)

I =
! 1—x2—9y?
Dalej jest
(2) = Ii (1—i)22+1+4 1+
res g(z) = lim =
=57 =n 2222 (y +ix) + 2(1 — 22 — y?) + (—y +ix)] —y+iz’
1 _ . 2 1 . 1 _ . _ 2 2 _ 2.
ves g(2) = lim ( 2)2’ + +12 _ ( z)( T4y iry)
=5 =y t+in)(z+ ) -1+ 2% +y?)

Podstawiajac powyzsze do (2.15) otrzymujemy po wyliczeniach

27 (z +y)
IZZﬁ'
Yty

Ostatecznie wiec dostajemy wzoér na rozwigzanie naszego zagadnienia

1 — (22 4 )2
u(z,y) = (27Ty)(11+f2)
1
= 1+ + )@ =y + 2+ D+ (@ +y)(1—2" —y)
1 1 1
_ t 9 2 .02 3, 4+ a4 14
2+x—|— y+x Ty T —|—2m 2y,

jak oczekiwano.

2 Whnioski z Twierdzenia 2.1

Zanotujemy kilka wnioskéw z Twierdzenia [2.1] Niech a € R™,r > 0. Rozwazmy za-
gadnienie Dirichleta dla zbioru Ep(a, r)i=a+ Uﬁ;é G%B(O, r) z warunkami brzegowymi
postawionymi na zbiorze gp(a, r)=a+ Uﬁ;é e S(0,r), tzn. zagadnienie postaci

-~

APu(z) =0, x € By(a,r),
: (2.16)
gdzie f jest dang funkcjg ciagta na gp(a, T).

Whiosek 2.1. Jesli zagadnienie Dirichleta (2.16]) posiada rozwiazanie, to jest ono jedno-

znaczne i okreslone wzorem

—kmi

-1
= LS lama
e r (x—a)—r

PWn =g

af (atre¥¢)ds©Q. @)

T2p—n
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Dowdd. Niech u bedzie rozwigzaniem zagadnienia ([2.16]). Wprowadzmy funkcje pomocni-
cza v taka, ze v(z) := u(rz+a) dlaz € B, oraz v(z) = f(rz+a) dlaz € S,. Wtedy v jest
funkcja poliharmoniczna na §p oraz funkcja ciggta na Ep U gp. Zatem v jest rozwigzaniem

nastepujacego zagadnienia Dirichleta

~

APy(xz) =0, z € B,

~

v(z) =g(x), =€,
gdzie g(x) := f(rz + a),x € S,. Zatem z (2.9) jest

p—1 — |xz|?P ki
o) = 3 [ g

Pn =07 ler x — ("

dla = € B,. Poniewaz u(x) = v(**) dla x € B,(a,r), to

1 p—1 |x a|2p ki
uw) = — 3 [— ng (¢7¢) dg
PWn p=og | w z=a _¢
1 2 r? — |z — al?*

—kmi

er (x—a)—1r¢

¢ (a +re'S g) ds(c).

Pwn kZOS r2p7n

Jednoznaczno$¢ powyzszego rozwigzania jest oczywista. O

Prosta konsekwencjg Wniosku jest twierdzenie o wartosci éredniej dla funkcji po-

liharmonicznych:

Whiosek 2.2 (Wlasno$é wartosci §redniej). Niech G bedzie otwartym podzbiorem zbioru

R™. Jesli u € Aar(G), to dla dowolnego a € R™ oraz r > 0 takich, ze B(a,r) C G, jest

u(a) = / ater T’C) dS(¢). (2.18)

PWn =05

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze istnieje ¢ > 0 takie, ze u jest poliharmoniczna rzedu
p na B(a,r + €). Stosujac Lemat n i uwzgledniajac Uwage [L.1] - do funkcji
v(€) == ula+ (r+ 8)C) wnioskujemy, ze u jest analityczna na a + (Jj_ Oe%B(O,r) oraz,
ciggta na a + U e B B(0,7). Oznacza to, ze u jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta

(2.16) na Bp(a,r), zatem mozemy skorzysta¢ z Wniosku Dlatego tez ktadac z = a
i f =wu we wzorze ([2.17)) natychmiast otrzymujemy zadany wzor (2.18)). O
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Uwaga 2.1. Wtasnos$¢ wartosci $redniej dla funkcji poliharmonicznych mozna réwniez
uzyskaé korzystajac z tzw. formul Pizzettiego dla operatora AP (por. [18, Corollary 3 oraz

Remark 6]).

Zajmiemy sie teraz zewnetrznym zagadnieniem Dirichleta, ktore odpowiada wewnetrz-

nemu zagadnieniu ([2.1). Tutaj poszukiwana funkcja jest poliharmoniczna na zbiorze

-1 kmi
UZ:O er

(R™ \ B) oraz w nieskoficzonoéci z warunkami brzegowymi okreslonymi na S,.
Zanim przejdziemy do rozwiazania tego zagadnienia podamy dwa lematy, z ktorych be-

dziemy korzystac.

Lemat 2.2 ([Il Proposition 1.4]). Jesli u € Aar(B), to p-ta transformacja Kelvina dla

funkcji u zdefiniowana wzorem

T

K[ul(z) == |z[*™u () (2.19)

|2

jest funkcja poliharmoniczna rzedu p na (R™\ B) U {oo}.

Inwersja uogélnionej transformacji Kelvina jest takiej samej postaci (2.19). To prowa-

dzi nas do nastepujacej definicji poliharmonicznosci w nieskonczonosci.

Definicja 2.1 ([1, Remark 1.4]). Jesli E C R” jest zwarty oraz u jest funkcja polihar-
moniczna na R" \ E, wtedy u jest poliharmoniczna w oo jesli K[u| posiada osobliwosé

usuwalnq W zerze.

Uwaga 2.2. Z powyzszej definicji wynika, ze funkcja u okreslona na zbiorze R" \ E jest

poliharmoniczna w oo jesli

lim, o —42 < 0o, gdy n < 2p,

‘x|2p—n

lim, o u(z) < oo, gdy n=2p,

lim, . u(x) =0, gdy n > 2p.

Niech teraz u bedzie okreslona na zbiorze ¢*?(R" \ E), wtedy bedziemy moéwili, ze u jest

poliharmoniczna w oo jesli funkcja (x) := u(e*?z) jest poliharmoniczna w oo.

Lemat 2.3. Jedli u € Aar(B), to K[u] € Aar (Ui_é e%(R” \ B))
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Dowdd. Niech v € Aar(B), wtedy z Lematu jest Kfu| € Aar(R™\ B). Niech
k=0,1,...,p — 1 bedzie ustalone. Wystarczy pokazaé, ze Klu] € Aa» <6T(R” \ B)>

Rozwazmy funkcje pomocnicza v(z) = K [u](e%x), x € B. Wowczas

—kmi
k(2p—n)mi _ e » I
v(e)=e 7 |z|*? n“( EE ) ;

zatem

—kmi

2p—
k(2p—n)mi p—n

Klv)|(z) =€

T

|z[?

X
W k(2p—n)mi — ki

e
|z~ " T | Te 7 ule x).

[ER
—kmi

Na mocy Lematumamy u(e » x) € Aar(B), co oznacza, ze K|[v] € Aar(B). Poniewaz

K[K[v]] = v, to ponownie korzystajac z Lematu wnioskujemy, ze v € Aar(R™ \ B),

co z kolei réwnowazne jest temu, ze K[u] € Aar <6T(R" \ B)) O

Lemat 2.4 (Lemat o symetrii). Dla dowolnych z,y € C", |z| # 0 oraz |y| # 0, zachodzi

nastepujacy wzor

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak dla R™ (por. [2, str. 10]). Niech L, P oznaczaja od-

powiednio lewa i prawg strone ostatniej réwnosci, wtedy

./L'z T
L= — — Q\x]ym + |2’y* =1 — 22y + 2%y* = 1 — 2yx + y*a2® = P?,

|2

skad otrzymujemy teze. O
Whniosek 2.3. Zewnetrzne zagadnienie Dirichleta

Aru(z) =0, x €Uy (R*\ B)U{oo}, (2.20)

~

u(x) = f(zx), z€S,

jesli posiada rozwigzanie, to jest ono jednoznaczne i okreslone wzorem

f(e7r ()dS(C).

7k7rz

/ k(2p n)mi ]_ — |{[,'|2p —kmi

pw”ko r (—x

Dowéd. Niech u bedzie rozwiazaniem zagadnienia ([2.20]), rozwazmy funkcje pomocnicza
v(z) = Klu](z). Wtedy v jest poliharmoniczna na B, a wiec i na B, oraz ciagla na
Ep U gp. Niech x = e%(, (eSdlak=0,1,...,p— 1, wéwczas

ki (2p—n)kmi —kmi (2p—n)kmi (p—k)mi

v(e) =vler ) =le 7 Tfrfler () =le 7 |ef(=e 7 ),
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(p—k)mi
przy czym funkcja f(—e = () jest dobrze okreslona, bo k =0,1,...,p— 1 oraz —( € S.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja v jest rozwigzaniem nastepujacego zagadnienia
Dirichleta:

APy(z) =0, z € B,,

v(z) = |z f(T), =€,

Zatem zgodnie z Twierdzeniem [2.1] funkcja v jest postaci

2p n)mi 1 — 2p —kmi ~
o $ [t L p2 0050 da ceB,
pw”k 0% P

e e ="

Poniewaz v = K{ul, to nasze rozwiazanie jest postaci u = K[v]. Istotnie, na mocy Lematu
funkcja K[v](z) jest poliharmoniczna na UL_j e PZ(R" \ B) U {cc}, a ponadto dla
dowolnego £ =0,1,...,p—1i( € S jest

kmi kmi
rz—e P ( r—e P (

k(2p—n)wi —k(2p—n)mi T —kmi kmi
= e pp e pp f(epC):f(epZC),

7 powyzszych rozwazan wynika wiec, ze

lim K[)(z) = lim |z/* ™ <‘;|2> _ (e’ff"c)

u(x) = K[U](x)zlpil/ek(zppn)m x|? (1— 2 >nf<€pm

Pwn (55

k2p n)mi — 2p —kmi
L e LB g as)

pwn o 0 - kﬂ'l z kmi

w e’ C|x|
R
Z Lematu [2.4] dostajemy
k(2p n)mwi ]_ —_ |I|2p —kmi
uw = -5 [ e 2 Fe7QdS(Q)
PWn =0+ ki || R km
e = — e ? (|x
R[le P ]
k(2p n)mi ]_ —_ |{L‘|2p —kmi
= —72/ ?]p@ » () dS(Q),
PWn =0 % er (—x
o co chodzito. Jednoznacznos$é rozwiazania (2.20)) jest oczywista. O]
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Rozdziat 3

Poliharmoniki sferyczne i jadro
Poissona dla funkcji

poliharmonicznych

W tym rozdziale bedziemy badaé¢ wtasnosci wielomiandéw poliharmonicznych jednorod-
nych. Podamy ich zwiazek z wielomianami jednorodnymi harmonicznymi. Nastepnie zde-
finiujemy tzw. poliharmoniki sferyczne, udowodnimy wtasnosci analogiczne do tych jakie
majg harmoniki sferyczne, m.in. ortogonalnosé¢ poliharmonik réznych stopni. Wykazemy
takze rozktad ortogonalny przestrzeni L2(§p) na przestrzenie poliharmonik sferycznych.
Kolejno wprowadzimy pojecie poliharmonik strefowych, podamy ich wtasnosci i znowu
zbadamy ich zwigzek ich harmonicznym odpowiednikiem, tj. z harmonikami strefowymi.
Zdefiniujemy jadro poliharmoniczne Poissona i catke poliharmoniczna Poissona dla zbioru
Ep, po czym, korzystajac z wtasnosci poliharmonik, wyprowadzimy wzér na wspomniane
jadro Poissona a takze podamy jego wtasnosci. Jako wniosek otrzymamy wzér na rozwia-

zanie zagadnienia Dirichleta rozwazanego w rozdziale drugim. Wreszcie, wykorzystujac

wielomiany Gegenbauera wyprowadzimy jawny wzor na poliharmoniki strefowe.
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1 Wielomiany poliharmoniczne jednorodne

Niech m,p € N. Oznaczmy przez P,,(C") przestrzen wielomianéw jednorodnych stop-
nia m okreslonych na przestrzeni C", zas przez H?, (C") C P,,(C") przestrzen wielomia-
néw okreslonych na C", ktére sa jednorodne stopnia m i poliharmoniczne rzedu p. Przez

wielomian jednorodny stopnia m rozumiemy wielomian ¢ taki, ze

q(az) = a™q(2)

dla dowolnego a € C oraz z € C".
Zauwazmy, ze gdy m < 2p, to HP (C") = P,,,(C").

W przypadku szczegélnym p = 1 dostajemy przestrzen wielomianéw harmonicznych

jednorodnych stopnia m, bedziemy ja oznaczaé¢ symbolem H,,(C") := HL (C).

Na poczatku przypomnimy pewne wtasnosci wielomianéw harmonicznych jednorod-

nych, z ktérych bedziemy pozniej korzystac.
Lemat 3.1 (|2, Proposition 5.5]). Jesli m > 2, to
Pn(C") = Hin(C") @ |2[*Prn—2(C"),

gdzie symbol & oznacza algebraiczng sume prosta, ktora oznacza, ze kazdy element prze-

strzeni P,,,(C™) moze by¢ jednoznacznie przedstawiony jako suma wielomianéw przestrzeni

Hp(C) i |2 *Pp_2(C™).

Lemat 3.2 ([2, Theorem 5.7]). Jedli ¢ € P,,(C"), to istnieja jednoznaczne wielomiany
Gm-2k € Him—2r(C"), k = 0,1,...,[F] takie, ze

7]
q(x) = > [o[* g2k (2),
k=0

m

przy czym [%] oznacza najwicksza liczbe catkowitg mniejsza lub rowna 7.

Lemat 3.3 ([2, Propositions 5.8]). Przestrzenie P,,(C") i H,,(C") sa skoficzenie wymia-

rowe, przy czym

1
dim P, (C") — <"+m )

n—1
dim P,,,(C") dla m=0,1,
dim P, (C") — dim P,,,_o(C") dla m > 2.

dimH,,(C") =
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1. WIELOMIANY POLIHARMONICZNE JEDNORODNE

Powyzsze lematy przeniesiemy na wielomiany poliharmoniczne. W tym celu postuzy-

my sie nastepujaca wersja twierdzenia Almansiego dla wielomianéw jednorodnych (por.
Stwierdzenie .

Stwierdzenie 3.1. Niech m > 2p (odpowiednio m < 2p). Funkcja u € HP (C") wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja jednoznacznie okreslone funkcje wp €  Hyookx(C"),
k=0,1,...,p—1 (odpowiednio k = 0,1,...,[%]) takie, ze

p—1
u(z) = |/ uk(z) dla zeC" (3.1)
k=0

i odpowiednio

(3]
u(z) =Y |z|*uy(x) dla zeC".
k=0

Dowdd. Poniewaz dla m < 2p jest H? (C") = P,,,(C"), to teza stwierdzenia pokrywa sie
z Lematem [3.2] zatem wystarczy, ze wykazemy teze dla m > 2p.

Niech m > 2p. Zauwazmy, ze implikacja w lewg strone jest oczywista. Dowdd
w prawg strone przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej po p. Jesli p = 1, to
teza jest oczywista. Zaldzmy, ze teza zachodzi dla p = s — 1,8 > 1. Niech u € H? (C"),
wtedy z rozwiniecia Almansiego dostajemy, ze istnieja jednoznacznie okreslone funkcje

harmoniczne u;, na C" takie, ze

s—1
u(z) = > |2[Pug(x) dla zeC".

k=0

Zatem u(x) = ug(z) + |z|*v(z), gdzie

s—1 s—2
(@) =Y e Pug(e) = Y e upi (@)
k=1 k=0

Ze Stwierdzenia [I.3 wynika, ze v jest funkcja poliharmoniczng rzedu s — 1, z kolei na mocy
Lematu3.1]i z jednoznacznos$ci rozktadu na sume prosta wnioskujemy, ze v jest wielomia-
nem jednorodnym stopnia m — 2, czyli v € Hfr:fQ(C"). Zatem z zatozenia indukcyjnego
dostajemy, ze uy € Hy,_ok(C") dla k = 1,2,...,s — 1. Poniewaz ug(z) = u(x) — |z|?v(z),
to ug € H,n(C"). Z powyzszych rozwazan i z zasady indukcji matematycznej otrzymujemy

teze. 0

Uwaga 3.1. Od teraz, o ile nie bedzie powiedziane inaczej, bedziemy zaktada¢, ze kazda
funkcja u € HE, (C") ma rozwiniecie (3.1)) tak jak w przypadku m > 2p, majac w pamieci,
ze up(r) = 0 dla k > [F] w przypadku, gdy m < 2p.
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Mozemy teraz przejé¢ do sformutowania analogicznych wtasnosci zawartych w Lema-

tach dla wielomianow poliharmonicznych.

Stwierdzenie 3.2. Jesli m > 2p, to

Pn(C") = H},(C") & |27 P2y (C).

Dowdéd. Z Lematu [3.1] dostajemy cigg réwnosci
Pn(C") = H,(C") & |x|2,Pm—2((Cn)
= Hn(C") @ |2[*Hpn2(C") @ |2]*Prn_sa(C")

= Hu(C") @ |2 Hin-2(C") @ || Hin-a(C") @ ... ® 2PV M2y (C")
S|z Py—ap(C™).

Ze Stwierdzenia [3.1] jest

HE(C") = Hin(C") @ 2 Hn2(C") @ oo @ |27V Hpn 5 1)(C"), (3:2)
a wiec
Pn(C") = H},(C") & |2[* Py, (C"),
co konczy dowdd stwierdzenia. O]

Stwierdzenie 3.3. Jedli ¢ € P,,(C"), to istnieja jednoznacznie okreslone wielomiany

Gm—2kp € Hpy_0py(C"), k=0, 1,...,[3] takie, Ze

]

q(z) = > 2" g —opp ().

k=0

Dowdd. Wystarczy zastosowaé indukeyjnie Stwierdzenie [3.2 O
Stwierdzenie 3.4. Przestrzen H? (C") jest skoniczenie wymiarowa, ponadto:
(a) jesli m < 2p, to

n—1 ;

dimH?, (C™) = dim P, (C") = (n m= 1)
(b) jesli m > 2p, to
dimH? (C") = dim P, (C") — dim P,,_2,(C")

p—1
== Z dim Hm,% (Cn)

k=0
_[n+tm—1 n+m-—2p—1
N n—1 n—1 '

44




2. POLIHARMONIKI SFERYCZNE I ROZKELAD ORTOGONALNY PRZESTRZENI
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Dowdd. Jedli m < 2p, to P,,(C") = HE,(C™), wiec teza jest oczywista (por. Lemat [3.3).

Jesli m > 2p, to ze Stwierdzenia |3.2| oraz z wtasnosci sumy prostej mamy
dim P,,,(C") = dim H? (C") + dim P,,,—,(C"),

stad dostajemy pierwsza rownos$¢, druga réwnos¢ wynika wprost z (3.2), za$ trzecia na

przyktad z punktu (a) i z pierwszej rownosci punktu (b). O

2 Poliharmoniki sferyczne i rozktad ortogonalny prze-

strzeni L%(S,)

W tej czesci pracy wprowadzimy pojecie poliharmonik sferycznych. Bedzie to naturalne

uogolnienie harmonik sferycznych.

Definicja 3.1. Poliharmonikq sferyczng stopnia m rzedu p nazywamy kazda funkcje prze-
strzeni H? (C™) obcieta do zbioru gp.

Przestrzen poliharmonik sferycznych oznaczamy przez an(gp), mamy wiec
HE(S,) = {ulg : u e HL(CM)}.

Uwaga 3.2. Poliharmoniki sferyczne rzedu 1 nazywamy harmonikamsi sferycznymi. Prze-
strzen harmonik sferycznych bedziemy oznaczaé¢ symbolem H,,(S) := H!(S) (por.
[2, Chapter 5]).

Whniosek 3.1. Przestrzen Hf’n(gp) jest skonczenie wymiarowa.

~

Dowdéd. Pokazemy, ze przestrzenie H? (S,) i H?,(C") sa izomorficzne. Istotnie, rozwazmy

~

odwzorowanie ¢ : HE (C") — HP (S,) okreslone wzorem u + u\§p. Oczywiscie ¢ jest
na. Niech u = 0 na gp, wtedy z Twierdzenia mamy v = 0 na C", czyli ¢ jest réz-

nowartosciowe, a wiec jest izomorfizmem. Zatem dim H? (S,) = dim H?, (C") < oo (por.

Stwierdzenie , o co chodzito. m
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Whniosek 3.2. Funkcja u € Hﬁl(gp) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg jednoznacznie

~

okreslone harmoniki sferyczne uy, € Hp,—2x(5,), K =0,1,...,p — 1 takie, ze
P2 gikmi gmi .
u(z) =Y e » w(z) dla zeerS, j=01,...,p—1 (3.3)
k=0
Dowdd. Teza wynika natychmiast ze Stwierdzenia |3.1] O

Whiosek 3.3. Niech ¢ bedzie wielomianem stopnia m na C". Wowczas jego obciecie do

zbioru §p jest suma poliharmonik sferycznych stopnia co najwyzej m.

Dowdd. Teza wynika ze Stwierdzenia 3.3 oraz z faktu, ze kazdy wielomian stopnia m jest

suma wielomianow jednorodnych stopnia co najwyzej m. O

Whniosek 3.4. Jesli f jest wielomianem stopnia m na C”, to zagadnienie Dirichleta

~

APy(z) =0, x€ By,

~

u(z) = f(x), xe€S,

posiada jednoznaczne rozwiazanie w postaci wielomianu stopnia co najwyzej m.

Dowdéd. Niech f bedzie wielomianem stopnia m na C". Na mocy Wniosku |3.3| istnieja
ar € H2(S,) takie, ze

1) = lﬁ @(C).

Z definicji poliharmonik sferycznych wynika, ze istnieja ¢, € HL(C™) takie, ze G, = gy na

S,. Niech zatem

wtedy f bedzie wielomianem poliharmonicznym rzedu p stopnia co najwyzej m na C"
(w szczegblnosci na Ep). Stad i z jednoznaczno$ci rozwigzania zagadnienia Dirichleta

por. Twierdzenie [2.1) wynika, ze u(z) = f(z) dla z € B , co konczy dowdd. O]
y p y

Zanim przejdziemy do wyprowadzenia kolejnych wtasnoséci poliharmonik sferycznych

przypomnijmy najpierw definicje sumy prostej przestrzeni Hilberta (zob. [2] str. 81]).

Definicja 3.2. Niech dana bedzie przestrzen Hilberta H. Mowimy, ze H jest sumgq pro-
stq przestrzeni H,,, co oznaczamy przez H = @;°_, H,,, jesli nastepujace warunki sa

spelione:
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i) H,, jest domknigta podprzestrzenia przestrzeni H dla kazdego m;
ii) przestrzeh H,, jest ortogonalna do przestrzeni Hy jesli m # k;

iii) dla dowolnego =z € H istnieja jednoznacznie okreslone x,, € H,, takie, ze

r=x9+ T+ 22+ ..., gdzie suma zbiega w normie przestrzeni H.

Rozwazmy teraz przestrzen Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na S, tj. prze-

strzefi L?(S) z iloczynem skalarnym:

(.95 = [ F(Q9(C) do(c). (3.4)

S

gdzie do(() oznacza unormowana miara powierzchniowa na S, tzn. windS (¢) =do(C).
Wiadomo, ze przestrzeni L?(S) jest suma prosta przestrzeni harmonik sferycznych H,,(.9),

tzn.
= D Hu(S)
m=0

Tak jak wtasnosci wielomianéw harmonicznych i harmonik sferycznych przeniedlismy na
ich poliharmoniczne odpowiedniki, tak samo chcemy to zrobi¢ z podanym rozkitadem
ortogonalnym. W tym celu rozwazmy przestrzen LQ(S ) jako zbiér funkcji catkowalnych

z kwadratem na Sp, tj. zbiér funkeji okreslonych na Sp takich, ze

1 i
iy = (5 /S
/;

8)) jest norma na L2(§p). Jej postaé sugeruje nam aby przestrzen

) 3
da(()) < 00.
C

Zauwazmy, ze || - [|,.

L2(S,) wyposazy¢ w iloczyn skalarny:

o O GG (3.5)

g 7=0

’B\b—‘

Nietrudno pokazac, ze przestrzen LZ(S ) z iloczynem skalarnym |} jest przestrzeniag Hil-
berta. Zatem naszym celem bedzie pokazanie rozktadu ortogonalnego przestrzeni L2(§p)
na przestrzenie poliharmonik sferycznych H? (S ). Bedzie to ,poliharmoniczna wersja”

twierdzenia [2, Theorem 5.12].

Uwaga 3.3. Jedli warunki i) oraz ii) sa spelnione, to warunek iii) zachodzi wtedy i tylko

wtedy, gdy spanlU,,_, H,, jest zbiorem gestym w H.
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Przypomnijmy nastepujacy fakt:

Lemat 3.4 ([2, Proposition 5.9]). Jesli m # [, to przestrzen H,,(S) jest ortogonalna do
H(S) w L?(S) wzgledem iloczynu skalarnego

Sr9)s = [ F(Q9(Q) dor(€).

Ponadto, jesli ograniczymy wszystkie funkcje do .S, to rozktad podany w Lemacie jest

ortogonalny wzgledem iloczynu skalarnego z L*(.S).

Udowodnimy teraz odpowiednik Lematu [3.4] dla poliharmonik sferycznych.

Stwierdzenie 3.5. Jesli m # I, to przestrzen HZ,(S,) jest ortogonalna do HZ(S,)
w L2(S ). Ponadto, jesli ograniczymy wszystkie funkcje do zbioru Sp, to rozktad podany
w Stwierdzeniu jest ortogonalny wzgledem iloczynu skalarnego na LQ(SP).

Dowdd. Niech u € HP,(S,) oraz v € H(S,) dla pewnych m # I. Wtedy na mocy Wniosku
istnieja wielomiany uy € Hy—or(S) 1 vk € Hi—ok(S), k=0,1,...,p — 1 takie, ze

p—1 . p—1 .
2jkmt 2jkmi
w(z) =) e » up(x) oraz wv(z)=>» e » vi(x)
k=0 k=0
dlaer%S,j:O,l,...,p—l. Zatem
1 p—lip-1 2jkmi jmi p—1 2jkmi jmi
wo)g, == [ 3|2 e uleTOY e unle T Q) | do(o).
P =0 k=0 k=0
Z jednorodnosci harmonik jest
jmi (m—2k)jni jmi (1—2k)jmi

Q=c¢ 7 (), wler)=e 7 wv(Q)

uk(e p

dla¢e Sijgk=0,1,...,p— 1. Mamy wiec

mjmi —ljmi

(u,v>§p = /Z{Ze P ug(C Ze P ug(C ]da(C)

=0 | k=0

(m—=U)jmi

_ ,Ze Y [ul©u@do(©)

0<a,B<p-17%

1271 nnimi

= *26 » Z (Ua,vp) g

0<a,8<p—1

48
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Na mocy Lematu 3.4 jest (uq,va)g = 0, poniewaz m — 2 # | — 2av. Dlatego tez

1271 menymi
(u,v) - Z e v Yo (e vp)g
0<a,f<p—1
a#B

Zatézmy, ze m — [ jest liczba catkowitg nieparzysta. Wtedy oczywiscie (uq,v3)g = 0 dla
dowolnego o, 3 = 0,1,...,p — 1 na mocy Lematu i w konsekwencji otrzymujemy, ze
(u, v)gp = 0. Zalézmy teraz, ze m — [ jest calkowitq liczbg parzysta, tzn. istnieje v € 7Z

takie, ze m — | = 2, wowczas

1 — eZ'ym

<U,U>§ = T oy Z <uaavﬁ>5‘:07

i p(1—e 7 ) o<ap<p-1
oD

o co chodzito.

Dla dowodu drugiej czesci stwierdzenia wezmy v € |x]|#P,,_9,(C"), wowczas
v[§ € Prop(S,), gdzie Py _oy(S,) = {u]§p: U € Pp_2y(C")}. Z Wniosku wy-
nika, ze v|§p jest suma poliharmonik sferycznych stopnia co najwyzej m — 2p. Stad
i z rozwazan z pierwszej czeSci dowodu wnioskujemy, ze <v|§p,w|§p>§p = 0 dla dowol-
nego w € H? (C"). O
Uwaga 3.4. W przypadku gdy u,v € H? (S ), to ich iloczyn skalarny w L2(§p) redukuje

sie do standardowego iloczynu skalarnego na L*(S):

mjmi —mj‘rri

/ Ze P u(Q)e T 0 do(€) = {u,v)s. (3.6)

Stwierdzenie 3.6. Powloka liniowa zbioru U,,_, ’Hﬁl(gp) jest gestym podzbiorem prze-

strzeni C(S ) wzgledem normy supremum.

Dowdd. Niech f € C(S,) oraz

flz) =uj(z) dla =z € G%S, j=0,1,...,p—1,
gdzie funkcje u; sg ciggle na zbiorze ¢'s S. 7 twierdzenia Stone’a-Weierstrassa (por. [25,
Theorem 7.26]), istnieja ciggi wielomianéw (¢/ )nen takie, ze ¢/, jest stopnia m oraz
¢/, — u; jednostajnie na G%S gdy m — oodlaj=0,1,...,p—1. Zatem, jesli potozymy

2kmi —2k(p—1)mi

(qu ) + |=f? Zef’ G ( +\CL’|2”126 v w)),

to otrzymamy, ze ¢,, — f jednostajnie na Sp, gdzie ¢, € span Uer2 P=h) b (§p), co konczy

dowod. ]
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Mozemy teraz sformulowaé¢ wspomniane wczesniej twierdzenie o rozktadzie ortogonal-

nym przestrzeni L?( §p) ;

Twierdzenie 3.1.

12(5,) = @ M2, (5,).

m=0

Dowdod. Musimy pokazaé, ze warunki w Definicji sa spelnione. Pierwszy z nich za-
chodzi, bo przestrzen an(gp) jest domknieta jako skonczenie wymiarowa podprzestrzen
przestrzeni Hilberta (Wniosek [3.1). Drugi warunek ii) zachodzi z uwagi na Stwierdzenie
8.5 Pozostaje zatem pokazaé, ze zachodzi warunek trzeci. Na mocy Stwierdzenia[3.6] zbiér

span oo, Hﬁl(gp) jest gesty w przestrzeni C(S,), z kolei C(S,) jest gestym podzbiorem
w L2(S,), zatem spanU%_, HZ, (S,) jest gesty w L2(S,), co konczy dowdd iii). O

3 Poliharmoniki strefowe

Rozwazmy przestrzen Hﬁl(gp) jako przestrzen Hilberta z iloczynem skalarnym |}
indukowanym z L2(§p) (mozemy tak zrobi¢ poniewaz Hﬁl(gp) jest domknieta podprze-
strzenia przestrzeni Hilberta L?(S,)). Analogicznie do harmonik strefowych wprowadzimy

pojecie poliharmonik strefowych (por. [2 str. 94]).

Niech n € §p bedzie ustalonym punktem. Rozwazmy funkcjonat liniowy

~

A, : H?,(S,) — C okredlony wzorem

Ay(g) =q(n) dla g€ HE(S,).

~

Poniewaz H? (S,) jest skoficzenie wymiarowa przestrzenia Hilberta, to na mocy twier-

dzenia Riesza o reprezentacji funkcjonatu (por. [0, Theorem 2.22]) istnieje jednoznacznie

~

okreslone Z? (-,n) € HE (S,) takie, ze
q(n) = (g, Z,(-m)g,  dla kaidego g € HE,(S,). (3.7)

Definicja 3.3. Funkcje ZF (-, n) spelniajaca (3.7) nazywamy poliharmonikq strefowq stop-

nia m rzedu p z biegunem 7).

Uwaga 3.5. Poliharmoniki strefowe rzedu p = 1 nazywamy harmonikami strefowymi.

W dalszej czesci pracy bedziemy je oznaczaé przez Z,,(-,n) zamiast Z. (- n) dlan e S.
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3. POLIHARMONIKI STREFOWE

Przypomnijmy podstawowe wtasnos$ci harmonik strefowych, wykorzystamy je w dal-

szych rozwazaniach.

Lemat 3.5 (|2, Proposition 5.27]). Niech {,n € S, wtedy:

(a) Zm(C;n) = Zim(n, C);
(b) Zm(¢,m) € R;
(€) Zm(n,n) = dim H,, (C);
(d) 1Zn (¢ m)le < dim M, (C").
Zauwazmy, ze harmoniki strefowe Z(-,7) mozemy przedtuzy¢ na dowolna sfere obré-
cong biorgc biegun z dowolnej sfery obroconej w nastepujacy sposob:
Zm(€7°C, € ) := ™ Z,,(C,m),

dla ¢,n € S oraz p,1¢ € R. Wynika stad w szczegdlnosci, ze Z,,(e¥'¢, e¥'n) jest po prostu
obcigeciem pewnego wielomianu harmonicznego jednorodnego stopnia m na C™ do zbioru

e?'S oraz jest jednoznacznie okreélone. Ponadto dla ¢,n € S mamy
Zn(€7'¢, V') = Zm(e™V'n, e %)

oraz

Zn(e91C, eVn) = Zy(e¥'n, 7).

Stwierdzenie 3.7. Niech (,n € §p oraz a € C, wtedy:

(a) Zin(¢,m) = 22 (n,C);
(b) Z7(¢,€) €R;

(c) Zk(aC,n) = ZE(C,an).

Dowdd. Dla dowodu wlasnodci (a) wezmy baze ortonormalng {eq, s, ..., er } przestrze-

~ ~

ni HP,(Sp), gdzie h, , = dimH; (C") = dimH?E,(S,). Wtedy z whasnosci przestrzeni
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Hilberta (por. [6, Theorem 1.55]) dla kazdego (,n € gp jest
hin

s, Q) = 3 Tew 2B g, ex(€)

k=1

f: = Zm(n, (),

Zh(Cm) =

hin
2. (7
k=
hfn
2ol

o co chodzito. Druga wtasno$¢ wynika wprost z pierwszej. Dla dowodu wtasnosci (c)

wystarczy skorzystaé¢ z jednorodnosci poliharmoniki i zastosowaé wlasnosé (a). O]

Udowodnimy teraz wtasnosci, ktore dadzg nam zwiazek pomiedzy poliharmonikami

a harmonikami strefowymi. Prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie 3.2. Niech (,7n € §p, wtedy

ZF (¢, m) ZICI%IUI%Zm 21 (C,m).

Dowdd. Dla dowodu ustalmy punkt n € e%S, ] = 0, 1,...,p—1, wtedy n := e%é dla
pewnego £ € S. Zalézmy, ze q € HP,(S,), wtedy z i (3.7) dostaniemy

q(n) = (¢, 25z, = (¢, Z5(m))s - (3.8)

7, drugiej strony, na mocy Wniosku istnieja harmoniki ¢ stopnia m — 2k,
k=0,1,...,p—1, takie, ze ¢(&) = >1_, 6 @k(€). W konsekwencji istnieja Zp,_ox(-, &) takie,
ze qu(&) = (ks Zm-2x(+,§)) g - Z powyzszych rozwazan i poprzednich wlasnosci harmonik

strefowych otrzymujemy ciag réwnosci

at) = ¢ q(0) ”’””z [ () Zn-a(¢, €)dor (<)

Pl ki —jmi

= X [l ZnanlC ()
k=0 S

= z_:e2j2ﬂ/Qk(<)Zm2k(<777)d0(<)
k=0 g
p—1 2jkmi

= Ze 7 (g Zm—ak(-,m)) g
k=0
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Poréwnujac ostatnia réwnosé z (3.8)), otrzymamy

—2jkmi

Zp C 77 Ze P mek(Can) dla CE S.

Niech teraz [ = 0,1,...,p—1, wowczas z jednorodnodci i powyzszych rozwazan dostaniemy
i 'mlTri 72]1971'2 2lkmi lms
Z%(epg,n):e P Ze P I3 ka(epgn)

Dlatego tez, jesli (,n € §p, to

ZP(¢,m) Z|C|2k|77|2kzm 2(C, M),

co konczy dowdd twierdzenia. O]

Uwaga 3.6. Tak jak w Uwadze mamy w pamieci, ze Z,,_ox((,n) =0 dlam—2k <0

w przypadku, gdy m < 2p.

Stwierdzenie 3.8. Niech (,n € §p, wtedy

(a) Z5.(n,n) = dimH},(C");

(b) 1Z5.(¢; )le < dim M7, (C").

Dowdd. Dla dowodu (a) zalézmy, ze n = e%ﬁ oraz £ € S. Korzystajac z Twierdzenia
B-2 a takze z Lematu [3.5, punkt (c) oraz ze Stwierdzenia punkt (b), dostajemy ciag

réwnosci:
p—1
k=0

Podobnie dowodzimy punkt (b):

—1

1Z8. (¢, )] Z | Z—21,(C, 1) ZdlmHm 21(C™) = dim HZ, (C™),

k=0

co konczy dowdd. O

Poniewaz Z2(-,n) € HE (S ), to mozemy przedtuzy¢ poliharmoniki strefowe na B

Istotnie, niech = € B, \ {0}, wtedy

p—1

20 () = 22, (| |,n) NS
k=0

T

2k T
’ﬁ‘2kZm—2k (7 77) ’
x| ||
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wiec
p—1 R
Zh () = > M 0* Zn—a(w,n)  dla € B, \ {0}.
k=0
Poniewaz przedtuzenie poliharmoniki strefowej jest wielomianem jednorodnym, to wnio-
skujemy, ze ZF (0,n) = 0. Mozemy zatem napisa¢
p—1 R
Zh(x,m) = 3 Ml Z-on(w,n)  dla x € B, (3.9)
k=0
Postepujac podobnie jak dla poliharmonik strefowych, przedtuzamy dowolne poliharmo-

niki sferyczne na B,. Niech wiec ¢ € H2 (S,), wtedy dla z € B, \ {0} mamy

o) =lof"a () = ot [a023 (2.¢) dat0)

S

czyli

a(x) = [ 4(O)Zh(x.Qdo(¢) dla € B\ {0},

5
Z takiego samego powodu jak wczesniej przyjmujemy, ze ¢(0) = 0, w konsekwencji otrzy-

mujemy:
a(2) = [ 4(0)Zi(x.Qdo(() dla x € B, (3.10)

Poliharmoniki strefowe pozwalaja nam znalezé¢ rozktad ortogonalny z Twierdzenia dla

danej funkcji f € L2( »), prawdziwe jest bowiem twierdzenie:

Twierdzenie 3.3. Niech f € L(S,), wtedy

S = > (1 Zhs, W IS

Dowdd. Tstotnie, jesli f € L*(5,), wtedy na mocy Twierdzenia istnieja g € HE,(S,)

takie, ze
f(n) = qu Z mezp >§p
m= m=0
S AR > = > (i Zh(m)g,
m=0 \k=0 g, m=0
co konczy dowdd. O]
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4 Jadro Poissona dla funkcji poliharmonicznych

Przyjmijmy nastepujace definicje

Definicja 3.4. Funkcje P,: (ép X gp) U (§p X B’p) — C nazywamy poliharmonicznym
jadrem Poissona dla Ep jesli dla dowolnej funkcji poliharmonicznej u na Bp, ktora jest

ciagta na Bp U §p i dla dowolnego = € Ep zachodzi nastepujaca zaleznosc¢

u(w) = (. Ba))g, =~ 3 [uleF QR x) do(().
S

Definicja 3.5. Niech f € C(gp). Funkcje zdefiniowang dla x € Ep wzorem

Jjmi

BfI) = (1 B2, = 3 [ ST QOB ¢ a)do(0) (3.11)
S

nazywamy p-tqg catkqg Poissona dla funkcyi f.

Uwaga 3.7. Dla p = 1 powyzsze definicje sa dobrze znane. Funkcja P(z,() := Pi(x,()
jest harmonicznym jadrem Poissona dla zwyktej kuli euklidesowej w R, za$ P[f] := P;[f]
harmoniczna catka Poissona dla funkcji ciagtych na S (por. Stwierdzenie ,
[2, Proposition 5.31] oraz [0, Theorem 3]). Mamy przy tym

- 1 —[z|¢f?
= Zm s — — —
%) rnZ:O (#:0) (2207 — 2 + 1)n/2

(3.12)

oraz

Plf)@) = [ P@.Qf()do(0).

S
Stwierdzenie 3.9. Jedli f jest wielomianem stopnia m na C", to P,[f]g | jest wielomia-
D
nem stopnia co najwyzej m oraz
m

Flg @) = S0 (F. 20 ()

k=0

dla dowolnego x € f?p.

)

Dowdéd. 7 Definicji i oraz z Wniosku wynika, ze B,|[f \gp] jest wielomianem
poliharmonicznym rzedu p stopnia co najwyzej m. Ponadto (por. dowéd Wniosku
istnieja qr € HE (C"),k=0,1,...,p — 1 takie, ze

Py[flg )= qu dla = € B,
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przy czym, na mocy (13.10)) jest

a(e) = [ Z0(a.)au(¢) do ().

S

7 powyzszych rozwazan i z ortogonalnosci poliharmonik sferycznych réznych stopni wnio-

skujemy, ze

Blflgla) = Y [ 2. 00(0dc = 3 g ZE2))s
k=0 k=0
= 3w ZHls, = X (a0 2200
= 3 (.2,
co konczy dowdd. O]

Stwierdzenie [3.9 mozemy réwniez zapisaé¢ w takiej postaci:

Stwierdzenie 3.10. Jesli f jest wielomianem stopnia m na C", to B,[f |§p] jest wielo-

mianem stopnia co najwyzej m oraz
By[flg (=) = (1 = [z[")q(z) + f(2), (3.13)

gdzie q jest pewnym wielomianem stopnia co najwyzej m — 2p.

Dowod. Wystarczy pokazaé¢ druga czesé tezy. Niech zatem f bedzie wielomianem stopnia
m na C" takim, ze f = f; na ¢ S. 7 Lematu istnieja funkcje harmoniczne g takie,

AS)
z|?P

f|Sp z:: 2k7rz —am—k(7) (3.14)

l—er |z?

Wtedy (por. dowod Twierdzenia [2.1)

(p—k)mi (p—k)mi k)‘/rz

gele 7 ()= *fp k(e ¢)

dla k = 0,1,...,p — 1. Poniewaz g sa harmoniczne, to (por. [2 Theorem 5.1]) istnieja
wielomiany ¢, k =0,1,...,p — 1, stopnia co najwyzej m — 2 takie, ze

(p—k)mi

g T 2) = (1 - [22)gl(x) + ;ﬂe“’?”x).

Zatem
2(k— p)ﬂ'z

2(k=—p)mi 1
gr(x) = (1 —e 2| i (= z) + 1),
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(k—p)mi
gdzie g}(z) = q}(e » x) jest wielomianem stopnia co najwyzej m — 2. Podstawiajac

powyzsze do (3.14), otrzymujemy

Alge) = SR (0m  ad + L)

p—1 1 — |x|2p

= (- 2*)ga) + ;f(@ i

=0 l—e r ]$|2

gdzie q(z) = Zﬁ;(l) q,ﬁ(m) Ponadto (por. dow6d Twierdzenia

2p p—1 i ( Vi
Z %m = Z (1+€2kp x‘2 . te kp 1 ‘x’2p 1))

1—e» |z? k=0

2k(p—1)mi

= 2p_1 2hmi 2(p—1)
= > 14z ) er 4+ (p= }:ez P
k=0 k=0

Z powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze rzeczywiscie P|[f|s | ma postac (3.13). Poniewaz
P
PIf] g | jest wielomianem stopnia co najwyzej m oraz f jest wielomianem stopnia m, to
p
q musi by¢ wielomianem stopnia co najwyzej m — 2p. Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnego

¢ € 5, jest P[f|g ](¢) = f(C), co koiczy dowdd. O

Whiosek 3.5. Zaden wielomian niezerowy pomnozony przez |z|?" nie jest poliharmonicz-

ny rzedu p.

Dowdd. Przypusémy, ze teza nie jest prawdziwa i niech ¢ bedzie wielomianem stopnia
m takim, ze AP(|z|*q(z)) = 0. Wéwcezas z jednoznacznosci rozwiazania odpowiedniego
zagadnienia Dirichleta, P,[q|5 |(z) = |z|[*q(x) — sprzecznosé, bo |z|[*q(x) jest wielomia-
nem stopnia m + 2p, kiedy to Pp[q\gp] jest stopnia co najwyzej m na mocy ostatniego

stwierdzenia. O

W nastepnym twierdzeniu bedziemy korzysta¢ z nastepujacego lematu:

Lemat 3.6 (|2, p. 99]). Niech ¢ € S, wtedy istnieje stata C' > 0 taka, ze
| Zm(,C)|c < Cm™2||z]|™ dla dowolnego z € B,.
Mozemy teraz podac¢ zwigzek miedzy jadrem Poissona dla Ep a poliharmonikami stre-

fowymi, co doprowadzi nas do znalezienia jawnego wzoru na to jadro. Prawdziwe jest

bowiem twierdzenie:
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Twierdzenie 3.4. Jadro Poissona posiada nastepujace rozwiniecie

Pe.) = Z0(0.¢) = — 2P G seB, ced, (3.15)
=0 (22C° — 22C + 1)1/ 8 g

Szereg powyzszy zbiega bezwzglednie i jednostajnie na K x §p, gdzie K jest zwartym

podzbiorem zbioru f?p.

~

Dowdéd. Niech q € H? (S,). Dla dowodu pierwszej réwnosci zauwazmy, ze dzigki gestosci

sum poliharmonik sferycznych w L2(§p) wystarczy pokazaé, ze

~

Sp

<Q7Pp('7x)>§p = <Q7ZZI€(7J:)> s
k=0
a to zachodzi poniewaz

(@, (- 2))g

P

—4le) = (0. 2302, = (03 240))

~

Sp

Wykazemy, ze szereg we wzorze (3.15]) jest bezwzglednie zbiezny. Na mocy (3.9)) oraz
Lematu [3.6] dostajemy

p—1 _
122, Ole < [ I 1Zm 2w (2, Ol
k=0

p—1

< O™ > (m —2k)"*
k=0

< Cpm™|[z]|™

Zatem dla dowolnego zwartego podzbioru K zbioru Bp wnioskujemy, ze

o0 oo
max _ Z |ZP (z,()|c < Cp max _ Z m”_2||x||m
(x7C)EKXSP m=0 ('IvC)EKXSP m=0
Poniewaz
(m+1)"2

—~ — 1 przy m — oo,

m?’L

to szereg w ((3.15)) istotnie zbiega bezwzglednie i jednostajnie.

Dla dowodu drugiej réwnosci we wzorze (3.15)) zauwazmy, ze z (3.9) oraz ze zbieznosci
szeregu w ((3.15)) jest

00 oo p—1 p—1 00
> Zh (@, Q)= Y D | Zan(,€) = D0 I D Zinan (0, ).
m=0 m=0 k=0 k=0 m=0
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Ponadto, zgodnie z Uwaga 3.6, Z,,_ox(x, () = 0 dlam < 2k. W konsekwencji otrzymujemy

oo

p—1 00

> Zh(x,¢) = lel%m% S Zyonl.0) = S 2P EPE S Zon(

m=0 m=2k k=0 m=0

dla kazdego x € Bp oraz € gp. 7 powyzszych rozwazan i z l} wynika, ze
1— |z[*|¢]?

(22C° — 2 + 1)1/

Py(w,¢) = (L+]al[C]P + - + |27Vt

1 — [z*|c]*

(22C7 — 22C + 1)/2’

co konczy dowdd. O

Uwaga 3.8. Zauwazmy, ze (| =1 dla € §p, zatem mozemy pisaé

1 — |z

(22" — 22C + 1)/’

Pp<x7C> =

Podamy teraz podstawowe wtasnosci jadra Poissona dla Ep. Zebrane sg one w naste-

pujacym stwierdzeniu:

Stwierdzenie 3.11. Jadro Poissona P, ma nast¢pujace wlasnosci:

(a) P,(C,z) = P,(z,() dla dowolnego = € Bp i dowolnego ( € §p;

(b) dladowolnychxeEpiCESorazj:O,l,...,p—ljest

NN 1 — |z|?
(GJ” ¢, ) ’MH

Fa P
(c) jadro Poissona P,(-,() jest funkcja poliharmoniczna rzedu p na Ep dla dowolnego
e §p5

(d) dla dowolnego = € B oraz dla k =0,1,...,p—1 jest

—2(p—1)kmi
+.oide = |x|2p 1)’

/P e I;mx ,Q)do(C) = 14+e77

(e) dla dowolnego = € B, jest

p 1 —kTi
IS [P0, 0)do(c) = 1

Pr=o%

(f) jesli ¢ € e%S, to Py(z, () > 0 dla dowolnego = € e%B, j=0,1,...,p—1.
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Dowdd. Wlasnosé (a) wynika wprost z Twierdzenia [3.4)1 Stwierdzenia [3.7]

Dla dowodu punktu (b) zalézmy, ze 2 € B, oraz ¢ € S. Wtedy z wlasnosci (a)

iz (3.15)) dostajemy
i 2p 1 — 2p
P(GJP C LZ') _ |ZL” _ — |l‘| .
(e ] a:2C2—26 » :BC+1)"/2 le™r x — ("

Poniewaz ZP (-, () jest funkcja poliharmoniczng rzedu p, to wlasnosé (¢) wynika wprost

7z Twierdzenia [3.4

Aby pokazaé, ze zachodzi (d), zauwazmy najpierw, ze (por. Stwierdzenie
TP de(0) =1 (3.16)

dla € B. Ponadto, na mocy Lematu [I.1]} funkcja u przedtuza sie analitycznie na zbiér

Ep, przy czym jej przedtuzenie jest okreslone takim samym wzorem co funkcja u. Zatem
zaleznos¢ (13.16|) zachodzi dla wszystkich = € ép, a to oznacza, ze
1— |af*

—_ [/ |n
J =]

|x|2p |LU|2 2 2(p—
d o —_— l / 1 cc (p 1).

Zatem dla k£ =0,1,...,p — 1 mamy

1_ 2 —2kmi 2k(p—1)7i
/;mmda(g) =1l+e n ’$|2+...+6p7‘x|2p 1)7
5 ’e P x_g"n

co konezy dowdd punktu (d).

Dla dowodu (e) zauwazmy, ze z poprzedniej wlasnosci jest

35S = S =2k —2p-mi
Z %C)dU(C):fZ(l—i—e 2p |5U‘2+~--—|—e £ |x|2p 1)>7
P k= Os P k=0
ale
p_ —2kjmi 2
Ze Pz =0 dla j=1,...,p—1,
dlatego tez
]- R ! —kmi
=2 [ Blemr 2, Q)do(C z 1=1,
Pi=0%
co konczy dowdd.
Wiasnosé (f) jest oczywista. -
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Z definicji jadra Poissona, z wlasnosci (b) ostatniego stwierdzenia oraz z Twierdzenia
rozwiazanie zagadnienia Dirichleta z rozdziatu drugiego mozemy wyrazi¢ w terminach

calki Poissona:

Twierdzenie 3.5. Niech f € C(S,). Jedli u jest rozwigzaniem zagadnienia Dirichleta

L tzn. u € Aan(S,) NC(B, U S,) oraz u = f na S, to

w(2) = P,f](z) dla xe€ B, (3.17)

f(z) dla zeS,.

Zanotujmy jeszcze kilka wtasnosci, ktére wykorzystamy w nastepnym rozdziale:

Stwierdzenie 3.12. Niech (u,,) bedzie ciagiem funkcji poliharmonicznych rzedu p takim,
ze u, = u na kazdym zwartym podzbiorze zbioru Bp. Wowezas u jest funkcja poliharmo-

niczng rzedu p na zbiorze B,,.

Dowdéd. Niech (u,) bedzie ciagiem takim jak w tresci Stwierdzenia oraz niech K
bedzie zwartym podzbiorem zbioru Ep. Wystarczy pokazaé, ze u jest funkcjg poliharmo-
niczna na B,(0,7) dla dowolnego > 0 takiego, ze K C B,(0,7) C B,. Poniewaz u,
jest funkcja poliharmoniczna na zbiorze EP(O, ) i ciagla na jego domknieciu, to na mocy

Whiosku 2] jest

ki

un(x) = 12/ - p—:m'|$| ’ un(T’e P C)dO'(C)

Pi=of rnle”r x—r(

Oczywiste jest, ze istnieje stata M > 0 taka, ze

r2P — |x|?P

dla dowolnego = € K, to

kri

wlr) =25 [ aoc)

Pi=of r»—nle r x—r¢|n

<5 [

gy

C

k‘/r'L kmi

up(re » ¢) —u(re» C)‘C do(().

Poniewaz u, = u na dowolnym podzbiorze zwartym zbioru B,, to mozemy przejs¢ do

granicy pod znakiem calki. Z powyzszych rozwazan wynika wigc, ze

b~ 1 2p — 2p kmi
ue) =3 [ e as(0)
k=0g

r2p— ”|e o x—r(|”
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skad z kolei otrzymujemy, ze u jest funkcja poliharmoniczng na BP(O, r), co konczy dowdd.

O
Stwierdzenie 3.13. Niech u € Ax»(B,), wtedy istnieja ¢, € H2,(C") takie, ze
= Z Gm ()
m=0
dla z € B,. Szereg zbiega bezwzglednie i jednostajnie na kazdym podzbiorze zwartym

zbioru Bp.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak dla funkeji harmonicznych (por. [2, Corollary 5.34]).
Zalbézmy najpierw, ze u € AAP( ») N C(B us »), wtedy na mocy Twierdzenia jest

Jmi

u@) = Blulg) Z / u(e’F O Py(e’F ¢, ) do(C)

I
—

ip

m=0j

e~

/u Zp ePCx)dU(C)
S

0

Oznaczmy

inle) = 23 [ e T QAT ) do(0).

] 0 S
Wtedy z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa, Wniosku [3.3]1 z ortogonalnosci poliharmonik

sferycznych (Stwierdzenie otrzymamy, ze g, € HE (C"), zatem
= gnl(z), (3.18)
m=0
przy czym zbieznosé szeregu dowodzimy tak jak w dowodzie Twierdzenia [3.4]

Niech teraz u € AM( ,) oraz r < 1, z powyzszych rozwazan wynika, ze zachodzi wzor

kmi

- dla dowolnego x € \Ui_ 0 e B(0,7). Z dowolnosci r i jednoznacznosci rozwiniecia

w szereg (13.18]) dostajemy teze twierdzenia. O

5 Postaé¢ jawna poliharmonik strefowych

W tej czesci rozdziatu wyrazimy poliharmoniki strefowe w terminach wielomianéw

Gegenbauera, skad wyprowadzimy dla nich wzor jawny.
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5. POSTAC JAWNA POLIHARMONIK STREFOWYCH

Definicja 3.6. Wielomianem Gegenbauera C)\(t) rzedu \ > —% i stopnia m nazywamy

funkcje postaci

m/2] )\
CA) = 3 (1) g s (3.19)

k=0
gdzie I' jest funkcja gamma Eulera.

Wielomiany Gegenbauera mozemy wyrazi¢ jako wspotezynniki funkeji (1 —2tw+w?)=*

w rozwinieciu Taylora wzgledem zmiennej w, prawdziwy jest bowiem wzor generujacy na

C (t) (por. [27, wzér (4.7.23)], a takze [14, wzor (7.1.2)] lub [21, wzér (5.2)]):
S Op(w™ = (1= 2tw +w?) ™. (3.20)
Powyzszy wzoér wykorzystamy do wyznaczenia jawnej postaci poliharmonik strefowych.

Stwierdzenie 3.14. Niech z € B, \ {0},¢ € S, \ {0}. Funkcje P,(x,() oraz ZF(z,()

dadzg sie wyrazi¢ w terminach wielomianow Gegenbauera, mianowicie:

Py, ¢) = (1 — [e]27[) Zc"/z(

) 2, (3.21)

m=0 |H<—|
7P (2,¢) = C;}/?( :EC)—O;;” (CN m g™ 3.22
0.0 = |z ({5 - et (57 )| et (3.22)

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia

48

t:.= —
|2|[C]

i w = |z|[C]. (3.23)

Wtedy z (3.20)) jest
3 cne (| ||<|)| mIE™ = (1 = 20 + 22T,

m=0

skad, na mocy Twierdzenia [3.4], dostajemy
n Z m m
B.0) = (1= Lo 3 Ce () bl
m=0 |z[|¢]
co dowodzi réwnosci (3.21)).

Dla dowodu wzoru ([3.22)) zauwazmy, ze poliharmoniki Z? (z, {) sa wielomianami jedno-
rodnymi stopnia m, wiec z Twierdzeniai z udowodnionej réwnosci (3.21]) wnioskujemy,

7000 = | (i)~ () i

co konczy dowdd stwierdzenia. O]

7e
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Twierdzenie 3.6. Niech ( € gp. Zachodzi wzor

[%] nn n m — - -
Zauxvzggenk( +m'¢§§ﬁ_z§f a2

X[(n+2m—p—Fk))...n+2(m—k—1)) = (=1)P2(k —p+1)...2k]
x (xQ)" 2P (3.24)

dla z € B,.

Dowdd. 7 ostatniego stwierdzenia wynika, ze wystarczy wyznaczy¢ wspotezynniki C7/2

oraz C':@/Egp i podstawi¢ je do wzoru ((3.22)).

Niech zatem A = % we wzorze (3.19). Wowczas uwzgledniajac podstawienia (3.23)

2

otrzymamy, ze

vl3

v [ ] n
n/2 ¢ ) 1\k Im+3—k) nm £C) M2k | 2k—m | F|2k—m
O () = 2 e g2 GO MR (a2

0

Poniewaz
L(L+2) = 2T(2),
to

L(m—Fk+7%) (m—k+5—-1Cm—-k+5—1)
(%) L)

‘(;n'z—k—l—%—l)(m—k—l—%—2)...(%—1—1)%1“(%)
I
(n+2m—2k—2)(n+2m —2k—4)...(n+2)n
om—k ’

Podstawiajac powyzsze do réwnania (3.25)) otrzymujemy po prostych przeksztatceniach,

ze

WIS,

(@)™ (|l [C)* ™,

= ]
w26\ = qnnt2). . (n+2m — 2k — 2)
O Qﬂmo - FI2E(m — 2k)]

skad z kolei dostajemy

k

0

= [=2*]
n)2 ¢\ o +2). . (n+2m—4dp — 2k —2)
() = & O a0

k=0

x (@02 (Ja[Cl) .
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5. POSTAC JAWNA POLIHARMONIK STREFOWYCH

Zamieniajac w powyzszym wzorze indeks k£ na k — p otrzymamy

/2 2 _[?](_1)kn(n+2)...(n+2m—2p—2k:—2)
"\ JallC]) k12¥(m — 2k)!

X (=12 (k = p+ 1)(k = p+2) .. k(aQ)™ " (|2]|¢])* .

Poniewaz wyrazenie (—1)P2P(k —p+ 1)(k—p+2)...k znikadla k =0,1,...,p— 1, wiec

sumowanie w ostatnim wzorze mozemy zaczynac¢ od k = 0O:

= 3]
n/2 ) &R, xnn+2).. (n+2m—2p—2k—2)
n (Iﬂd\d) N k;( " F12F (m — 2k))!

< (=12 (k — p+1)(k = p+2) ... k(aQ)™* (|2]|¢))* .

Podstawiajac odpowiednio powyzsze relacje do réwnosci (3.22)) dostajemy wzér (3.24)),
ktéry zachodzi dla = € B, przy ¢ € §p z uwagi na to, ze Z? (0,() = 0. O

Uwaga 3.9. Zauwazmy, ze Twierdzenie |3.6| daje nam przedtuzenie poliharmonik strefo-

wych ZP (-, () na C™.

Warto jeszcze dodac, ze harmoniki strefowe, a wiec i poliharmoniki strefowe, mozemy

wyrazi¢ za pomoca wielomianéw Legendre’a (por. [21, Definition 2.25 oraz Theorem 2.35].

Definicja 3.7. Wielomianem Legendre’a stopnia m, wymiaru n nazywamy wielomian

okreslony formutq Rodriguesa:

Pt = (1) FF() 1

( 1n d™
(51

— )y (1 — 2y
)2 )

Podobnie jak dla wielomianow Gegenbauera, mamy wzér generujacy dla wielomiandéw

Legendre’a:

> (2 -2 —3)! 1 —w?
Z(m—l—n J(m+n >Pmn(t)wm: w .
ml(n — 2)! ’ (1 — 2wt + w?)"/?

m=0

Poniewaz (por. Lemat

B = dim M, (C7) <n+m—1> B <n+m—3>

n—1 n—1
(2m+n—2)(m+n—3)!
m!(n —2)! ’
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ROZDZIAL 3. POLIHARMONIKI SFERYCZNE I JADRO POISSONA DLA FUNKCJI
POLIHARMONICZNYCH

to uwzgledniajac podstawienia ((3.23)) i korzystajac z ostatniej relacji dostaniemy

= f 2 | o
hmn " umn = = = = .
2 Fmalel"IC ’<|:cr|<\> (1= 2 + |a2[CP) P

Z powyzszej réwnosci i ze wzoru (3.12)) na harmoniczne jadro Poissona P(x,() otrzymu-

jemy wzor na harmoniki strefowe
m|~|m l'z
Zm(xa C) = hm,n|x| |C| Pmm <> )
|z[[¢]
skad z kolei i z (3.9) dostajemy wzér na poliharmoniki strefowe w terminach wielomianow

Legendre’a:

p—1 _ $Z
20(5,0) = 3" honspnla ™[ P ( ) |

k=0 |$||Z|
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Rozdziat 4

Przestrzenie poliharmoniczne

Bergmana dla Ep

W rozdziale tym bedziemy sie zajmowaé przestrzenia poliharmoniczna Bergmana dla
zbioru Ep. Jest to przestrzen funkcji poliharmonicznych rzedu p, catkowalnych z kwadra-
tem na Ep. Pokazemy, ze przestrzen ta jest przestrzenig Hilberta i wyprowadzimy wzor
na jadro reprodukujace dla tej przestrzeni, zwane jadrem Bergmana. Ponadto w rozdzia-
le tym wprowadzimy tzw. przestrzenie Bergmana z wagami. I tutaj takze wykazemy, ze
przestrzen ta jest przestrzenig Hilberta oraz wyprowadzimy odpowiednie wzory na jadro

reprodukujace dla tej przestrzeni.

1 Przestrzen poliharmoniczna Bergmana

Rozwazmy funkcje poliharmoniczne rzedu p na zbiorze Ep takie, ze

1 p—l ki 2 1/2
el = | 3 [ futeFo)|_dv]  <oe.
B

Zauwazmy, ze powyzszy warunek ma sens, bo kazda funkcja poliharmoniczna przedtuza
sie na dowolna kule obrécona (por. [L.1). Rodzine funkeji poliharmonicznych, ktére spel-

niaja powyzszy warunek nazywamy poliharmoniczng przestrzeniqg Bergmana, w skrocie
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ROZDZIAL 4. PRZESTRZENIE POLIHARMONICZNE BERGMANA DLA Bp

przestrzenig Bergmana, i oznaczamy symbolem bZ(Ep). Mamy wiec
b:(B,) := Aar(B) N L*(B,).

W szczegdlnym przypadku, jesli p = 1, to b*(B) := b3(B) jest klasyczng przestrzenia
harmoniczna Bergmana dla kuli (por. rozdziat 8 w [2]). Tak jak w przypadku harmonicz-
nej przestrzeni Bergmana, bedziemy chcieli pokazaé, ze b%(ép) jest rowniez przestrzenia
Hilberta z odpowiednim iloczynem skalarnym. W tym celu wykorzystamy nastepujaca

wersje wlasnosci wartosci Sredniej dla funkcji poliharmonicznej:

Lemat 4.1 (Mean value property, [22, Lemma 5]). Niech K C B bedzie zbiorem zwartym,
wtedy istnieje stata C' = C'(K,n,p) taka, ze

u(@)[ < C [ fuly)l2dy

dla dowolnej funkcji u € Aa»(B) i dowolnego = € K.

Pokazemy, ze:

Stwierdzenie 4.1. Niech K C Bp bedzie zbiorem zwartym, wtedy istnieje stata
C' = C(K,n,p) taka, ze

u(2)le < Cllully

dla dowolnej funkcji u € bﬁ(ép) i dowolnego x € K.

Dowdéd. Niech K C B bedzie zwarty oraz j = 0,1,...,p — 1. Na mocy Lematu [I.1]
i Lematu istnieje stata dodatnia C' = C’(K, n,p) taka, ze dla kazdego x € K mamy

u(e’? )2 < C [ Ju(e™ y)dy,
B

W szczegdlnoscei

o o p—1 .
Jmi ~ Jmi ~ kmi
u(e¥ )2 < C [Ju(e™ y)dy+ C Y [lu(e’sy) 2dy.
B k=0p
k#j
Zatem
2 g kmi (9 A 2
u(@)2 < CY [ Julesy) 2y = Collull,
k=0p

skad ostatecznie

u(@)le < Cflulle,

gdzie C = (Cp)2, co koficzy dowdd. O
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2. JADRO POLIHARMONICZNE BERGMANA

Stwierdzenie 4.2. Przestrzen Bergmana bQ( ) jest domknieta podprzestrzenia prze-

strzeni Hilberta L2(B,) z iloczynem skalarnym:

1 p ! T kmi
=2 / v(eFy) dy. (4.1)
k= 0p

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak dla p = 1 (por. [2, Corollary 8.3]). Niech (u,,) bedzie
ciggiem Cauchy’ego w bf)(ép). Poniewaz bﬁ(ép) C L*(B,), to z zupelosci przestrzeni
L?(B,) istnieje u € L*(B,) takie, ze u, — u przy n — oo. Musimy pokazaé, ze funkcja
u jest poliharmoniczna. Na mocy Stwierdzenia [4.1{ jest [u,(z) — ()| < Cflun — ||z
dla dowolnego x € K, gdzie K jest zwartym podzbiorem zbioru Ep. Otrzymujemy zatem,
ze u, jest réwniez ciagiem Cauchy’ego w C(K), skad z kolei wynika, ze istnieje v € C(K)
takie, ze u, = v jednostajnie na K. Ze Stwierdzenia [3.12] wnioskujemy, ze funkcja v jest

poliharmoniczna na B,,.

7 drugiej strony poniewaz u,, — u w L2(§p), to istnieje podciag u,, zbiezny punktowo
do u prawie wszedzie na Ep. Stad i z wezesniejszej czesci dowodu wynika, ze u = v prawie

wszedzie na By, tzn. u € b2(B,). O

Whniosek 4.1. Przestrzen Bergmana bf,(f)’p) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem ska-

larnym (4.1).

2 Jadro poliharmoniczne Bergmana

Niech = € f?p bedzie ustalonym punktem. Rozwazmy funkcjonal liniowy
A, b;(ép) — C postaci A, (u) = u(z). Na mocy Stwierdzenia , funkcjonat A, jest
ograniczony. Poniewaz bﬁ(ép) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym || to

na mocy twierdzenia Riesza istnieje jednoznacznie okreslona funkcja r, € bf,(f?p) taka, ze

kmi kmi

u(r) = (u, 2 )12 = lpi: /u(e v y)re(er y)dy

dla dowolnej funkcji u € b2(B,).

Definicja 4.1. Funkcje R,(x,y) :==r.(y),z,y € Ep nazywamy poliharmonicznym jodrem
Bergmana, lub krétko jedrem Bergmana, dla Ep.

69



ROZDZIAL 4. PRZESTRZENIE POLIHARMONICZNE BERGMANA DLA Bp

Dla u € bf)(ép) oraz x € B, mamy wiec

1 p ! ki kmi
/uepy y(x,e P y)dy. (4.2)
= 0%

Gdy p = 1, to funkcja R(z,y) := Ri(x,y) jest harmonicznym jadrem Bergmana. Jadro to

wyraza si¢ wzorem (por. [2, Theorem 8.9]):

o0

> (n+2m)Zy,(z,y) dla z,y € B.

n m=0

R(z,y) =

nf)

Korzystajac z Lematu mozemy przedtuzyé¢ funkcje R(z,y) na Bp X Bp.

Stwierdzenie 4.3. Jadro Bergmana ma nastepujace wtasnosci:
(1) Rp(x7 y) = Rp(yal')a

(2) 1By (2, )l = Ry, ) dlaw € B,

(3) odwzorowanie @ : L*(B,) — bf)(gp) postaci

~

1p 1 i e ~
/u ekP y)R,(x, ekp y)dy dla ue€ L*(B,), =€ B,
= —03

jest jednoznacznie okreslonym rzutem ortogonalnym przestrzeni L?(B,) na bﬁ(ép).

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak dla przypadku p = 1 (por. [2, Proposition 8.4]).
Poniewaz L2(Bp) jest przestrzenig osrodkowsg Hilberta, to réwniez przestrzen Bergmana
bf,(ép) jest osrodkowa (jako domknieta podprzestrzeni przestrzeni L(B,)), zatem b2(B,)
posiada baze co najwyzej przeliczalng. Niech wiec uy, us, ... bedzie baza ortonormalng

dla bf)(f?p), wtedy dla dowolnego x € Bp jest

[ee]
Z ), Ur) b2 Uk = Zuk T)ug,

przy czym w drugiej rownosci korzystamy z (4.2)), za$ szereg zbiega w normie przestrzeni

bg(ép). Poniewaz funkcjonal u — u(y) jest ciagly (bo ograniczony), to réwniez

z,y) = kﬁum)uk@) - gum)uk(y) o)

co dowodzi wtasnosé (1).
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Dla dowodu (2) mamy

P

1Rz, )l = (Ro(w, ), Byl )z

1 p—1 kxi  _ kmi
IS [ Ry By Ryl e Ty dy
Pi=oy
1 p—1 T kmi kwi
= = | Ryl y)Ry(z,e v y)dy
Pr=oy

= Ry(z,z) = Ry(z, ).

Wykazemy teraz wtasno$¢ (3). Poniewaz przestrzen Bergmana bf,(ép) jest domkniety
podprzestrzenia przestrzeni Lz(ép), to istnieje jednoznacznie okreslony rzut ortogonal-
ny Q : L*(B,) — b]%(ép). Ze wzoru (4.2)), z udowodnionej wlasnosci (1) i z wlasnosci rzutu

ortogonalnego dostajemy dla dowolnego u € L2(E’p) i dowolnego x € Ep:

Qlul(z) = (Qlul, Bp(-, )iz = (u, QLR+, 2)])ez = (u, By (-, )3

1 p_l ki ki
= *Z/“(e vy Ry(x,e v y) dy,
Pr=oy
gdzie w trzeciej réwnosci skorzystaliSmy z tego, ze R,(-, ) € bg(ép). O

Naszym celem bedzie teraz wyznaczenie wzoru na jadro Bergmana. Skorzystamy

z poliharmonik strefowych. Przypomnijmy, dla x € §p ine€ §p jest:

p—1
Zy(x,n) = Y |2 [ Zon-an (2, ) (4.3)
k=0
oraz dla ¢ € H?,(C") jest
a(2) = [ 4(0)Z0(x.Qdo(() dla x € B, (4.4)
s

Tak jak w rozdziale 3, przedtuzamy poliharmoniki strefowe z ép X gp na Ep X Ep:
p—1
Z5(z,y) = l;) |22 (g1 Zpon (2, y). (4.5)
Rozwazmy teraz poliharmoniczne jadro Poissona P,(z, (). Jak wiadomo z poprzedniego
rozdziatu (por. Twierdzenie funkcja ta okreslona jest nastepujaco:
s 1— |z|?

B0 = 2 B8O = (Pt —2a 1y

m=0

dla ze€B, (€S,
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Z powyzszego i z 1} wynika, ze mozemy jadro Poissona przedtuzy¢ na Ep X fﬁ’p:
o o B y
Blea): = 3 Z5tea) = 3 22 (a1
m=0 m=0

= g 2) -
PPN T 2l L+ JalgIPTE )

skad ostatecznie dostajemy

00 1— 2p|75|2p
=0 (1 =227 + |z[[y]?)"2

Zauwazmy jeszcze, ze

Zb (x,y) = Zin(y, ),

Py(z,y) = Pply, ).

Stwierdzenie 4.4. Niech m # [ oraz u € H;'(C"), v € H,(C"). Wtedy (u, v),2=0.

Dowdd. Przechodzac do wspdtrzednych biegunowych w definicji iloczynu skalarnego do-

staniemy
11? 1 .
(wog = S [uleF yuey) dy
k= 0p

p—1 1 ) -

o [ E O o
k=0

) / nm (e (e’ ) do(Qdr = 0,

przy czym w ostatniej réwnosci korzystamy z ortogonalnosci poliharmonik strefowych na

S, (por. Stwierdzenie . O

Stwierdzenie 4.5. Niech u € Aa»(C") bedzie wielomianem stopnia M, wéwczas

M p—l
u(z) = > (n+2m) Z/ (ekP y)ZP (z, e 5 y)dy dla =€ B,.
sy k=0

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze u € H? (C"). Wtedy

r) = [u(Q)Zh(x,O)do(C)
S
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dla dowolnego = € Ep. Dalej jest

1
[uwZitegdy = 00 [ [u(rQ) 23, (@, r¢)do(Cdr
B 0 S
1
= nf, 7"2m+”_1[ U(C)Zﬁz(%()da(()] dr
[
; Q
= nQnu(x)o/r2m+”_1dr = nj— ;mu($)7

skad dostajemy

n+ 2m

u(r) = o u(y)Zy,(z,y)dy.

7 jednorodnosci otrzymujemy

n+2m / kmi
u(z) = epyZp:cepydy
(@) =" ];) )

Niech teraz u € Aar»(C") bedzie wielomianem stopnia M, wtedy u jest suma wielomiandéw

jednorodnych, skad na mocy Stwierdzenia[d.4)i z ostatniej réwnosci otrzymujemy teze. [

Stwierdzenie 4.6. Rodzina wielomianéw poliharmonicznych jest gestym podzbiorem

przestrzeni Bergmana b?)(gp).

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak dla p = 1, (por. [2, Lemma 8.8]). Zatézmy naj-
pierw, ze u € bQ( ) N C(B, U S,). Niech r € (0,1). Rozwazmy funkcje u,(z) == u(rz),
r € B,US, Wtedy u, € AM(B(O,%)), w szczegblnosci u, € Apv(B,) N C(B, U S,).
Ponadto u, — wu, gdy » — 1. Z kolei z jednostajniej ciggloéci funkcji u dostajemy,
ze ciag (up —u) zr = 1 — % jest wspolnie ograniczony dla odpowiednio duzych n.
W konsekwencji z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wynika, ze u, — u
w L2(B,) (por. [25, Theorem 11.32]). Z kolei na mocy Stwierdzenia funkcje polihar-
moniczne u, mozemy przybliza¢ jednostajnie wielomianami poliharmonicznymi na B,,U@,,

bo u, € Aar(B(0, 1)) ir < 1. Stad i z wezedniejszych rozwazan wynika wiec teza.

Niech teraz u € bf,(gp). Poniewaz C’(Bp U gp) jest gestym podzbiorem przestrzeni
L*(B,) (por. [25, Theorem 11.38]), to z powyzszych rozwazan dostajemy teze stwierdzenia.

]

Twierdzenie 4.1. Poliharmoniczne jadro Bergmana dane jest wzorem

o0

> (n+2m)Z} (2, y),

n m=0

Rp(x> y) =

ns?
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przy czym szereg zbiega bezwzglednie i jednostajnie na K X Ep dla dowolnego zwartego

podzbioru K C E’p.

Dowdéd. 7 réwnosci (4.2]) i ze Stwierdzen i wynika, ze musimy jedynie pokazaé

zbieznosé szeregu.

Przypomnijmy, ze jesli ¢ € gp, to istnieje stata C' > 0 taka, ze
|25, (2, Q)le < Cpm™~2[|z||™
dla kazdego = € B, (por. dowdd Twierdzenia . Zatem

|25 (2, y)le = ([ el 25, (. y/lyDle < Cpm™#[l2]|™||gl|™ < Cpm™*||=[|™,

skad
max Z (n+2m)|ZE (z,y)|lc < Cp max _ Z (n+ 2m)m"‘2]|x||m,
(#,y)EKXBp m=0 (z,y)EKXBp m=0
ale
2 1 1)n—2
(e 2m e D)1y
(n + 2m)mn—2
co konczy dowdd. O]

Twierdzenie 4.2. Poliharmoniczne jadro Bergmana dane jest wzorem:
d
tP (tz,ty)

1 )
d t=1

Byes) = g (B +
(1 — 4p) a2 g + (8py — 1 — ol + (1 — [oPlgl)
0, (1 = 205+ [« PgP) > |

Dowdd. 7 jednorodnosci poliharmonik strefowych jest

= % g (ta, ty)

2m

2mZP (x,y) = o

t=1 t=1

Ponadto z (4.6) mamy
= > 2} ().
m=0

Z powyzszych wzoréw i z Twierdzenia [4.1] dostajemy

Ria.y) - ngn(inzzm,ywizmmx,y))

m=0 m=0

1 o0
= o (Z nZz? (z,y) Z .t Zb (tz, ty)

m=0
).
t=1

)

1

d
= . (”Pp(%y) + %Pp(t% ty)
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o co chodzito. Przechodzimy do dowodu drugiej rownosci twierdzenia. Znowu ze wzoru

[4.6) jest

1 — ||y

P =
»(T,Y) (1 — 227 + |z]2[g2)"/2’
wiec
d d 1 — t*7|x|?P|y|?P
dt oy dt(1—2t2y + t4]x|2[y|?)/2 i
_ (At PR (g — 2Py + 1)
(1 =22z + t*|z[*[g])" -1
(L — P[Py (—dtay + 482 Plg*) (1 — 2620y + 42 P[g]*) !
(1 =222y + t*]z*[g]?)" =1
_ 2n(1 — |=[gl*) (27 — |=[*|g]*) — 4pla PG> (= *[7]* — 227 + 1)
(1 2y + o) 72+
oraz
n = nle|*[g1* — 2nay + 2naylP[G* + nle?[yl* — nle 2y
nP,(z,y) = ALl -
(1= 227 + [z[?[g]?)"/>*!
Dodajac ostatnie dwie réwnosci do siebie otrzymujemy zadany wzor. O

W nastepnym twierdzeniu wyrazamy jadro Bergmana w terminach harmonicznego
jadra Bergmana R(z,y) i harmonicznego jadra Poissona P(x,y) — funkcje P(z, () prze-
dtuzamy z B x S na B x B tak jak poliharmoniczne jadro Poissona P,(z,(), z kolei
stosujac Lemat mozemy P(z,y) przedtuzy¢ z B x B na Bp X Bp.

Twierdzenie 4.3. Poliharmoniczne jadro Bergmana jest postaci

1 — |z|?P|y|?P 1 d [1-— |tz]?|ty]|?
o o L (1 el
1 —|z|2[7] nQ, dt \ 1— |tz]?|ty]

t=1

Dowdd. Z Twierdzenia [4.1]i ze wzoru (4.5) jest

Ry(r.y) = —= 3 (n+2m)Z8(x.y)

n{, =

1 !t >

= - Z|x|2k|y|2k Z (n+2m + 4k) Z,(x, y)
n k=0 m=—2k
1 =, 2k 2k —

=~ 2 [ X (n 4 2m o+ 4k) Zn (2, y)

" k=0 m=0

1 ! S
= S P Y (04 2m) 2, )
n k=0 m=0
1 = ok |- 12k o
o 3 Akl Y 2y
N3en 1 2o m=0

_|_

75
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Korzystajac z Twierdzenia oraz z Twierdzenia z p = 1 otrzymujemy

p—1 p—1
Ry(x,y) = Y|yl Rz, y) + —- D 4kl |g* P(a, y).

ns?

k=0 " k=0
Poniewaz
z§ |x|2k\§]2k — 1 - |x|2p|y|2p
=0 (e
oraz

Y

d d (1 —|tx|?|ty|?
2k |— 2k 2k | 1|2k _
t=

wiec dowdd Jest zakonczony. O]

t=1

Uwaga 4.1. Zauwazmy jeszcze, ze wzor na jadro Bergmana mozemy wyrazi¢ w taki

sposob:

_ Pp(a:,y)R( 1 d (P (T, ty)) Po.y).

y) + nQ, dt \ P(tz,ty)

3 Poliharmoniczna przestrzen wazona Bergmana i jg-

dro wazone Bergmana

Niech a +n > 0 oraz § > —1. Rozwazmy rodzine funkcji poliharmonicznych rzedu p

okreslonych na B takich, ze

1?1
lullz,, = (ﬂ

Tak okreslong rodzine nazywamy poliharmoniczng przestrzen wazong Bergmana z wagams

1/2
Iy! (1= 1yl )ﬁdy> < 0. (4.8)

a, 3 1oznaczamy ja symbolem bpa 5(B ). Mamy wiec

Uy o0(By) = Aar(B) N L*(By, ly|*(1 — [yI*)dy),

gdzie L(B,, |y|*(1— |y|?)?dy) jest przestrzenia funkcji mierzalnych na B,, ktére spetiaja
warunek (| @

Lemat 4.2 (|28 Introduction]). Dla dowolnego zwartego zbioru K C B istnieje stata
C' = C(K,n,p) taka, ze

[u(@)l2 < C [ lul) 2 Iyl (1~ y*) dy

dla dowolnej funkeji u € Aar(B) N L2(B, |y|*(1 — |y|?)?dy) i dla dowolnego = € K.
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3. POLIHARMONICZNA PRZESTRZEN WAZONA BERGMANA I JADRO WAZONE
BERGMANA

Stwierdzenie 4.7. Dla dowolnego zwartego K C Ep istnieje stata C' = C(K,n, p) taka,
ze
u(z)]c < Cflully

P08

dla dowolnej funkcji u € b§7a75(§p) i dla dowolnego = € K.

Dowdd. Dow6d wynika z Lematu [£.2]1 jest analogiczny do dowodu Stwierdzenia 4.1, O

Whniosek 4.2. Przestrzen wazona Bergmana bpa B<BP) jest domknietg podprzestrzenia

przestrzeni Hilberta L*(B,, [y|*(1 — |y|*)?dy) z iloczynem skalarnym

1p1 kmi
vy =0 3 [uleTy)ole Tyl (1~ ) dy. (4.9)
k=0p

Dowdéd. Dowdd jest analogiczny jak dla przestrzeni bg(gp). ]

Na mocy powyzszego wniosku, przestrzen wazona Bergmana bf)’a’ ﬁ(ép) jest przestrze-
nig Hilberta z iloczynem skalarnym . Tak jak w przypadku przestrzeni niewazonej
Bergmana, wyznaczymy funkcje reprodukujaca dla przestrzeni wazonej Bergmana. Niech
x € Ep bedzie ustalonym punktem. Rozwazmy funkcjonal liniowy A : b?),a,ﬁ(ép) — C
postaci Ay(u) = u(z). Wéwezas, na mocy Wniosku [£.2]1 z twierdzenia Riesza, istnieje

funkcja 1, 0.8 € bpa,B(B ) taka, ze dla dowolnej funkcji u € bpaﬂ(é ) zachodzi wzor

1p1 kmi
w(w) = (wrepesly =05 [u(ET O paale T Iy~ Iy dy
o k=0p

Definicja 4.2. Funkcje Ry, o 5(2,Y) = Tupap(y) nazywamy poliharmonicznym jadrem

wazonym Bergmana.

Dla u € b2, 4(B,) i dla z € B, mamy wigc

]_pl ki ki a
= 5 [ ule T 0 Byl Tyl (1~ ) dy (4.10)
k=0p

Zauwazmy, ze na mocy Lematu harmoniczne jadro wazone Bergmana R;,3(z,y)

mozemy przedtuzyé¢ z B X B na Ep X Ep.

Nietrudno zauwazy¢, ze analogiczne wlasnosci podane w Stwierdzeniach [4.3], [£.4] i

zachodza w przypadku przestrzeni Bergmana z wagami.

77
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Stwierdzenie 4.8. Jadro wazone Bergmana ma nastepujace wtasnosci:
(1) Rpas(,y) = Rpaply, ),

@) | Rpas(@. Mz, =

(3) odwzorowanie Q : L*(B,, [y|*(1 — |y|?)°dy) — b2

op(t,2) dlaz € By,
(B,) postaci

1p1 ki kmi o Qﬂ
> [T y) Ry pl e T y)lyle (1 = o) d
pko

dla u € LQ(BP),x € Bp jest jednoznacznie okreslonym rzutem ortogonalnym przestrzeni

L*(By, |y|*(1 — |y[*)7dy) na b}, 5(By).

Dowéd. Dowdd analogiczny jak dla Stwierdzenia [£.3] O

Stwierdzenie 4.9. Niech m # [ oraz u € H'(C"), v € HL(C"), wtedy (u,v) ,=0.

Dowdd. Dowdd przebiega analogicznie jak dla Stwierdzenia [4.4] O]

Stwierdzenie 4.10. Niech u bedzie wielomianem stopnia M. Wtedy

M 2F(m + ta + B+1) B ki
—_= P Zp P 2 B .

m=0

Dowdd. Dowéd jest podobny do dowodu Stwierdzenia [4.5 Zakladamy najpierw, ze
u € HE (C™). Wtedy

1
[ 2yl (= 1Py = 0@, et =) ()2 (@, Qdcdr
0 S

B
1

— nQ u /rn+2m+a 1 )Bdr
0

I(8+ 1)0(m + =2)
2l(m+ 22 + 5 +1)

= nQ, u(z),

stad

2F m_|_ n+oa +ﬁ+
Sl [uw)Z Iyl - P ay.
B

u(x) = nQnF(ﬁ + 1) (m+ n+a
Ze Stwierdzenia [4.9) dostaniemy zatem

T3+ )T <m+”+“ &) "

u(z) = Y) 28 (z, e y) |y (1 — [y[2) dy.

Zalbézmy teraz, ze u jest wielomianem stopnia M, wowczas u daje sie przedstawic¢ jako
suma wielomianéw jednorodnych stopnia co najwyzej M. Stad i z ostatniej réwnosci oraz

ze Stwierdzenia [4.9] od razu otrzymujemy zadana réwnosé. O
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BERGMANA

Stwierdzenie 4.11. Rodzina wielomianéw poliharmonicznych jest gestym podzbiorem

przestrzeni Bergmana bf?’a’ﬁ(ép).

Dowdéd. Dowdd jest analogiczny jak dla Stwierdzenia [4.6] O

Twierdzenie 4.4. Wazone jadro Bergmana wyraza sie wzorem

1 & 2l(m+ "2+ 5+1)
= 7P
Roon(@) = S 2 T(5 1 D 4 55m) Zn(@0):

7 m=0

gdzie szereg zbiega bezwzglednie i jednostajnie na K X ]§p dla dowolnego zwartego pod-

zbioru K C B,

Dowaéd. Ze Stwierdzen i oraz rownosci (4.10) dostajemy zadany wzér. Wystarczy

zatem pokazac¢ jedynie zbieznosé¢ szeregu. Tak jak w dowodzie Twierdzenia mamy

> 20(m+ "2 + B+ 1)
max — Zf;l x,Y)|c
(.9)€K x By mZ::o LB+ 1)T(m + %52) 12 (@, 9)]

> 2T nto 1
<Cp max (m+"32+38+1)

n—2 m
oy ZUH .
(2,y)EK X Bp m=0 F(ﬂ —+ 1)F<m + %) H

Ponadto

20(m+ "2 +4+2)  T(B+1)I(m+"9)
FB+1)C(m+ 22 +1) 20(m+ "2+ 3+1)
n+2m+a+20+2

= oMt — 1 przy m — oo,

co konczy dowdd. O]

Podamy teraz odpowiednik Twierdzenia[4.2]dla wazonego jadra Bergmana. W tym celu
wykorzystamy pochodne utamkowe (zob. na przyktad [24]). Przypomnijmy odpowiednie

definicje.

Niech [ > 0, dla funkcji u € L'(0,1) definiujemy funkcje pierwotna:

L1 u)
D lu(t) = 0 0/ =l

Z kolei pochodng rzedu [ dla funkcji v definiujemy nastepujaco

D'u(t) = ;; (D=0 Du())
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gdzie j jest liczba catkowita taka, ze j — 1 <1 < j.

Tak jak w przypadku harmonicznego wazonego jadra Bergmana (por. [24]), korzystajac

ze Wzoru
F'k+1) , .,
Dl+1tk — 7tk -1 4.11
Lk —1) (4.11)
wyprowadzimy kolejny wzor na wazone jadro Bergmana.
Twierdzenie 4.5. Wazone jadro poliharmoniczne Bergmana wyraza sie wzorem
2 nt+o
Ry =~ D (=Pt
P, 7g(x7y) nr(ﬁ + 1)Qn ( P( x7y)) i
Dowdd. Biorac k =m + "% + (3 oraz | = 3 we wzorze (4.11)) dostajemy
DAL EgE 4B L(m + 252 + 6 +1) s
F(m +552)
zatem
nta I(m+ 2%+ 5+1)
D t%Jr’BZﬁl(tx, ) = R ZP (x,y).
( ™ T
Poniewaz
= > Zh(z,y),
m=0
to z powyzszych rozwazan i z Twierdzenia [4.4) dostaniemy
1 S 2i(m+22+3+1)
Ry« ) = 2 zZh )
Dy 75(1’ y) TLQn mzo F(ﬁ—{— 1)F(m+ m> m(x y)
= — DPHL (475546 zp (¢
nQ) r( Z (t h(t.y)) .
2 n+a i
_ DAL 5= +8 7P (tx,
ey (7 S A
2 n+o¢
— D5+1 +5P tx ’
nl'(8+ 1), ( 2l y>) t=1
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 4.6. Wazone jadro poliharmoniczne Bergmana wyraza si¢ wzorem
p—1
k|| 2k
Ryop(z,y) = Z |x|2 |y|2 Ry avars(,y),
k=0

w szczegolnosci

p—1
Ry(z,y) = 29" Riano(z, ).
k=0
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Dowdd. 7 Twierdzenia [4.4] jest

1 & 2(m+ M2+ 541)
= zZb .
Rp,oz,5<x>y) nQn mZ::o F(ﬁ—F 1)F(m + nJrTa) m(x,y)

zatem z (4.3)) dostaniemy

g m+”m+ﬁ+n

Rpxl,ﬁ(x?y) = F(m T n+a) |x’2k|y|2ksz2k(xvy>
_ 00 2F(m + 2k + n+cx + ﬁ —+ ].) ’x‘2k|@‘2kz (.1' y)
1)F(m+2k+ nta) e
o0 m+"MHk+ﬂ+)
= ety [T T Zin (2, y).
0, Zmz T + =)
Korzystajac z Twierdzenia otrzymamy zadany wzor. O]
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Rozdziat 5

Funkcje poliharmoniczne a funkcje

holomorficzne

W tym rozdziale podamy zwiazek funkcji poliharmonicznych z funkcjami holomor-
ficznymi na kuli Liego. W tym celu przypomnimy pojecie jadra Cauchy’ego-Hua i twier-
dzenie Hua. Pokazemy m.in. zwiazek poliharmonicznego jadra Poissona dla ép z jadrem
Cauchy’ego-Hua, podamy konstrukcje ciggu funkcji poliharmonicznych zbieznych do funk-
cji holomorficznej na LB, ciggtej na LB. Jako wniosek zanotujemy réwniez wlasnoéé

wartosci $redniej dla funkcji holomorficznych na kuli Liego.

1 Wzér Cauchy’ego-Hua

Bedziemy rozwazaé funkcje holomorficzne na kuli Liego i ciggte na sferze Liego, o zbio-
rach tych wspomnieliSmy w rozdziale pierwszym. Przypomnijmy, kula Liego o promieniu

r jest to zbior postaci

LB(0,r) ={z € C": L(z) < r},

gdzie
) 5 1/2
L(z) = (Il + IIz11 = 12

jest normag Liego, za$ sfera Liego o promieniu r > 0 to zbior
LS(0,7) = {e®z: p € R, z € S(0,7)}.
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Przyjmujemy przy tym oznaczenia LB := LB(0,1) oraz LS = LS(0,1). Przypomnijmy
roéwniez, ze kula Liego jest harmoniczna (a wiec i poliharmoniczna) otoczka dla kuli eu-
klidesowej B, czyli kazda funkcja harmoniczna (poliharmoniczna) na B przedtuza sie do
funkcji harmonicznej (poliharmonicznej) na LB, za$ sfera Liego jest jego brzegiem Szy-
towa, czyli najmniejszym zbiorem domknietym zawartym w OLB, na ktorym zachodzi

zasada maksimum.

Caltkowanie po sferze Liego wzgledem unormowanej miary niezmienniczej dé(w) na

LS(0,r) definiujemy nastepujaco (por. [21], str. 63):

[ Fw)ds(w) = ;ﬂ 07 S/ F(re¢) do(¢)dp. (5.1)

LS(0,r)

Uwaga 5.1. Zauwazmy, ze

/ F(w) d&(w 71T ] / F(ré#¢) do(C)dy
0 S

[stotnie, mamy bowiem

ZIW/ [P0 ao(cte = L [ [ Freng da(C)dw;j [ Fre#¢) do(Q)dy
0 s 0 S ™ S
= 217r 7r/F(re“"() da(C)dcp+217r0//F re'?() do(¢)

Lemat 5.1. ([2I], Theorem 3.31) Niech f € O(LB), wowczas istnieja wielomiany jedno-
rodne u,, € P,,(C") takie, ze

[ee]

f(z) =D um(2). (5.2)

m=0

Szereg powyzszy zbiega jednostajnie na kazdym zwartym podzbiorze kuli Liego LB, przy
czym wielomiany wu,, nazywamy m-jednorodnymi sktadowymi funkcji holomorficznej f

oraz wyrazaja si¢ one wzorem

1 f(tz)

i tmtl
lt]=1

U (2) = dt. (5.3)

Rozwazmy teraz funkcje holomorficzng f € LB, cigglta na LB, wtedy, zgodnie z ostat-

nim lematem, f mozemy przedstawi¢ w postaci (5.2)). Dokonujac podstawienia t = ¢
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pod znakiem catki we wzorze ([5.3|) dostaniemy

2

Um(z) = ;T/f(eiwz)eim“"dgo.
0

7 drugiej strony na mocy Lematuistniej@ wielomiany harmoniczne g, o1 € Hp—ok(C"),
k=0,1,..,[%] takie, ze

(5]
=D 2" gm-2n(2)
k=0

przy Czym tm(C) = ¢m(C) 4 gm—2(C) + -+ + Gm-2p2)(¢) dla ¢ € 5 oraz
an-2(2) = [ Zin-ax(2 Q-2 Q)dC.
S
Poniewaz harmoniki roznych stopni sg ortogonalne, to
Gm—2k(2) = /me%(zaoum(odg
S

Zatem dalej jest

2T
Gm—2k(2) = 217T/Zm2k(Z,C)/f(€i‘PC)eim“"d<pdg
B 27r// 2o =20 7, _on(2, ) f(€9C)e P dCdy

1 , , :
= > / [ e 2z, €90) f () d .
0 s
Uwzgledniajac (5.1]) dostajemy
an(Q) = [ [0 Zon o, 0) f ()5 ()
LS
Zbierajac wszystkie powyzsze wyniki i podstawiajac je do ([5.2)) otrzymamy
= [ H(zw)f(w)ds(w),
LS
gdzie
o [F]
=> > |22 [@|* Zp—ai (2, w).
m=0 k=0

Mozna pokazaé (zob. [9] lub [21]), ze

1

H = .
(z,w) (22w? — 22w + 1)7/2

Prawdziwe jest zatem stwierdzenie
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Stwierdzenie 5.1  (Wzér  Cauchy’ego-Hua, [2I,  Theorem  5.7]). Niech
fe€O(LB)NC(LBULS), wtedy

f(z) = / H(z,w)f(w)do(w) dla =€ LB.

Definicja 5.1 ([21, Definition 5.5]). Funkcje H(z,w) okreslona wzorem (5.4)) nazywamy
jadrem Cauchy’ego-Hua.

Uwaga 5.2. Postepujac podobnie mozna pokazaé, ze jesli f € O(LB(0,r))NC(LB(0,r)),
to

f(z) = / Ho(z,w)f(w)dé(w) dla ze LB(0,r),
LS(0,r)
gdzie H,(z,w) = H(z/r,w/r).

Uwaga 5.3. Jadro Cauchy’ego - Hua H(z,w) jest funkcja holomorficzng zmiennej z

i antyholomorficzng zmiennej w na zbiorze
LD = {(z,w) e C" xC": L(z)L(w) < 1}

oraz H(z,w) = H(w, z) (por. Morimoto |21, Lemma 5.6]).

2 Zwiazek jadra Poissona z jadrem Cauchy’ego-Hua

W poprzednim rozdziale znalezlismy uogélnione jadro Poissona P, dla funkcji polihar-
monicznych. W szczegdlnosci dla p = 1 jest to klasyczne jadro Poissona dla funkcji harmo-
nicznych na kuli B. Teraz pokazemy, ze zachodzi réwniez zwiazek z jadrem Cauchy’ego-
Hua. Poréwnamy harmoniczne jadro Poissona okreslone wzorem , poliharmoniczne

jadro Poissona dla Ep dane wzorem (3.15)) z jadrem Cauchy’ego-Hua 1)

Po pierwsze zauwazmy, ze funkcja P,(-, () przedtuza si¢ holomorficznie na kulg Liego

jako funkcja poliharmoniczna (por. Stwierdzenie , oczywiscie mozemy wzia¢ w € LS
zamiast ( € §p. Z réwnosci 1) " oraz 1} dostajemy natychmiastowg obserwacje:
P(z,w) = (1= |2]*[w]*) H (2, w), (5.5)
Py(z,w) = (1 — [ [w]**)H (2, w) (5.6)

Wynika stad zatem, ze funkcje P(z,w) i P,(z,w) majg te same wlasnosci z Uwagi co

jadro Cauchy’ego-Hua. Ponadto prawdziwe jest stwierdzenie
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Stwierdzenie 5.2. Jadro Poissona P,(z,w) zbiega do jadra Cauchy’ego-Hua H(z,w)

niemal jednostajnie na LD przy p — oo.

Dowdéd. Korzystajac z (5.6) dostajemy oszacowania
(1 = 12 w]) [ H (2, w)le < [Pp(z,w)le < 1+ 2P ][w]|*P)H (2, w)|c. (5.7)

Poniewaz ||z|| < L(z) dla dowolnego z € C", to dla dowolnego zwartego podzbioru F

zbioru LD istnieje ap < 1 takie, ze sup, ,cp |12] - |w| = ap. Zatem, na mocy (5.7), jest

sup |P,(z,w) — H(z,w)|e < of sup |H(z,w)lc, (5.8)
(z,w)EE (z,w)EE

przy czym prawa strona nieréwnosci (5.8)) dazy do zera przy p — oo, co konczy dowdd. [

Uwaga 5.4. Mozna poprawi¢ oszacowanie (5.7) w szczegblnym przypadku, gdy
(z,w) € LD zastapimy przez (z,() € Bp X §p, Istotnie, zauwazmy najpierw (por. roz-
dziat pierwszy), ze B, x §p C LD, wiec funkcja H(z, () jest dobrze okreslona, a poniewaz

0 < 1—z|?|C** < 1, to mozemy napisa¢

1Py(z,C)|c = (1 — |z[*|C*P)|H(z,¢)|c  dla dowolnego (z,¢) € B, x S,.

Zgodnie ze Stwierdzeniem [5.2| mozemy oczekiwaé, ze wzor Cauchy’ego-Hua jest granica
rozwiazan Dirichleta dla funkcji poliharmonicznych rzedu p przy p dazacym do nieskon-

czonosci i istotnie tak jest, prawdziwe jest bowiem twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. Niech u € O(LB) N C(LB), wowczas istnieje ciag funkcji poliharmo-

o0

nicznych (up)52,, u, € Aar (B,), wzrastajacego rzedu p taki, ze u, = u|§p oraz,

lim u,(z) = /H(z,w)u(w) do(w) =u(z) dla ze€ LB.
LS

p—00

Dowéd. Rozwazmy funkcje u, jako rozwigzanie nastepujacego zagadnienia Dirichleta
APu,(z) =0, z € By,
uy(z) = u(z), €S,

Na mocy Twierdzenia 2.1 u, jest jednoznacznie okreslone wzorem:

p—1 — |z 2p i
S A e Qa0

up(7) =
Pi=o

—kmi

er r—(
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dla dowolnego p € N. Tworzymy ciag (u,)2,, gdzie u, jest okreslona powyzszym wzo-

p=1

rem. Wtedy (u,) jest ciagiem funkcji poliharmonicznych wzrastajacego rzedu p takich, ze

Uy :u|§p.

Przechodzac do granicy z p — oo i korzystajac z definicji catki Riemanna oraz postaci

jadra Cauchy’ego-Hua dostajemy dla z € LB

17 1 -
e A O

_ ! u(e'¢)
N // —21901;2(2 2e— upxC‘i‘l)% dU(g)ng

[ Hw, = u(e=¢) do(Q)dy
S

N
n

5=
o—_,°

Z powyzszych rozwazan, z Uwagi i ze Stwierdzenia wnioskujemy, ze
plggoup /H z,w)u(w) do(w) = u(x).

7 jednoznacznosci analitycznego przedtuzenia mozemy zastgpi¢ w ostatniej rownosci zmien-

ng r € B przez z € LB po czym dostajemy teze twierdzenia. O]

Uwaga 5.5. Zauwazmy, ze Twierdzenie [5.1] dostarcza nam konstrukeje ciagu funkcji po-
liharmonicznych u, na LB, ciggltych na LS, ktory przybliza dang funkcje holomorficzng
una LB.

Uwaga 5.6. Podobnie jak wyzej mozemy wykazaé, ze dla kazdej funkcji

u € O(LB(0,7)) N C(LB(0,r)) istnieje cigg funkcji poliharmonicznych (u,)2,,

u, € Aar(B(0,7)), wzrastajacego rzedu p taki, ze u, = u| i;éek;ris(ojr) oraz

lim u,(z) = / H.(z,w)u(w)do(w) =u(z) dla ze€ LB.

p—o0
LS(0,r)

Na koniec zanotujmy jeszcze jeden wniosek:

Whniosek 5.1 (Wtasnosé wartosci $redniej dla funkeji analitycznych). Niech G bedzie
otwartym podzbiorem zbioru R"™. Jedli u € A(G), woéwcezas dla dowolnego a € G oraz
wystarczajaco matego r > 0 zachodzi wzor

u(a) = /u(a + rw) do(w).

LS
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2. ZWIAZEK JADRA POISSONA Z JADREM CAUCHYEGO-HUA

Dowdd. Zauwazmy, ze istnieje otwarte otoczenie zespolone U C C" dla zbioru G ta-
kie, ze u przedtuza sie holomorficznie na U, tzn. u € O(U) (por. rozdzial 1). Dla wy-
starczajaco matego r > 0 istnieje ¢ > 0 takie, ze a + LB(0,r + &) C U. Mamy wiec
u € O(a + LB(O,r + ¢)), czyi v € O(a + LB(0,7)) oraz u jest ciagta na
(a + LB(0,7)) U (a + LS(0,7)). Z poprzedniego twierdzenia i z ostatniej uwagi istnie-
je ciag funkcji poliharmonicznych w, € Aar(B(a,r + €)) wzrastajacego rzedu p taki,
ze u, = ul o kpi  OTAZ Uy przedtuza si¢ w sposob ciagly na a + LS(0,r) biorac

Up = UlayLS(0r), B takze

u(z) = lim wu,(2).

W szczegdlnoscei

Z wlasnosci wartosci $redniej dla funkeji poliharmonicznych (por. Wniosek jest

kmi

1
1191’ /up a+err()do(C)
k=0

zatem

u(a) = lim — Z/upa—l—eprf)da(é)

p—)OO p
k=0g

Tak jak w dowodzie Twierdzenia [5.1] korzystajac z definicji catki Riemanna dostajemy
u(a) =

] / w(a +re®¢) dS(C)dy
0o S

u(a + rw) do(w),

I
5\ N | =

co konczy dowdd. O

Uwaga 5.7. Powyzszg wlasnos¢ wartosci $redniej, podobnie jak w przypadku wtasnosci
wartosci sredniej dla funkcji poliharmonicznych (por. Uwaga , mozna réwniez otrzy-

maé korzystajac z formut Pizzettiego dla operatora AP (por. [15, Corollary 1]).
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Uwagi koncowe

Na zakonczenie zanotujmy kilka uwag o mozliwych dalszych badaniach funkcji polihar-
monicznych na kulach obréconych. Przede wszystkim tatwo zauwazy¢, ze niniejsza praca
jest po czesci proba przeniesienia wiasnosci funkeji harmonicznych na poliharmoniczne.
Jak zobaczyliSmy wczesniej, rozwazanie funkcji poliharmonicznych na obréconych kulach
euklidesowych pozwolito nam uogélni¢ wiele twierdzen znanych z teorii funkcji harmo-
nicznych. Twierdzenia te wskazuja na duze podobienstwo miedzy wspomnianymi klasami

funkcji. Wymienmy niektoére z nich:
a) wlasnosé wartosci $redniej,
b) postaé rozwiazania zagadnienia Dirichleta,
c¢) analogiczne wlasnosci poliharmonik i harmonik sferycznych,
d) twierdzenie o rozkltadzie ortogonalnym,
e) posta¢ i wlasnosci jadra Poissona, a takze jadra Bergmana.
Powstaje naturalne pytanie o to, czy mozna uzyska¢ wiecej takich analogii. Odpowiedz

wydaje sie by¢ twierdzaca. Ponizej przedstawimy kilka pytan, probleméw, ktoére w natu-

ralny sposob pojawiaja sie przy wczedniejszych rozwazaniach zawartych w tej pracy.

Na poczatek przypomnijmy (por. Twierdzenie , ze jesli u € AM(BP) F‘IC(EP U §p),
to

kmi

w@ = =5 [ 2 asi).

_pwnkzos le™r x— ("

Pojawia sie tu pytanie, czy implikacja w druga strone jest prawdziwa, doktadniej, czy

funkcja okreslona powyzszym wzorem jest ciagta na Ep U §p, gdy tylko u € C(gp). Innymi
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UWAGI KONCOWE

stowy, czy zagadnienie Dirichleta

~

APy(z) =0, x€ By,

~

u(z) = f(x), x5,

~

gdzie f € C(S,), posiada zawsze rozwiazanie. Wiadomo, ze odpowiedz jest twierdzaca,

gdy f jest wielomianem (por. Wniosek .

PrzejdZzmy teraz do innego problemu. Przypomnijmy, ze dla funkcji harmonicznych

zachodzi tzw. zasada maksimum:
Twierdzenie. Jesli u € Ax(B) UC(B), to

[u(r)]e < max lu(y)|c dla kazdego x € B.
Yy

Mozemy postawi¢ hipoteze:

Jesli u € Aar(B,) UC(B,US,), to

lu(z)|c < m%x lu(y)|c  dla kazdego z € B,.
YESp

Latwo zauwazy¢, ze z wlasnodci wartosei §redniej dla funkcji poliharmonicznych (por.
Whiosek hipoteza powyzsza zachodzi dla x = 0. Nalezy nadmieni¢ ponadto, ze praw-
dziwa jest nastepujaca wersja zasady maksimum dla funkcji poliharmonicznych (por. takze

[15, Theorem 3]):

Twierdzenie ([15, Corollary 3]). Niech G C R™ bedzie zbiorem spdjnym i otwartym,
u € Aar(G) bedzie funkcja rzeczywista, zas @ niech oznacza jej holomorficzne przedtuzenie

na zespolone otoczenie U zbioru G. Jedli istnieje o € G oraz r > 0 takie, ze
lu(zo)| > |i(z)|c  dla kazdego = € By(zo, 1),

to u jest funkcjg stala na G.

Oczywiscie to tylko niektére zagadnienia jakimi mozna si¢ dalej zajmowac. Jest jesz-
cze chociazby badanie kolejnych wtasnosci poliharmonik sferycznych, badanie zwiazku
poliharmonicznego jadra Bergmana z jego odpowiednikiem dla funkcji holomorficznych
na kuli Liego — przypomnijmy, ze taki zwigzek istnieje miedzy poliharmonicznym jadrem
Poissona a jadrem Cauchy’ego-Hua (por. Stwierdzenie oraz Twierdzenie . Reasu-
mujac, dalsze badania nad funkcjami poliharmonicznymi na obréconych kulach wydaja

sie by¢ zasadne.
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norma rzeczywista z x, str.
norma zespolona z z, str.

norma Liego, str.

kula o $rodku a i promieniu r, str.

sfera o srodku a i promieniu r, str.

kula jednostkowa, str.

sfera jednostkowa, str.

objetos¢ kuli jednostkowej B, str.

pole powierzchni sfery jednostkowej .S, str.

suma kul obréconych, str.
suma sfer obroconych, str.

jednostkowa sfera Liego, str.
miara powierzchniowa na S, str.

kula Liego o promieniu r, str.

sfera Liego o promieniu r, str.

jednostkowa kula Liego, str.

unormowana miara powierzchniowa na S, str.

unormowana miara niezmiennicza na LS, str.

operator Laplace’a, str.

p-krotnie iterowany operator Laplace’a, str.
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C(G)
CH(G)
A(G)
Aa(G)
Aar(G)

o)
Oa(U)
Onr(U)

<f7 g>S

(f,9)s
P(z,()

przestrzen funkcji ciagtych na G, str.

przestrzen funkcji k-krotnie rézniczkowalnych na G, str.
przestrzen funkcji analitycznych na G, str.

przestrzen funkcji analitycznych harmonicznych na G, str.
przestrzen funkcji analitycznych poliharmonicznych rzedu p

na G, str.

przestrzen funkcji holomorficznych na U, str.

przestrzen funkcji holomorficznych harmonicznych na U, str.
przestrzen funkcji holomorficznych poliharmonicznych rzedu p
na U, str.

uogdblniona transformacja Kelvina z funkcji u, str.

przestrzen wielomianow jednorodnych stopnia m na C™, str.
przestrzen wielomianoéw harmonicznych, jednorodnych stopnia m
na C", str.

przestrzen wielomianow poliharmonicznych rzedu p,
jednorodnych stopnia m na C", str.

przestrzen harmonik strefowych stopnia m, str.

przestrzen poliharmonik strefowych rzedu p stopnia m,

str.

przestrzen poliharmoniczna Bergmana, str.

wazona przestrzen poliharmoniczna Bergmana z wagami «, (3,
str.

harmonika strefowa stopnia m, str. ﬂ
poliharmonika strefowa rzedu p stopnia m, str.

wymiar przestrzeni H,,(C"), str. {42

wymiar przestrzeni HE, (C"), str. |44
suma prosta, str.

przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem na S, str.
przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem na gp, str.
iloczyn skalarny na L?(S), str.

iloczyn skalarny na L2(§p), str.

harmoniczne jadro Poissona dla B, str.
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P,(z,() - poliharmoniczne jadro Poissona rzedu p dla ép, str.
H(z,() - jadro Cauchy’ego-Hua, str.
R,(x,y) - poliharmoniczne jadro Bergmana rzedu p dla Ep, str. @

R, o p(x,y) - poliharmoniczne jadro wazone Bergmana rzedu p, str.

PIf] - p-ta calka Poissona dla funkcji ciagtej f na S, str.

P,[f] - p-ta calka Poissona dla funkcji cigglej f na §p, str.
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p-ta catka Poissona,

p-ta transformacja Kelvina, [37]

brzeg Szytowa,

formuta Rodriguesa,

formuly Pizzettiego,

funkcja poliharmoniczna w oo, [37]
funkcje harmoniczne,

funkcje poliharmoniczne,

harmoniczne jadro Bergmana, [70]
harmoniczne jadro Poissona,
harmoniki sferyczne,
harmoniki strefowe,

jadro Cauchy’ego-Hua, [80]
kula Liego,

laplasjan,
laplasjan p-krotnie iterowany,
lemat o symetrii, [3§]

norma Liego,
norma rzeczywista, [I7]

norma zespolona,

poliharmoniczne jadro Bergmana, [69]
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poliharmoniczne jadro wazone
Bergmana, [77]

poliharmoniki sferyczne,

poliharmoniki strefowe,

przestrzen poliharmoniczna Bergmana,
67}

przestrzen poliharmoniczna Bergmana
wazona, [70]

przestrzen wielomianoéw harmonicznych,

przestrzen wielomianéw jednorodnych,

przestrzen wielomianéw jednorodnych

poliharmonicznych,

rozklad ortogonalny dla L(S,),
rozwigzanie zagadnienia Dirichleta, [31]

rozwiniecie Almansiego,

sfera Liego,
suma prosta, [42]

suma prosta przestrzeni Hilberta, [40]
twierdzenie Siciaka, [25]

wor Cauchy’ego-Hua, [80]
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wlasnosé wartosci sredniej dla funkcji
analitycznych,

wlasnos¢ wartosci $redniej dla funkeji

poliharmonicznych, [36]

wartosé¢ érednia,

wielomiany Gegenbauera,
wielomiany Legendre’a,
wzor Cauchy’ego-Hua, [86]

zagadnienie Dirichleta, [27]

zewnetrzne zagadnienie Dirichleta,

102



	Wstep
	Wprowadzenie
	Pojecia wstepne
	Kula i sfera Liego
	Przedłuzenie analityczne

	Zagadnienie Dirichleta dla funkcji poliharmonicznych
	Rozwiazanie zagadnienia Dirichleta
	Wnioski z Twierdzenia 2.1

	Poliharmoniki sferyczne i jadro Poissona dla funkcji poliharmonicznych
	Wielomiany poliharmoniczne jednorodne
	Poliharmoniki sferyczne i rozkład ortogonalny przestrzeni L2(S"0362Sp)
	Poliharmoniki strefowe
	Jadro Poissona dla funkcji poliharmonicznych
	Postac jawna poliharmonik strefowych

	Przestrzenie poliharmoniczne Bergmana dla B"0362Bp
	Przestrzen poliharmoniczna Bergmana
	Jadro poliharmoniczne Bergmana
	Poliharmoniczna przestrzen wazona Bergmana i jadro wazone Bergmana

	Funkcje poliharmoniczne a funkcje holomorficzne
	Wzór Cauchy'ego-Hua
	Zwiazek jadra Poissona z jadrem Cauchy'ego-Hua

	Uwagi koncowe
	Bibliografia
	Oznaczenia
	Skorowidz

