Egzamin z proceséw stochastycznych — szkic rozwigzan na podstawie grupy A

Przygoda 1. Korzystajac z sumy szeregu geometrycznego znajdujemy funkcje tworzaca
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Znajdujemy najmniejszy nieujemny pierwiastek réwnania G(s) = s (uwaga: jednym z pierwiastkéw musi
byé¢ s = 1, jesli nie jest, to gdzie$ musial by¢ zrobiony btad!). W naszym przypadku bedzie to s = % ito jest
prawdopodobienstwo, ze hodowla si¢ kiedy$ zakonczy ze wzgledu na brak samiczek.

Srednig liczbe samiczek w 1-ym pokoleniu, to p3 = G'(1) = 2. Zatem $rednig liczbe samiczek w n-tym
pokoleniu, to w, = uff = (G'(1))" = 2™.

Prawdopodobienstwo, ze hodowla sie zakonczy w trzecim pokoleniu, to

P(T = 3) = P(Z; = 0) - P(Z2 = 0) = G(G(G(0)) — G(G(0)) = G(G(5)) — (G(5) = G(3) -2 = -~ = .

Przygoda 2. Rozpatrujemy tancuch Markowa, ktérego stanami sa pola S = {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8}, a macierz przej-
Scia jest zadana przez zasady gry. Zauwazmy, ze w pierwotnej grze dla wszystkich stanéw reguly poruszania sa
takie same. Stad wszystkie stany sa powracajace niezerowe i przy rozkladzie stacjonarnym prawdopodobienstwa
musza byc takie same, czyli m =7 = ... =715 = %. Latwo widzieé, ze jest to rozklad stacjonarny. Zatem wtedy
$redni czas powrotu to puy = ... = ug = 8.

W przypadku gry zmodyfikowanej zauwazmy, ze jak juz wejdziemy na pole specjalne (tzn. parzyste), to
juz jego nieopuscimy. Zatem {2,4,6,8} jest zbiorem zamknietym i lancuchem nieprzywiedlnym, w ktérym
wszystkie stany sa ergodyczne. Zatem wystarczy rozpatrywaé tancéuch zlozony tylko z tycz czterech stanéw.
Wtedy rozwiazujac uklad 4 réwnan liniowych znajdujemy: mo = i, Ty = Tg = % oraz mg = % Stad dostajemy
$rednie czasy powrotu dla tych stanéw: us = 4, ug = pg = 8, us = 2. Wszystkie stany nieparzyste sa chwilowe,
wiec m = w3 =75 = w7 = 0 oraz p1 = 3 = ji5 = fy = 00

Aby w drugim okrazeniu znalez¢é sie na polu numer 1 musimy poruszaé¢ w pierwszym okrazeniu tylko po
polach nieparzystych, tzn. wyrzuci¢ 4 razy orta. Zatem to prawdopodobiefistwo jest réwne (%)4. Zatem aby w

N-tym okrazeniu znalez¢ sie na polu numer 1 musimy wyrzucié orta 4(N — 1), wiec prawdopodobienstwo wynosi
(%)4(N -1) .

Przygoda 3. Przyjazdy autobuséw A, B i C opisuja procesy Poissona N4, NB i N¢ z intensywno$ciami
Aa = 1/20, Ap = 1/12, A\¢ = 1/30 (autobusy na minute) lub latwiej Ay = 3, Ap = 5, Ac¢ = 2 (autobusy na
godzine).

Niech Nj - proces Piossona opisujacy autobusy jadace do babci. Jego intensywnosé to A = Ag + Ao = 1/12.
Sredni czas pomiedzy przyjazdami dobrych autobuséw to 1/\ = 12 minut. Zatem 5 autobuséw przyjedzie érednio
po 5-12 = 60 minutach. Z rozkladu Poissona znajdujemy prawdopodobienstwo P(N;(20) = 2) = %6*20/12.

W przypadku ¢) zamiast procesu Poissona mamy proces narodzin N» z intensywnosciami g, A1, Ag, .., gdzie
A=A =A+A=1/121 Xy = A3 = ... = Mg + Ap + A\¢ = 1/6. Teraz Mikolaj doliczy do 5 érednio po
2-12+ 3 -6 = 42 minutach.

Aby wyliczyc P(N2(20) = 2) musimy korzystajac z réwnan w przod dla procesu narodzin wyliczy¢ poa(t) =
P(Ny(t) = 2). Mamy

Po2(t) = Mpor (t) — A2poz (1),

gdzie \y = 1/12, Ao = 1/6 i po1(t) = %te_t/12 (bo do tego momentu to jest proces Poissona z intensywno$cia
1/12) z warunkiem poczatkowym pg2(0) = 0. Rozwiazujac to réwnanie liniowe niejednorodne znajdujemy poa(t)
i podstawiajac t = 20 dostajemy szukane prawdopodobienstwo.



