Procesy stochastyczne — zadania przygotowujace do II kolokwium (czesé I)

Zadanie 1 Rozwazmy ciag niezaleznych rzutéw para prawidlowych monet. Niech X,, oznacza liczbe ortéw
w n rzutach. Wykaz, ze ciag {X,,, n > 1} jest jednorodnym lancuchem Markowa. ZnajdZ przestrzen standéw
i macierz przejscia.

Zadanie 2 (Model dyfuzji Bernoulliego-Laplace’a) k kul bialych i k& kul czarnych umieszczono w dwu pu-
detkach, po k kul w kazdym. Stan ukladu jest opisany przez podanie liczby kul bialych w pierwszym pudetku.
Przejscie pomiedzy stanami odbywa sie w nastepujacy sposob: z obu pudelek losujemy po jednej kuli (nieza-
leznie od siebie), po czym zamieniamy dla kul pudetka. Wykaz, ze dostaniemy jednorodny tancuch Markowa.
Znajdz jego przestrzen standéw i macierz przejscia. Jaki jest rozklad stacjonarny dla tego tancucha?

Zadanie 3 Niech S = {1,2,3,4}. Przeprowad? klasyfikacje stanéw lancucha Markowa o danej macierzy
przejécia. Znajdz Srednie czasy powrotu i rozktady stacjonarne.
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Zadanie 4 Pierwszy wiersz macierzy przejscia P ma postaé {p1,pe,...}. W pozostalych wierszach p; ;1 =1,
a pozostate wyrazy sa zerami. Przedyskutowaé charakter tego tancucha i znalezé¢ rozktad stacjonarny, jezeli taki
istnieje.

Zadanie 5 Pierwsza kolumna macierzy przejécia P ma postaé¢ {qo,q1,...} i piit1 =1 —¢; dlai=0,1,2,....
Udowodnié, ze wszystkie stany sa chwilowe wtedy i tylko wtedy gdy > ¢; < co. Kiedy sa one stanami powra-
cajacymi zerowymi? Znalezé rozklad stacjonarny, jezeli on istnieje.

Zadanie 6 Rozwazmy lafncuchy Markowa o przestrzeni standéw S = {0,1,2,...} i macierzach przejScia P
zadanych nastepujaco:

a) pio = 21—% Oraz P;it1 = 7_%2 dlai=0,1,2,..; Db)pio= H-% Oraz P;it1 = ﬁ—; dlai=0,1,2,....

Znajdz rozktady stacjonarne tych tancuchéw.

Zadanie 7 Niech tancuch Markowa z przestrzenia stanéw S = {0,1,2,...} ma macierz przejscia postaci:
pon =C- 4, a>1n=12.,0"1=%> L p, 1 =1 Dla jakich o lancuch sklada si¢ ze stanéw
powracajacych zerowych?

Zadanie 8 (Jeden ekran odbijajacy) Rozpatrzmy macierz bladzenia przypadkowego z pg r+1 = D, Prk—1 = ¢
dla k= 2,3,... 1 p12 = p, p11 = ¢. Udowodnié, ze wszystkie stany sa chwilowe jezeli p > ¢, powracajace zerowe
jezeli p = q i ergodyczne jezeli p < q. Znalez¢ rozktad stacjonarny.

Zadanie 9 Rozwazmy symetryczne bladzenie losowe na przedstawionym grafie.

Zmajdz wartosé¢ oczekiwana:
a) czasu pierwszego powrotu do A,
b) liczby wizyt w B przed powrotem do A.



