Egzamin z proces6w stochastycznych. Zadania. Zestaw A. 5 11 2018.

Imie i Nazwisko: .....coooiiiiiiii e,

Zadanie 1. (6 punktéw) Rozwazmy pewna populacje krélikow, w ktorej kazda samica rodzi dokladnie
trojke matych i kazde male jest z prawdopodobienstwem 3/5 plci zenskiej.

a) Znajdz prawdopodobienstwo wymarcia linii zenskiej.

b) Znajdz prawdopodobienstwo, ze wymarcie linii zenskiej nastapi doktadnie w drugim pokoleniu.

¢) Znajdz $rednig liczbe krélikéw plci zenskiej w k-tym pokoleniu pochodzacych od wspélnego przodka.
Zadanie 2. (6 punktéw) Niech X lancuch Markowa o przestrzeni stanéw S = {1,2,3,4} i macierzy

przejscia P. Oblicz P", a nastepnie korzystajac z twierdzenia ergodycznego znajdz rozklad stacjonarny
(jesli istnieje) i Srednie czasy powrotu, jesli

2/3 1/3 0 0
p_| 25855 0 0
0 0 1 0
0 0 1/3 2/3
Zadanie 3. (6 punktéw) Niech X bedzie lancuchem Markowa z przestrzenia stanéw S = {0,1,2,...}
i macierzg przejscia P zadang przez py o = % 1Pk k1 = % dla £k =0.1,.... Podaj stany

lanicucha X, ktére sa chwilowe, powracajace zerowe i niezerowe. Znajdz rozklad stacjonarny.

Zadanie 4. (7 punktéw) Niech {N;: t > 0} z Ny = 0 bedzie procesem narodzin zliczajacym liczbe
zdarzen z intensywnosciami A\g = 1 i A, = n? (n > 1). Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze po czasie t
zajda dokltadnie 2 zdarzenia. Po jakim érednio czasie zajdzie 5 zdarzen?

Wskazéwka: Réwnanie w przéd dla procesu narodzin: pj;(t) = Aj—1pi,j—1(t) — A\jpij (t) z A-1 = 01 p;;(0) = ;.

Zadanie 5. (10 punktéw) Niech Wy oznacza standardowy proces Wienera w R. Oblicz warto$é ocze-
kiwang E(W2*) dla kazdego k € N.

Egzamin z proces6w stochastycznych. Zadania. Zestaw B. 5 II 2018.

Imie i Nazgwisko: ..ccoovviiiiiiiiiiii e

Zadanie 1. (6 punktéw) Rozwazmy pewna populacje chomikéw, w ktérej kazda samica rodzi dokladnie
trojke matych i kazde male jest z prawdopodobienistwem 2/5 plci zeniskie;j.

a) Znajdz prawdopodobienistwo wymarcia linii zenskiej.

b) Znajdz prawdopodobienstwo, ze wymarcie linii zenskiej nastapi doktadnie w drugim pokoleniu.

¢) Znajdz érednia liczbe chomikéw plcei zenskiej w n-tym pokoleniu pochodzacych od jednego przodka.

Zadanie 2. (6 punktéw) Niech X lancuch Markowa o przestrzeni stanéw S = {1,2,3,4} i macierzy
przejécia P. Oblicz P", a nastepnie korzystajac z twierdzenia ergodycznego znajdz rozklad stacjonarny
(jesli istnieje) i $rednie czasy powrotu, jesli

1/4 0 3/4 0
0 3/4 0 1/4
2/5 0 3/5 0
0o 0 o0 1

P=

Zadanie 3. (6 punktéw) Niech X bedzie tancuchem Markowa z przestrzenia stanéw S = {0,1,2,...}

2n+9 (n+4)?

i macierzg przejscia P zadang przez p,o = ni5)? 1 Ppny1 = (%) dlan = 0,1,.... Podaj stany

tancucha X, ktore sa chwilowe, powracajace zerowe i niezerowe. Znajdz rozklad stacjonarny.

Zadanie 4. (7 punktéw) Niech {N;: t > 0} z Ny = 0 bedzie procesem narodzin zliczajacym liczbe
zdarzen z intensywnosciami A\g = 1i A\, =2n—1 (n > 1). Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze po czasie
t zajda doktadnie 2 zdarzenia. Po jakim $rednio czasie zajdzie 7 zdarzen?

Wskazéwka: Réwnanie w przéd dla procesu narodzin: p;(t) = Xj—1pi j—1(t) — A\jpij(t) z A-1 = 01 p;;(0) = ;.

Zadanie 5. (10 punktéw) Niech W; oznacza standardowy proces Wienera w R. Oblicz warto$é ocze-
kiwana E(W2*) dla kazdego k € N.



