Egzamin z procesé6w stochastycznych. Zadania. 5 1T 2020.

Imie i Nazwisko: ...

Zadanie 1. (10 punktéw) Rozwazmy pewna populacje biedronek, w ktérej kazda biedronka plci zenskiej rodzi
doktadnie dwojke matych z prawdopodobienstwem 1/2 i doktadnie tréjke matych tez z prawdopodobienstwem
1/2. Ponadto kazde male jest z prawdopodobiefistwem 2/5 plci zenskiej.

a) ZnajdZz prawdopodobienstwo wymarcia populacji.

b) ZnajdZ prawdopodobiefistwo, ze wymarcie nastapi dokladnie w drugim pokoleniu.

¢) Znajdz srednig liczbe biedronek plci zenskiej w n-tym pokoleniu pochodzacych od wspélnego przodka.

Zadanie 2. (10 punktéw) Przypu$émy, ze 4 kule biate i 3 kule czarne umieszczono losowo w dwu pudetkach: 4
kule w I'i 3 kule w IT pudetku. Stan ukladu jest opisany przez podanie liczby kul bialych w I pudetku. Przejscie
pomiedzy stanami odbywa sie w nastepujacy sposéb: z obu pudelek losujemy po jednej kuli (niezaleznie od
siebie), po czym zamieniamy dla kul pudetka. Wykaz, ze dostaniemy jednorodny tancuch Markowa. Znajdz jego
przestrzen standéw i macierz przejécia. Scharakteryzuj stany tego lancucha i podaj zbiory zamkniete nieprzywie-
dlne stanéw. Jaki jest rozklad stacjonarny dla tego tancucha?

Zadanie 3. (10 punktéw) Niech {X;: ¢ > 0} bedzie procesem Markowa na przestrzeni stanéw S = {1,2,3} z
generatorem postaci

-4 3 1
G = 0o -3 3
0 2 =2

a) Wyznaczy¢ pélgrupe {P;: t > 0} i znalezé rozklad stacjonarny.

b) Znalez¢ lancuch skokéw procesu X i podaé érednie czasy przebywania procesu X w kazdym ze stanéw
7z przestrzeni S.

C) OthZyé P(Xg =2 | X5 = 3, Xo = 1, X2 = 1, X4 = 2)

Zadanie 4. (5 punktéw) Niech W; oznacza standardowy proces Wienera w R. Oblicz warto$¢ oczekiwang, i
wariancje¢ dla procesu

Xy =AWoiy0 — 3Woryg + (t + 1)W1 (t > 0)

Czy X, jest standardowym procesem Wienera? Znajdz rozklad zmiennej losowej X; dla kazdego ustalonego
t>0.

Egzamin z proceséw stochastycznych. Zadania. 5 IT 2020.

Imie i Nazwisko: ..coouveiiiiiiiiiiiiiie e,

Zadanie 1. (10 punktéw) Rozwazmy pewng populacje biedronek, w ktérej kazda biedronka plci zenskiej rodzi
dokladnie dwdjke matych z prawdopodobiefistwem 1/2 i dokladnie tréjke malych tez z prawdopodobiefistwem
1/2. Ponadto kazde male jest z prawdopodobiefistwem 2/5 plci zefiskiej.

a) Znajdz prawdopodobiehstwo wymarcia populacji.

b) Znajdz prawdopodobiefistwo, ze wymarcie nastapi dokladnie w drugim pokoleniu.

¢) Znajdz $rednig liczbe biedronek plci zenskiej w n-tym pokoleniu pochodzacych od wspdlnego przodka.

Zadanie 2. (10 punktéw) Przypusémy, ze 4 kule biale i 3 kule czarne umieszczono losowo w dwu pudetkach: 4
kule w I'i 3 kule w IT pudetku. Stan ukladu jest opisany przez podanie liczby kul biatych w I pudetku. Przejscie
pomiedzy stanami odbywa sie w nastepujacy sposéb: z obu pudetek losujemy po jednej kuli (niezaleznie od
siebie), po czym zamieniamy dla kul pudelka. Wykaz, ze dostaniemy jednorodny laficuch Markowa. Znajdz jego
przestrzen standéw i macierz przejécia. Scharakteryzuj stany tego lancucha i podaj zbiory zamkniete nieprzywie-
dlne stanéw. Jaki jest rozktad stacjonarny dla tego tancucha?

Zadanie 3. (10 punktéw) Niech {X;: ¢t > 0} bedzie procesem Markowa na przestrzeni stanéw S = {1,2,3} z
generatorem postaci

-4 3 1
G = 0 -3 3
0 2 =2

a) Wyznaczyé potgrupe {P;: t > 0} i znalezé rozklad stacjonarny.

b) Znalez¢ lancuch skokéw procesu X i podaé érednie czasy przebywania procesu X w kazdym ze stanéw
z przestrzeni S.

C) OthZyé P(X3 =2 | X5 = 3, XO = 1, X2 = 1, X4 = 2)

Zadanie 4. (5 punktéw) Niech W, oznacza standardowy proces Wienera w R. Oblicz warto$¢ oczekiwana i
wariancje dla procesu

Xt = 4W2t+2 - 3W2t+1 + (t + ].)Wl (t > 0)

Czy X; jest standardowym procesem Wienera? ZnajdZz rozklad zmiennej losowej X; dla kazdego ustalonego
t>0.



Egzamin z procesé6w stochastycznych. Zadania. 5 1T 2020.

Imie i Nazwisko: ...

Zadanie 1. (10 punktéw) Rozwazmy pewna populacje biedronek, w ktérej kazda biedronka plci zenskiej rodzi
doktadnie dwojke matych z prawdopodobienstwem 1/2 i doktadnie tréjke matych tez z prawdopodobienstwem
1/2. Ponadto kazde male jest z prawdopodobiefistwem 2/5 plci zenskiej.

a) ZnajdZz prawdopodobienstwo wymarcia populacji.

b) ZnajdZ prawdopodobiefistwo, ze wymarcie nastapi dokladnie w drugim pokoleniu.

¢) Znajdz srednig liczbe biedronek plci zenskiej w n-tym pokoleniu pochodzacych od wspélnego przodka.

Zadanie 2. (10 punktéw) Przypu$émy, ze 4 kule biate i 3 kule czarne umieszczono losowo w dwu pudetkach: 4
kule w I'i 3 kule w IT pudetku. Stan ukladu jest opisany przez podanie liczby kul bialych w I pudetku. Przejscie
pomiedzy stanami odbywa sie w nastepujacy sposéb: z obu pudelek losujemy po jednej kuli (niezaleznie od
siebie), po czym zamieniamy dla kul pudetka. Wykaz, ze dostaniemy jednorodny tancuch Markowa. Znajdz jego
przestrzen standéw i macierz przejécia. Scharakteryzuj stany tego lancucha i podaj zbiory zamkniete nieprzywie-
dlne stanéw. Jaki jest rozklad stacjonarny dla tego tancucha?

Zadanie 3. (10 punktéw) Niech {X;: ¢ > 0} bedzie procesem Markowa na przestrzeni stanéw S = {1,2,3} z
generatorem postaci

-4 3 1
G = 0o -3 3
0 2 =2

a) Wyznaczy¢ pélgrupe {P;: t > 0} i znalezé rozklad stacjonarny.

b) Znalez¢ lancuch skokéw procesu X i podaé érednie czasy przebywania procesu X w kazdym ze stanéw
7z przestrzeni S.

C) OthZyé P(Xg =2 | X5 = 3, Xo = 1, X2 = 1, X4 = 2)

Zadanie 4. (5 punktéw) Niech W; oznacza standardowy proces Wienera w R. Oblicz warto$¢ oczekiwang, i
wariancje¢ dla procesu

Xy =AWoiy0 — 3Woryg + (t + 1)W1 (t > 0)

Czy X, jest standardowym procesem Wienera? Znajdz rozklad zmiennej losowej X; dla kazdego ustalonego
t>0.

Egzamin z proceséw stochastycznych. Zadania. 5 IT 2020.

Imie i Nazwisko: ..coouveiiiiiiiiiiiiiie e,

Zadanie 1. (10 punktéw) Rozwazmy pewng populacje biedronek, w ktérej kazda biedronka plci zenskiej rodzi
dokladnie dwdjke matych z prawdopodobiefistwem 1/2 i dokladnie tréjke malych tez z prawdopodobiefistwem
1/2. Ponadto kazde male jest z prawdopodobiefistwem 2/5 plci zefiskiej.

a) Znajdz prawdopodobiehstwo wymarcia populacji.

b) Znajdz prawdopodobiefistwo, ze wymarcie nastapi dokladnie w drugim pokoleniu.

¢) Znajdz $rednig liczbe biedronek plci zenskiej w n-tym pokoleniu pochodzacych od wspdlnego przodka.

Zadanie 2. (10 punktéw) Przypusémy, ze 4 kule biale i 3 kule czarne umieszczono losowo w dwu pudetkach: 4
kule w I'i 3 kule w IT pudetku. Stan ukladu jest opisany przez podanie liczby kul biatych w I pudetku. Przejscie
pomiedzy stanami odbywa sie w nastepujacy sposéb: z obu pudetek losujemy po jednej kuli (niezaleznie od
siebie), po czym zamieniamy dla kul pudelka. Wykaz, ze dostaniemy jednorodny laficuch Markowa. Znajdz jego
przestrzen standéw i macierz przejécia. Scharakteryzuj stany tego lancucha i podaj zbiory zamkniete nieprzywie-
dlne stanéw. Jaki jest rozktad stacjonarny dla tego tancucha?

Zadanie 3. (10 punktéw) Niech {X;: ¢t > 0} bedzie procesem Markowa na przestrzeni stanéw S = {1,2,3} z
generatorem postaci

-4 3 1
G = 0 -3 3
0 2 =2

a) Wyznaczyé potgrupe {P;: t > 0} i znalezé rozklad stacjonarny.

b) Znalez¢ lancuch skokéw procesu X i podaé érednie czasy przebywania procesu X w kazdym ze stanéw
z przestrzeni S.

C) OthZyé P(X3 =2 | X5 = 3, XO = 1, X2 = 1, X4 = 2)

Zadanie 4. (5 punktéw) Niech W, oznacza standardowy proces Wienera w R. Oblicz warto$¢ oczekiwana i
wariancje dla procesu

Xt = 4W2t+2 - 3W2t+1 + (t + ].)Wl (t > 0)

Czy X; jest standardowym procesem Wienera? ZnajdZz rozklad zmiennej losowej X; dla kazdego ustalonego
t>0.



