Procesy stochastyczne z zastosowaniami.
Kolokwium 1. Zestaw A. 7 kwietnia 2022 r.

Zadanie 1. (10 punktéw) Rozwigz réwnanie réznicowe
Qgyo — 301+ 2a, = —4, ap=0, a3 =0.

Zadanie 2. (10 punktéw) Znajdz liczbe drog w bladzeniu losowym z Sy do Sy, spetniajacych
jednoczesnie ponizsze warunki:

a) S() = 0,

b) Sa, = —2,

c) Sy < =3dla2n+1<k<4n,
d) Sy, = —4.

Zadanie 3. (15 punktéw) Gracz z kapitatem poczatkowym k = 6 zt gra do momentu bankruc-
twa lub do chwili uzbierania N = 9 zt. W kazdej grze wygrywa 1 zt z prawdopodobienstwem
p= %, przegrywa 1 zt z prawdopodobienstwem ¢ = i lub gra konczy sie remisem z prawdopo-

1

dobienstwem 7 = 7. Oblicz $redni czas trwania gry oraz prawdopodobienstwo bankructwa.

Zadanie 4. (15 punktéw) Rozwazmy pewna populacje kanarkéw pochodzacych od jednej sa-
miczki, w ktorej kazda samiczka rodzi doktadnie dwéjke matych. Kazde mate jest z prawdopo-
dobiefistwem 3/4 samiczka.

a) Znajdz funkcje tworzaca liczby samiczek w pierwszym i w drugim pokoleniu

b) Znajdz prawdopodobienistwo wymarcia populacji.

¢) Znajdz prawdopodobienistwo, ze wymarcie nastapi doktadnie w drugim pokoleniu.

d) Znajdz warto$¢ oczekiwana i wariancje liczby samiczek w drugim pokoleniu.

Wzory, ktoére by¢ moze sie przydadza:
P s = {g(/pz’“:”?(sn :dear —b; : dla b <.
o Py(s) =1+ Po(s)Fo(s).
o Pys) = (1 —dpgs?)~2.
o Fy(s) =1— (1 —4pgs?)z.
o Fi(s) = Vet

2qs
e Niech {Z,} dowolny proces gatazkowy. Wowczas

no? dla p=1

VarZ - 2(,m n—1
n o?(p™—1)
{' L dla 1 #1.

e Niech Z; ma rozklad geometryczny z parametrami (p, q). Wowczas

q[pn_qn_ps(pnfl_qnfl)]
p =g+ —ps(p"—q™) dla p#q.

n—(n—1)s dla — oy — 1
Gn(S) — { n+1l—ns D q 2



Procesy stochastyczne z zastosowaniami.
Kolokwium I. Zestaw B. 7 kwietnia 2022 r.

Zadanie 1. (10 punktéw) Rozwigz réwnanie réznicowe
Api2 — 3an+1 + 2CLn =3- 2”, a; = 2, Ao = 1.

Zadanie 2. (10 punktéw) Znajdz liczbe drog w bladzeniu losowym z Sy do Sy, spetniajacych
jednoczesnie ponizsze warunki:

a) S() = Sgn = O,

b) Sk, < —1ldlal<k<2n—4,
C) Son—3 = —3,

d) Sy = —2.

Zadanie 3. (15 punktéw) Gracz z kapitatem poczatkowym k = 4 zt gra do momentu bankruc-

twa lub do chwili uzbierania N = 6 zt. W kazdej grze wygrywa 1 zt z prawdopodobienstwem

p= %, przegrywa 1 zt z prawdopodobienstwem ¢ = % lub gra konczy sie remisem z prawdopo-
2

dobienstwem r = £. Oblicz prawdopodobienstwo ruiny gracza i sredni czas gry.

Zadanie 4. (15 punktéow) Rozwazmy pewna populacje chomikéw pochodzacych od jednej sa-
miczki, w ktorej kazda samiczka rodzi n cérek z prawdopodobienstwem p, = ﬁ dla n =
0,1,....

a) Znajdz funkcje tworzaca dla Z; i Zy, gdzie Z — liczba samiczek w k-tym pokoleniu.

b) Znajdz wartosé oczekiwana i wariancje dla dowolnego Zj.

¢) ZnajdZ prawdopodobienistwo, ze wymarcie nastapi dokladnie w drugim pokoleniu.

d) Znajdz prawdopodobienstwo wymarcia populacji.

Wzory, ktoére by¢ moze sie przydadza:

P(S,=b) dla b>
oP(Mn>r,Sn:b:{< ) A "

(q/p)""P(S, =2r—b) dla b<r
o Py(s) = 1+ Py(s)Fo(s).

o Py(s) = (1 — 4pgs?) 72,

o Fo(s) =1— (1 —4pgs?)z.

o Fi(s) = SV

2qs
e Niech {Z,} dowolny proces gatazkowy. Wowczas

no? dla p=1

VarZ - 2(,m n—1
n o?(p™—1)
{' L dla 1 #1.

e Niech Z; ma rozklad geometryczny z parametrami (p, q). Wowczas

IR e e k) S| PR YO

p =g+ —ps(p"—q™)

n—(n—1)s dla — oy — 1
Gn(S) — { n+1l—ns D q 2



