1 Rozwigzywanie rownan wokoét punktéw nieosobliwych — w postaci
szeregow potegowych

Ponizszy rozdzial zostal opracowany w wigkszosci na podstawie podrecznika A. Palczewskiego [7].
Rozwazmy réwnanie liniowe jednorodne rzedu m

(1.1) 2™ 4 a1 ()Y 4+ ay (0)E + ap(t)z = 0.
Definicja 1.1 Punkt to nazywamy punktem nieosobliwym rownania (1.1) jesli funkcje
ag(t),...,am—1(t) sa analityczne w pewnym otoczeniu tego punktu.

Punkt tg nazywamy punktem osobliwym réwnania (1.1) jesli funkcje ag(t),. .., am—1(t) maja bieguny skoficzonego

rzedu w tym punkcie.

Punkt osobliwy tg nazywamy regularnym  punktem  osobliwym  réwnania  (1.1) jesli  funkcje
(t —to)™ao(t),...,(t — to)am—1(t) sa analityczne w pewnym otoczeniu tego punktu.

Punkt osobliwy tg, ktéry nie jest regularnym nazywamy niereqularnym punktem osobliwym réwnania (1.1).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do réwnan rzedu 2 postaci
(1.2) Z+p(t)t+q(t)r =0.
Uwaga 1.2 Zachodzi bliski zwiazek pomiedzy powyzszym réwnaniem liniowym 2 rzedu a réwnaniem Riccatiego

(1.3) g = a(t)y® +b(t)y + c(t).

Niech y(t) bedzie rozwiazaniem réwnania (1.3) i niech x(¢) spelnia y(t) = #ﬁt&) Woéwezas x(t) jest rozwiazaniem

rownania )
al(t
- (52 ot )i+ alt)e(t)z =0,
czyli réwnania (1.1) dla p(t) = =28 — b(t) i q(t) = a(t)c(t).
Na odwrét, jesli x(t) spelnia (1.1) to y = E g spelnia réwnanie Riccatiego

y=—y* =Pty - Q(t).

O

Stwierdzenie 1.3 (Metoda redukcji rzedu réwnania) Jezeli x1(t) jest jednym z rozwigzan réwnania (1.2) to
drugie liniowo niezaleine rozwigzanie ma postac

t e—P(s)

(1.4) xo(t) = a:l(t)/ st’

x3(s
gdzie P(t) jest funkcjg pierwotng funkcji p(t) zas co jest dowolnie wybrang stalq.

Dowdéd. Drugiego liniowo niezaleznego rozwiazania bedziemy szukaé w postaci xo(t) = x1(t)u(t). Wstawiajac do
réwnania (1.2) dostajemy réwnanie liniowe 1. rzedu na @

ktérego rozwiazanie jest dane wzorem u(t) = %, gdzie P(t) jest funkcja pierwotna funkcji p(t). Stad dostajemy
1

(1.4) dla ¢y — dowolnie wybranej stalej. Zauwazmy jeszcze, ze x1(t) i 22(t) sa liniowo niezalezne. W przeciwnym

bowiem przypadku musieliby$my mieé¢ zo(t) = const - 1 (t), czyli u(t) = const i @ = 0, co jest sprzeczne z postacia

funkeji u(t). O



Pokazemy teraz metode rozwiazywania réwnania (1.1) w otoczeniu punktu nieosobliwego. Zachodzi

Twierdzenie 1.4 Jesli ty jest punktem nieosobliwym réwnania (1.2) to istniejq dwa liniowo niezalezne rozwigzania
tego réwnania, analityczne w zbiorze {t : |t —to| < R}, gdzie R jest mniejszym z promieni zbieznosci szeregéw Taylora
funkcji p(t) i q(t) rozwinietych wokdl to.

Dowédd. Drzieki liniowej zamianie zmiennych, bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przyjaé¢ to = 0. Rozwijajac funkcje
p(t) 1 q(t) w szeregi potegowe zbiezne w kole o promieniu R (dla pewnego R > 0) dostajemy

oo ) (oo} )
) => ait’, q(t)=) bit"
i=0 i=0
Rozwiazania bedziemy szukaé w postaci szeregu potegowego
0 .
(1.5) a(t) =) it
i=0

Po zrézniczkowaniu szeregu otrzymamy

(i +2)(i 4+ 1)ciypat’

iy
I
&Mg

=0
p(t)i = (ia#)( <z+1>ci+1ti):i(ijai_jml)cm)ta
i=0 =0 j=0
e = (3ne) (der) =3 (Chese)r
i=0  j=0

Wstawiajac te szeregi do rownania rézniczkowego dostajemy

}:(@+m@+1yﬁz+§:mﬁu+dkﬂi+mﬁ%)ﬂ:o

i=0 j=0

Zatem dostajemy réwnania na wspélczynniki c;

(].6) (l + 2)(l + ].)Ci+2 + Z(ai,j(j + ].)Cj+1 + bi,jCj) =0 dla i= 0, ]., 2, e
§=0
Roéwnanie to mozna jednoznacznie rozwiaza¢ dla danych wartosci cg i ¢1.

Pokazemy teraz, ze niezaleznie od wyboru ¢ i ¢1, tak wyliczone wspélczynniki ¢; definiuja szereg potegowy (1.5)
o promieniu zbieznos$ci R. W tym celu wezmy r < R i zauwazmy, ze dla pewnego M > 0 zachodzi

la;lr' < M, |b|r'< M dla i=0,1,2,...,

gdyz wyrazy szeregu zbieznego sa ograniczone i daza do zera. Korzystajac z powyzszych nieréwnosci i z réwnania (1.6)
dostajemy oszacowanie wyrazow c;

% %

. : M . M : ;
i+ 2)(i+ Dleiral < = D7 (G + Dlegral +leil )17 < = 3 (G + Dlegaal + lesl )17 + Mleialr
J=0 j=0

Zdefiniujmy teraz szereg nieujemny d;
i

do = [col, di=ler], (i+2)(i+1)dit2 = P > ((] +1)djp + dj)rj + Md;qr.

(2
=0



Oczywiscie |¢;| < d;. Wystarczy wige wykazaé, ze szereg

(17) S ar
=0

ma promien zbieznosci r. W tym celu zauwazmy, ze

i—2

M . M )
’I"(i + 1)idi+1 = m Z ((] + 1)dj+1 + dj)?“J + m(@dl + di_l)T‘l_l + MdiTQ = Z(Z - 1)di + Mrid; + Mdﬂ‘2,
Jj=0
wiec
dit1 (Z — 1)i +rMi+r*M . dit1 1
_ . astad 1 ==
d; (i + Dr ashat Il g |77

Zatem szereg (1.7) ma promien zbieznosci r. Z dowolnosci wyboru r < R szereg (1.5) ma promien zbieznosci R.
Oznacza to, ze szereg (1.5) definiuje rozwiazania réwnania (1.1) dla dowolnych ¢g i ¢;.

Zauwazmy, ze ¢o = 2(0) i ¢; = ©(0). Aby znalez¢é dwa rozwiazania liniowo niezalezne wystarczy wiec wybraé takie
dwie pary wartosci (cél), cgl)) i (082), 052)), zeby ich wronskian byl niezerowy, tzn.
Cgl) Cgl)

c(()2) 052)

£ 0.

O

W podobny sposéb mozna wykaza¢ odpowiednik Twierdzenia 1.4 dla réwnan liniowych jednorodnych rzedu m o
analitycznych wspélczynnikach, czy — réwnowaznie — dla ukladéw m réwnan liniowych jednorodnych rzedu 1 o
analitycznych wspoétezynnikach macierzy:

Twierdzenie 1.5 Niech A(t) bedzie nieosobliwg macierzg m x m o analitycznych wspdlezynnikach w otoczeniu punktu
to. Wowczas istnieje m liniowo niezaleznych rozwigzan ukladu m réwnan

t=Alt)x, dla z=(r1,...,2m).

Co wiecej rozwigzania te sq analityczne w zbiorze {t : |t —to| < R}, gdzie R jest najmniejszym z promieni zbieznosci
szeregow Taylora wspélczynnikow a;;(t) (1,7 =1,...,m) macierzy A(t), rozwinietych wokdl to.

Cwiczenia

1. Stosujac metode redukcji rzedu réwnania znajdz rozwiazania ogdlne réwnan
a) ¥+ d — 2z = 0 jedli 71 (t) = e~ 2,
b) 123 — 22 = 0 jedli x1(t) = 2,
c) ti — & + 4t3z = 0 jedli 1 (t) = sin(t?).

2. Dokonaj klasyfikacji wszystkich punktow osobliwych réwnan
a) (2 +1)(t—4)35 + (t —4)%5 +2 =0,
b) t2(t —2)i +3(t —2)i + 2z =0,
c) t3(t — 4)%i + 3ti — (t — 4)z = 0,
d) (1 + 4t?)%& + 6ti — 9z = 0.

3. Znajdz rozwiazania réwnan metoda rozwijania w szereg potegowy wokot £y = 0. Na jakim zbiorze to rozwigzanie
jest okreslone?
a) rownanie Hermite'a & — 2t& + 2pz = 0, gdzie p € R — stala;
b) réwnanie Airy’ego & — tz = 0;
¢) (1 —4t?)i + 6ti — 4z = 0;
d) &+ ti + 3z = t2.



2 Rozwigzywanie réwnan wokét punktéw regularnych osobliwych —
w postaci szeregéw Frobeniusa

Ponizszy rozdzial zostal opracowany w wigkszosci na podstawie podrecznika A. Palczewskiego [7]. Pewne wyliczenia
pochodza z ksiazki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9)].

Twierdzenie 2.1 (Frobeniusa) Niech ty bedzie reqgularnym punktem osobliwym réwnania (1.2). Zaléimy, Ze funkcje
(2.1) (t—to)p(t) =D pilt—to)',  (t—1t0)’q(t) = qi(t — to)’
i=0 1=0

sq analityczne dla |t — to| < R. Niech dalej ly i ls bedg pierwiastkamsi réwnania indeksowego
I(1=1)4+pol+qo = 0.

Dla ustalenia uwagi przypusémy, ze jesli Iy i la sq rzeczywiste to Iy > la. Wowczas réwnanie (1.2) ma dwa liniowo
niezalezne rozwigzania w przedziale ty < t < to + R, ktdre majg postac:
1) ]GS/ZZ ll — ZQ g_ZNO to

z1(t) = Z ai(t—to)" 1, my(t) = Z bi(t — o)t
i=0 i=0

2) ]68]2 ll = 12 to
o0 o0
vi(t) = ai(t—to)" T, wa(t) =2 () In(t —to) + Y bi(t —to)
i=0 i=0
3) j6§ZZ li1—1s €N to
o0 ) o0
2i(t) =Y ai(t —to)" T, wa(t) = cxr () In(t — to) + > bi(t — to)> ",
i=0 1=0
gdzie stata ¢ moze byé rowna zeru.
Dowdd. Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy to = 0. Mnoza¢ réwnanie (1.2) przez t? i korzystajac z (2.1) dostajemy
(2.2) 2% + t(po + prt + pat® +...)E + (qo + it + qat> + ... )z = 0.

Rozwiazania tego réwnania bedziemy szuka¢ w postaci szeregu Frobeniusa z(t) = Y o a;t"t, gdzie ag # 0. Wstawiajac
ten szereg do réwnania (2.2) i przyréwnujac do zera wspdlezynniki przy potegach ¢ dostajemy

(2.3) {l—=1)+pol+q=0 dla i=0
(2.4) (G+DGE+1=1) +poli+ 1) +qo)ai+ Y (pii —j+1) +¢q)ai-; =0 dla i=1,2,. ..
j=1

Z réwnania (2.3) mozemy wyliczy¢ parametr [ w rozwinieciu x(t). Za ag mozemy przyjaé¢ dowolna wartosé (np. 1).
Aby za$ wyliczyé a; (i = 1,2,...) musi zachodzié
(2.5) (i4+0)(E+1—=1)+po(i+1)+qo #0.
Jedli lewa strone (2.3) oznaczymy przez F(1), to lewa strona (2.5) jest réwna F (i + ). Zatem jednoczesne spelnianie
(2.3)1(2.5) dlai=1,2,... jest tylko mozliwe jesli l1,lo — dwa pierwiastki (2.3) — nie réznia sie o liczbe naturalna.
Wéwezas do (2.5) wstawiamy za [ te pierwiastki i otrzymujemy dwa ciagi wspdlczynnikéw: a; oraz b;. W ten sposéb
otrzymamy dwa liniowo niezalezne rozwiazania

[e'S) 0o
.’ﬂl(t) = ZaitllJri, $2(t) = Zbitl2+i.
i=0 1=0



Poniewaz réznica l; — I3 nie jest catkowita, to powyzsze réwnania sa liniowo niezalezne. Podobnie jak w dowodzie
Twierdzenia 1.4 wykazemy, ze szeregi definiujace rozwiazania sa zbiezne dla t € (0, R). Wystarczy pokazaé, ze szereg
Yoo ait® jest zbiezny dla [¢t) < R. W tym celu wezmy r < R i zauwazmy, ze dla pewnego M > 0 zachodzi

Ipilrt < M, |g|r'< M dla i=0,1,2,...,

gdyz wyrazy szeregu zbieznego sa ograniczone i daza do zera. Korzystajac z powyzszych nieréwnoéci i z réwnania (2.4)
dostajemy oszacowanie wyrazéw a; (dlal=1y)1b; (dlal=1I3).

Fi+1)]as| < %S(]’ 14 ) a]
S i = gl
Zdefiniujmy teraz szereg nieujemny d;
A= A
do=laol,  |F(i+D)ldi=— Zo(j 14 1)rld;.
=

Zauwazmy, ze
r|F(i+1)|di = |F(i+ 1= 1)|diy + M(i 4 1)diy,

wiec

di  |FG+1-1)+M(@i+1) astad  Tim

di ‘ 1
di_1 n T’|F(l + l)| ’ i—00

di1

r

Oznacza to, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 1.4, ze szeregi Y. a;t" i Y~ b;t" sa zbiezne dla [t| < R.
Zalézmy teraz, ze Iy = la. Wtedy oczywiscie nier6wnos$é (2.5) jest spelniona dlai = 1,2, ..., a ze wzoru (2.4) mozna
wyznaczy¢ wspolczynniki a; i otrzymacé rozwiazanie

00
$1(t) = Z aitll'”.
=0

stosujac metode redukeji réwnania (Stwierdzenie 1.3) znajdujemy drugie liniowo niezalezne rozwiazanie (1.2) w postaci
t efp(s)

xo(t) = z1(H)u(t) = zl(t)/

S ds,
Cco m%(s)

gdzie ¢ jest dowolnie wybrang stala. W naszym przypadku P(s) = pglns + p1s + % + % + ..., a wiec

P2s

t g—pog—prs— TR .. t t
u(t) = /S c . ds:/s‘p"_zllg(s)ds:/ @ds7

CO 82l1 (Z;:O aiSZ)2 Co Co

gdzie ostatnia réwnoéé wynika z faktu, ze réwnanie (2.3) mozna zapisa¢ w postaci (I — 11)? = 0, a wiec 2I; = 1 — py.
Zauwazmy, ze g(s) jest funkcja analityczna w pewnym otoczeniu zera i g(0) = a% 7 dowolnosci wyboru ag mozemy
0

przyjaé, ze g(0) = 11 g(s) =1+ > 57, g;s*. Mamy wowczas
"g(s) R S — N iy it
zo(t) = xl(t)/ —Zds= xl(t)/ (f + Zgisz— )ds =z1(t)Int —|—x1(t)(co + Z f.tl) =x1(t)Int + Zhit”‘ 1
co c V8 i i=1 i=0

Na mocy Stwierdzenia 1.3 rozwiazania x1(t) i 22(t) sa linowo niezalezne. Podobnie jak poprzednio pokazujemy zbieznosé
Szeregow.
Zalézmy w koncu, ze [y = ls + N, gdzie N € N. Tak jak poprzednio dostajemy rozwiazanie

o0
z1(t) = Z ait" i,
i=0



gdyz nieréwnosé (2.5) jest spelniona dla l =1y oraz i = 1,2,....
Znajdziemy teraz linowo niezalezne x5 (t). W tym celu sprébujemy wyznaczy¢ wspdlezynniki przy | = la. Ze wzoru
(2.4) dostajemy w szczegdlnosci réwnanie

] =

(2.6) F(ly+ N)ay == (pj(N —j+12) +q;)an—;.

j=1
Poniewaz F'(lo + N) = 0, wiec sa mozliwe dwie sytuacje:
a) réwnanie jest spelnione — prawa strona (2.6) jest réwna zeru,
b) réwnanie jest sprzeczne — prawa strona (2.6) jest rézna od zera.
W przypadku a) mozemy za ayn przyja¢ dowolna wartosé (ale tak, by xo(t) byl niezalezny od x1(t)) i wyliczyé
nastepne wspélczynniki (bedziemy je oznaczaé b;). Otrzymamy wéwczas drugie liniowo niezalezne rozwiazanie

(27) xg(t) = Z bitl2+i.
i=0

W przypadku b) nie mozna wyznaczyé ay, a wiec i rozwiazania w postaci (2.7). Dlatego tez musimy poszukaé
drugiego rozwigzania metoda redukcji rzedu réwnania w postaci

o0
wo(t) =y (t) Int+ Y bit"H,
1=0

Podobnie jak poprzednio pokazujemy zbieznosé szeregéw definiujacych rozwiazania. O

Cwiczenia
1. Znajdz dwa liniowo niezalezne rozwiagzania réwnan rozwijajac w szereg Frobeniusa wokél tg = 0. Na jakim
obszarze sa one okreslone?
a) 2t2(t + )i + (7t — )i +x =0,
b) 2t 4+ 5(1 + 2t)& + 5z = 0,
c) t?i —t(l+t)z+x =0,
d) 2@+ttt —1i+ (1—t)z =0,
e) t(l —t)& — 3+ 22 =0,
f) ti + (t3 — )i + 22 = 0,
g) t(1 — )i +2(1 — t)i 4 2z = 0,
h) 4t23 + 2t(2 — t)@ — (1 + 3t)x = 0.



3 Badanie punktéw w nieskonczonosci i r6wnanie hipergeometryczne

Ponizszy rozdzial zostal opracowany w wigkszosci na podstawie ksiazki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9].

3.1 Rozwigzania dla duzych wartosci ||

Zajmiemy si¢ teraz badaniem rozwiazan réwnania
(3.1) Z+pt)t+q(t)xr=0.
przy [t| — co. W tym celu dokonajmy zamiany zmiennych. Niech s = % Wéwczas

dm_dxds_dac( 1):_ 5 dx

dt  dsdt  ds\ 2 o ds’
d?z d sdz d gdx\ ds dx d?z d’z dr
¢’x a4 ary a4 _ 9T 2@ 2y a0 30T
dt2 dt(dt) ds( ds)dt ( s ° ds2>( =S B
Zatem réwnanie 3.1 przyjmie postaé
d’z dx 1
47 f—
(3.2) S —|—<28 sp< ))ds —|—q( )a: 0.

Definicja 3.1 Méwimy, ze tg = oo jest punktem nieosobliwym (odpowiednio osobliwym regularnym, osobliwym nie-
regularnym) réwnania (3.1) jedli sg = 0 jest punktem nieosobliwym (odpowiednio osobliwym regularnym, osobliwym
nieregularnym) réwnania (3.2).

Whprost z definicji i z postaci réwnania (3.2) dostajemy

Stwierdzenie 3.2 Punkt tg = oo jest punktem nieosobliwym réwnania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje t —
2t — t2p(t) i t — t*q(t) sq analityczne w nieskoriczonosci.

Punkt tq = oo jest punktem regularnym osobliwym réwnania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje t — tp(t) i t3q(t)
sq analityczne w nieskoriczonosci.

3.2 Roéwnanie hipergeometryczne

Zapoznamy sie teraz z chyba najstynniejszym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym. Przedtem jednak wprowadzmy
nowe oznaczenia skracajace znacznie zapis.

Dla dowolnego a i n € Ny wprowadzmy funkcje silniowq (inaczej symbol Pocchammera lub silnie Pocchammera)
oznaczana przez (a), lub a® i zdefiniowana wzorem

(a)g=a>=1dlaa#0, (a),=a2=a(a+1)(a+2)---(a+n—-1) dlan>1

W szezegdlnosei dla a = 1 dostajemy (1), = n!. Funkcje silniows da sie réwniez wyrazi¢ za pomoca funkcji gamma

Eulera -
I(z) = / t*letdt
0
wzorem I )
n a+n
(a)p =a™ = T

Definicja 3.3 Rownaniem hipergeometrycznym (lub réwnaniem Gaussa) nazywamy réwnanie liniowe 2. rzedu postaci
(3.3) t(1—t)i+ (c— (a+b+1)t)d — abx =0,

gdzie a, b i ¢ sa stalymi parametrami.



Zauwazmy, ze roOwnanie to ma 3 punkty osobliwe — wszystkie regularne: 0, 1 i co. Odpowiadajace im pierwiastki
rownania indeksowego to: 0, 1 — ¢; 0, ¢ — a — b; a, b. Zatem rozwigzan z logarytmami nalezy si¢ spodziewac:
przy t = 0: jesli ¢ jest calkowite,
przy t = 1: jesli a + b — ¢ jest catkowite,
przy t = oo: jesli a — b jest calkowite.
Znajdziemy teraz rozwigzania réwnania hipergeometrycznego (3.3) wokél punktu ¢y = 0. Bedziemy go szukaé¢ w

o0
postaci szeregu Frobeniusa Y d,t"*!. Wstawiajac szereg do réwnania (3.3) dostajemy

n=0
Z(n +D(n+1+c—1Dd, "1 = Z(n +l+a—1)(n+14+b—1)d,_1t"T"t =0.
n=0 n=1

Wynikaja stad nastepujace zaleznosci

dlan=0: l+c—1)=0
dlan>1: m+D)n+l+c—1d,=(n+l+a—-1)n+l+b—1)dy—1

Zatem pierwiastki réwnania indeksowego sa réwne [; = 01l = 1 — ¢. Aby uniknaé rozwiazan typu logarytmicznego
przypusémy, ze c¢ nie jest calkowite. Mamy wéwczas dla n > 1

(+a)l+a+1)---(I+a+n)(l+b)(I+b+1)---(I+b+n)

dy, = do = 2 do.
I+0)0+2) - (+n)(i+)(i+ct+)---(+ctn—1) ° (1+0D), wl
Przyjmujac dyp = 1 dostajemy rozwiazania
o (@)n(b)n
A =) Ty (lg (=1 =
(3.4) 21 (t) 7;) O t" dla =1 =0
~(a+1—0)p(b+1—0)p i
. e dla l=ly=1—-c
(3.5) Z @ ol t dla 1=1, ¢

Definicja 3.4 Rozwiazanie (3.4) réwnania hipergeometrycznego (3.3) nazywamy funkcjq hipergeometryczng (lub sze-
regiem hipergeometrycznym) i oznaczamy przez

o (@)n(b)
3.6 Fi(a,b;c;t) = AAGACALSLS
( ) 2 1(0’ ¢ ) Z (c)nn'
n=0
Stosujac np. kryterium d’Alemberta dostajemy, ze szereg hipergeometryczny jest zbiezny dla |t| < 1.
Zauwazmy, ze rOwniez drugie rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ za pomocy funkcji hipergeometryczne;j:
oo(t) =t F(a+1—c,b+1—¢2—c;t).

Roéwniez rozwigzania réwnania hipergeometrycznego (3.3) wokdl innych punktéw osobliwych dadza sie wyrazié za
pomoca funkeji (3.6). W przypadku rozwiazan bez logarytméw maja one postaé:
— w otoczeniu punktu tg = 1:

(3.7 y1(t) =2F1(a,b;a+b+1—¢;1—1), ya(t) = (1 =) %R (c—a,c—bie+1—a—b1—1t);

— w otoczeniu ty = oo:

1 1
(3.8) zl(t):tfagFl(a,a—c+1;afb+1;¥), ZQ(t):tibQFl(b,bfc+1;b7a+l;¥).

Roéwnanie hipergeometryczne jest szczegdlnym przykltadem réwnarn Fuchsa, czyli takich rownan, dla ktérych wszystkie
punkty (wraz z oo) sg nieosobliwe lub regularne osobliwe.
Poznamy teraz ogdlng postaé réwnan Fuchsa o trzech punktach regularnych osobliwych



Stwierdzenie 3.5 Niech réwnanie (3.1) bedzie réwnaniem Fuchsa z dokladnie 3 punktami osobliwymi regularnymi: a,
b, c. Niech dalej odpowiadajgce im pierwiastki réwnania indeksowego bedq odpowiednio: o, o'; B, 6'; v, v'. Wowczas

l—a—ao 1-0-0 1—v—+%

(3:9) P = oty T

_ qad(a—b)la—c) B (b—c)b—a) Y (c—a)(c—Db) 1
(3.10) a(t) = ( t—a * t—b * t—c )(tfa)(tfb)(tfc)’
(3.11) at+d +B+8 +y+9 =1.

Dowéd. Zauwazmy, ze p(t) musi byé funkcja wymierng o biegunach jednokrotnych w punktach a, b, ¢ i residuach w
tych biegunach réwnych odpowiednio 1 —a—a’/, 1 = 3-8 11—~ —~'. Zatem
l-—a-o 1-p-pF 1-—7—+

4 = d
p(t) —a  i-b T i—. T4

gdzie d jest stata. Z drugiej strony, poniewaz oo jest punktem nieosobliwym, to ze Stwierdzenia 3.2 funkcja t — 2t—t2p(t)
jest analityczna w nieskoniczonoéci, czyli w szczegdlnosci

2t —t%p(t)
0 = tlggo 2 =
: 2t — t2p(t) / / / ’ !
0 = tli)rgo7:2—1+a+a—l+ﬁ+ﬁ —1l4+9+y -1l=a+a +68+0 +7+7 — 1.
Co dowodzi (3.9) i (3.11). W podobny sposéb wykazujemy (3.10). a
Cwiczenia

1. Dla danych réwnan sprawdz, czy punkt ty = oo jest punktem nieosobliwym, punktem osobliwym regularnym czy
tez punktem osobliwym nieregularnym

a) t3(t — 1)@ + (t — 1)@ + 4tz = 0,
b) t2(t? — 4)& + 233 + 3z = 0,
c) &+tx=0.

2. Zmajdz rozwiazania réwnan dla duzych ¢
a) t1d 4+ t(1 + 2t?)d + 5z = 0,
b) 2t3% — (2 — 5t)i +x = 0,
c) t(l—t)& —3i+2x =0,
d) t(1—t)z + (1 — 4t)z — 2z =0,
e) t*i + 233 + 4x = 0.

3. Udowodnij, ze réwnanie hipergeometryczne (3.3) moze byé zapisane w postaci

d d d. , d
(3.12) t((t£)+a)((t%)+b)x: (tﬁ)((t%) —1+¢)z.

4. Wykaz, ze funkcje zdefiniowane przez (3.7) i (3.8) sa rozwiazaniami réwnania hipergeometrycznego (3.3).

5. Wykaz, ze
a) (d/dt)(2F1(a,b;c;t)) = (ab/e) - oFi(a+ 1,b+ 1;¢ + 15 ¢),
b) (1+¢)™ = oF1(—n,b;b; —t),
) arctgt =t-2F(1,4;3;—t%),
d) et = aler;O oF(a,1;1;t/a).



4 P-réwnanie Riemanna i jego zwigzek z réwnaniem hipergeometrycz-
nym. Posta¢ calkowa Barnesa

Ponizszy rozdzial zostal opracowany na podstawie ksiazki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9], monografii E. Hille’a
[3] oraz pracy B. Ziemiana [11].

4.1 P-réwnanie Riemanna

Zaczniemy od nazwania réwnania, ktérego istnienie zostalo wykazane w Stwierdzeniu 3.5 i ktére ma postaé

41) & + (1;O:;a/+1_tﬁ7;6/+1_£;7/):&
ad/(a—b)la—c)  BB(b—c)(b—a) 1Y (c—a)(c—D) 1 _
+ (( t—a + t—b * t—c )(t—a)(t—b)(t—c))x_o

Definicja 4.1 Réwnanie (4.1) o trzech osobliwoéciach regularnych a, b, ¢ i o odpowiadajacych im pierwiastkach réw-
nania indeksowego «, o'; 3, '; v, 7' speliajacych (3.11) nazywamy P-réwnaniem Riemanna. Fakt, ze x spelnia
P-réwnanie Riemanna bedziemy oznaczaé poprzez

a b ¢
r=P<¢ a [ v t
a/ ﬁ/ ,y/

(4.2) =P 0 0 a t

Ale z drugiej strony zachodzi réwniez
Stwierdzenie 4.2 Kazde P-réwnanie Riemanna da sie sprowadzi¢ do réwnania hipergeometrycznego.

Dowéd. Najpierw wykazemy, ze spelniona jest nastepujaca transformacja:

b ank ot — bl a b ¢ a b c
(4.3) (t )(t )P a B oy t =P a+k B+l ~y—k-1 t
—C —C o 6/ ,Y/ O/+k /8’4,” ,-}/7]{;7[

Zauwazmy, ze P-rownanie Riemanna jest okreslone jednoznacznie przez podanie trzech osobliwosci i ich wykltadnikéw.
Zatem jesli z spelnia réwnanie (4.1), to z1(t) = ((t —a)/(t — c))k ((t—b)/(t— c))l;v(t) spelnia réwnanie P-Riemanna
o tych samych osobliwosciach i wykladnikach oo+ k, o/ + k; 8+1, 8’ +1; v—k —1, v — k — [. Oznacza to, ze zachodzi
transformacja (4.3).

Podobnie wykazemy, ze zachodzi transformacja

a b ¢ ap by o
(4.4) P a B ~ t p=P<¢ a B ~ t1 p,
a/ ﬁ/ ,y/ a/ ﬁ/ ,_y/

gdzie t1, a1, by, ¢1 sa przeksztalcane na t, a, b, ¢ za pomoca tej samej homografii (tzn. t = (At + B)/(Ct; + D) i
podobnie dla a1, by i ¢1). Oznacza to, ze réwnanie wzgledem ¢; jest réwnaniem liniowym rzedu drugiego o osobliwosciach
w punktach otrzymanych tym samym przeksztalceniem homograficznym, przy wykladnikach odpowiednio a, o'; 3, 3';
v, v'. A to oznacza, ze zachodzi (4.4).
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Korzystajac z powyzszych transformacji sprowadzimy teraz P-réwnanie Riemanna do réwnania hipergeometrycz-
nego

a b ¢ PN a b c
Pl a B ~ ¢ :(t )(t )P 0 0 ~y+a+p8 t
of F o R o —a f-f o tatp
0 1 00
t—a\@/t—b\A
- (t a) (t )P 0 0~ atatlb oo,
—C —C o — a ﬂlfﬂ ’)//+Oé+,6

gdzie t1 = %. Oznacza to, poréwnujac z (4.2), ze P-réwnanie Riemanna moze byé wyrazone przez rozwiazanie

réwnania hipergeometrycznego o elementach a =a+ f+v, b=a+++,c=1+a—a’it;. O

4.2 Postaé¢ catkowa Barnesa
Lemat 4.3 (Lemat Barnesa) Jesli jest spelniony warunek Re (—a), Re(=b) < é—1< &< 0, to funkcja

c+io00
(4.5) £(t) = zim Wr(—s)(—ws ds.

E—1i00
jest rozwigzaniem rownania hipergeometrycznego.
Dowdéd. Zapiszmy rownanie hipergeometryczne w postaci

d d d. d
i +a)(to +b)a = (1)t — 1+ ).

Zauwazmy, ze operator t% posiada nastepujace wlasnosci:

d a _ _ia d a _ (_4\a
1. (t%)t = at?, 2. (tﬁ)(—t) =a(-t)".
Niech o
1 c+r100
S0=55 [ s
Aby f(t) spelnialo (4.2) musi zachodzié
&+ioco c+ioco
/ g(8)s(s—14c)(—t)’ds = — / g(s)(s +a)(s +b)(—t)* Tt ds.

Zauwazmy, ze jesli funkcja g(s) nie posiada biegunéw dla Res € [¢ — 1,¢], to

&+ioco &—1+ico Etico
/g(s)s(s—l—i—c)(—t)sds: / g5+ 1)(s + 1)(s + ) (—t)**+ ds = / g5+ 1)(s + 1)(s + ) (—)**+ ds.
C—100 c—1—1i00 E—ioo

Zatem dostajemy
c+ioo

(g(s+ D5+ D5 +¢) + (s +a)(s + D)g(s)) (=) ds =0.

Tak mozna zrobié o ile

(4.6) lim  s?g(s)(—t)* = 0.

|Im s]— o0

11



Zalézmy na chwile, ze réwnos$é (4.6) jest spelniona. Wéwcezas dostajemy réwnanie réznicowe na g(s) postaci

(s+a)(s+Db)

(47) gls+1) = C(s+o)(s+1)

g(s)-

To réwnanie réznicowe (4.7) mozemy rozwiaza¢ w terminach funkcji gamma. Rozwiazaniem réwnania u(s + 1) =

(s + d)u(s) jest u(s) = I'(s + d). Podobnie rozwiazaniem u(s + 1) = %u(s) jest u(s) = w Ponadto
réwnanie u(s + 1) = —25:1) ma rozwiazanie postaci u(s) = I'(—s) (bo I'(—s) = (—s — 1)T'(—s — 1)). Wobec tego
rozwiazaniem réwnania (4.7) jest funkcja
I'(s +a)'(s + b)
= BTGy,
o) = = )

Musmy teraz pokazaé, ze spelniony jest warunek (4.6). Po pierwsze zauwazmy, ze

SIEEO Im =1 oile J|args| <.
Skorzystamy réwniez z faktu, ze

[(—=t)|* < [t|Rese="ms gdzie arg(—t) =6, |0 <=
oraz z wynikajacego z wlasnoéci funkcji gamma oszacowania

- 21

()T (-s)| < | | < [P et

ssinms s

Ostatecznie dostajemy oszacowanie
(4.8) () (~)*] < MIs>FTP T ()0 (—s)| - |(—1)*] < NIJt[Res 5| Fetbce(V=m s,
z ktorego wynika, ze

|s%g(s)(—t)*| — 0 dla [Im s| — oo,

co oznacza, ze warunek (4.6) jest spelniony.
Zatem mozemy zapisac, ze
c+ioo
! I'(s + a)'(s + b)
 2mi I(s+c¢)

C—100

f(®) D(—s)(—t)* ds.

Zauwazmy, ze funkcja podcatkowa ma bieguny jednokrotne dla s rownych —a, —a — 1, ..., =b, —=b—1, ..., 0, 1, ...
Zalézmy, ze Re(—a), Re(=b) < ¢ —1 < ¢ < 0 (jedli tak sie nie da zrobié¢, to mozna lokalnie zdeformowaé kontur
calkowania — tak, aby —a + 11 —b+ 1 znajdowaly sie na lewo od niego, zas$ 0 na prawo). a

Stwierdzenie 4.4 Przy powyzszych zaloZeniach na ¢ (lub ogdiniej na kontur calkowania) zachodzi wzdr

c+ioco
(4.9) QFl(a,b;c,t)z;m-r(z)(?@/ F(S;(Z)i(;”)r(—s)(—t)sczs dla [ <1,

dzieki ktéremu dostajemy przediuzenie analityczne funkcji hipergeometrycznej o F1 na zbiér C \ [1, 00].

Dowdd. Niech yr n oznacza skierowany zgodnie z ruchem zegara kontur bedacy brzegiem prostokata o wierzchotkach
w punktach —¢ + T oraz N + 1 & T'i. Zauwazmy, Ze dla [t| < 1 na mocy oszacowania (4.8) dostajemy, ze

1s2g(s)(—t)*] — 0 dla  Res — oo.

12



Korzystajac z tego faktu i z (4.6) dostajemy, ze

c+1io00
I(s+a)l'(s+b) s, 1 I(s+a)l(s+b) s
/ WF(*S)(%) ds = oi. TG 1 o) T(—s)(—t)* ds.

YT,N C—100

1
(4.10) lim lim —

N—oo T—o0 271

Z drugiej strony, z twierdzenia o residuach dostajemy, ze

1 [ T(s+al(s+b) g N D+ all(s +8) e o o) =
lim / g T () ds_nZORess_n( Torg Lo 0 =

i T'(n+a)l(n + b) ()" Ros,,T(—5) = i\’: T'(n+ a)T(n+b) o ()" _ i F(n+a)l(n+b),

I'(n+c) I'(n+c¢) n! I'(n+ c)n!

n=0 n=0

Zatem z (4.10)

c+ioo
1 I (c) I(s+a)l(s+0) s, I(o) T(rn+a)l(n+b) , o
ami r(a)P(b)éL v e S S D BE v vy R v L)
co konczy dowdd. a

Podobnie, catkujac w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara wzdluz brzegu prostokata o wierzchotkach
w punktach —¢ + T oraz —N — % + Tt dostajemy

Stwierdzenie 4.5 Dla |t| > 1 zachodzi wzor

I'(a)T'(a —b)
I'(a—c)

T'®)T((b —a)

F(a)r(b) 2F1(a/ab; C’t) = F(b_c)

W (=) % Fy(a,a—c+1;a—b+1,t 1)+

(—t) " Fy (b, b—c+1;b—at1,t71h).

Zauwazmy, ze Stwierdzenie 4.5 pokazuje nam jaki jest zwiazek pomiedzy rozwiazaniami réwnania hipegeometrycz-
nego wokét zera xq(t) 1 wokdl nieskonczonosci: z1(t) i zo(t).
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5 Roéwnanie Legendre’a

Ponizszy rozdzial zostal opracowany na podstawie ksigzki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [10] oraz monografii E.
Hille’a [3].

Definicja 5.1 Roéwnaniem Legendre’a (inaczej: réwnaniem kulistym, réwnaniem sferycznym) nazywamy réwnanie
(5.1) (1—t*# —2ti +a(a+ 1)z =0,
gdzie a € C.

Zauwazmy, ze réwnanie (5.1) mozna zapisaé w postaci

d

(5.2) =

((1 — )i ) +a(a+ 1)z =0.
Nazwa pochodzi od francuskiego matematyka Adrien-Marie Legendre’a, ktory w 1785 roku rozwazal réwnanie (5.1) w
przypadku a = n. Réwnanie to pojawia sie w w wielu zagadnieniach fizyki, przede wszystkim w opisie p6l w uktadzie
sferycznym (np. w kwantowym opisie atoméw czy rozkladzie multipolowym pola elektromagnetycznego).

Punkty osobliwe regularne tego réwnania to: —1, 1 i co. Zas pierwiastki réwnania indeksowego, to:
dla —1: 0, 0;
dla 1: 0, 0;
dla co: a4+ 1, —a.

Z ogdlnej teorii (Twierdzenie 2.1) wynika zatem, ze w otoczeniu ¢ = —1 i w otoczeniu ¢ = 1 jedno z rozwiazan jest
logarytmiczne.

Zauwazmy jeszcze, ze réwnanie Legendre’a jest szczegélnym przypadkiem réownania P-Riemanna, czyli spelnia
rownanie

-1 1 00
r=P 0 0 a+1 ¢t
0 0 -—a

Podstawiajac s = (1 — t) do réwnania (5.1) dostajemy
s(1—8)i+ (1—-2s8)c+ala+ 1)z =0.

Zauwazmy, ze otrzymaliSmy réwnanie hipergeometryczne z parametrami: a + 1, —a, 1. Zatem pierwsze rozwigzanie
wokot t = 1 ma postaé

_ . —a); /1 i
(5.3) P.(t)=oF(a+1,—a;1; - 1 — 1)) ; Z'Z (5(1 - t)) .
W szczegdlnosci dla a = n dostajemy wielomiany Legendre’a
(54) Z 2121 l (1 B t)
gdyz (—n); = 0 dla i > n. Kilka pierwszych wielomianéw Legendre’a to:
1
Py(t) =1, Pyi(t) =t, Py(t) = 5(31t2 —1)

1 1
Py(t) = §(57:3 —3t), Py(t)=%(35t1—30t2+3), Ps(t)= g(63t5 — 70t* + 15¢).

Zachodzi
Stwierdzenie 5.2 (Wzér Rodriguesa)

1 Jd"
2nn! dtm

(2 — 1)

(5.5) Po(t) =

14



Dowdd. Oznaczmy prawa strone (5.5) przez f,(t). Zauwazmy, ze f,(1) = 1 oraz f,(t) jest wielomianem. Zatem
aby udowodnié¢ réwno$é (5.5) wystarczy pokazaé, ze f,(t) jest rozwiazaniem réwnania Legendre’a (5.1). W tym celu
zauwazmy, ze
n 5] ; )
1 a ;o nl iy (=1)*(2n — 29)! Y
t) = 7( -1 17t2n 27.) — tn 21.
fn(®) 2nn! dtn Z( ) il(n —i)! Z2"i!(n—i)!(n—2i)!

i=0

Aby zakoficzyé dowdd wystarczy wstawié f,(t) w postaci szeregu do réwnania Legendre’a (5.1) i wyliczy¢, ze jest to
réwnanie spelnione wéwczas tozsamosciowo. O

Ze Stwierdzenia 5.2 w szczegdlnosci dostajemy, ze P, (—t) = (—1)"P,(t). Korzystajac réwniez ze Stwierdzenia 5.2
i ze wzoru catkowego Cauchy’ego dostajemy

Stwierdzenie 5.3 (Calka Schlifliego)

_ ! (¢-n"
Po(t) = 5 A T T

Jedna z najwazniejszych wlasnosci P, (t) méwi, ze

Stwierdzenie 5.4 Wielomiany Legendre’a tworzq uktad ortogonalny w przestrzeni L?[—1,1]. W szczegdlnosci zachodzi

1
0 dla m#n
[ratra={ . qo n7n

2n+1
-1

Dowéd. Zatézmy, ze m > n. Calkujac n-krotnie przez czesci dostajemy

[(@- 0 (@-) " = (@) e )

= =(-1"

1

() ()

(n+m)
dt =0,

|
H\,_.
—~
~
[ V)
\
—_
N
3
/N
—
o~
[ V)
—_
~—
3
N—

bo (2 - 1)n)("+m)

/ (- 1)")(n) (- 1)")(") dt = (=1)"

= 0. Podobnie dostajemy dla m < n. Zas dla n = m mamy
1
2 n 2 n (2n) 2\n
(2 — 1) ((t ~1) ) dt =2(2n)! [ (1 — )" dt
0

2.4...9
sin®" ™! o da = 2(2n)! "

= 2(2n)! 3.5 (2n+1)

S A —

Zatem
_20n)! 2
S22+ 1) 241

/m@m@ﬁ
2

O

Korzystajac z wymienionych uprzednio przedstawien wielomianéw Legendre’a dostajemy nastepujace formuly reku-
rencyjne:

L Py (t) — tPL(t) = (n+ 1)Pa(t)
II. (n+1)P,(t) — (2n+ 1)tP,(t) + nP,—1(t) = 0.
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Korzystajac ze wzoréw na rozwiazania réwnania hipergeometrycznego wokoét nieskonczonosci mozna podaé rozwia-
zanie réwnania (5.1) w otoczeniu co. Dostajemy wéwczas funkcje Legendre’a drugiego rodzaju:

r(Hre+1) 1 11 31
)= =2 — L) P (za+ =, cat+ lia+ <)
Q () F(a—’—%) ( ) 2 1(2a+2)2a+ 7a‘+ 27t2)

Dla @ = n maja one przedstawienia catkowe postaci

Qn(t) = QT}T /(1 —2H)"(t —x) " da.

-1
Ponadto zachodzi zwiazek pomiedzy wielomianami Legendre’a pierwszego i drugiego rodzaju

1
Qi =5 [ s
21

N =

Cwiczenia
1. Uzupelnij dowéd wzoru Rodriguesa.
2. Wykaz wzor na calke Schlafliego.
3. Wykaz wzory rekurencyjne I-IT na wielomiany Legendre’a.

4. Przedstawi¢ wielomian W (z) = 42* — 32° + 5 w postaci sumy wielomianéw Legendre’a.
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6 Konfluentne rownanie hipergeometryczne

Ponizszy rozdzial zostal opracowany na podstawie monografii E. Hille’a [3] i preprintu B. Ziemiana [11]. Nieco inaczej
zdefiniowane konfluentne réwnanie hipergeometryczne mozna znalezé w ksiazce E.T. Whittakera i G.N. Watsona [10].
Na poczatek wréémy do réwnania hipergeometrycznego

1 — )3 + (c— (a+b+1)t)9'c—abx —0.
Podstawmy ¢ = s/b. Wéwczas

de .1 Px
=i i

ds b’ ds2 b2

i rownanie przyjmie postac

5 s, od*x s\, dx
- Spde (— b 17)1)*—():.
p 79 gz T e lar b )b —abr =10
Wstawiajac ¢ zamiast s i dzielac obie strony przez b dostajemy
t b+1
(6.1) t1 = 3)E+ (e %t)a’c—awzo.

Ostatecznie, przechodzac z |b| do nieskoniczonosci otrzymujemy
(6.2) ti+ (c—t)& —ax =0.

Definicja 6.1 Réwnanie (6.2) nazywamy konfluentnym réwnaniem hipergeometrycznym lub inaczej réwnaniem Kum-
mera.

Zajmiemy sie teraz badaniem punktow osobliwych tego réwnania. Przypomnijmy, ze réwnanie hipergeometryczne
ma dokladnie trzy punkty osobliwe i wszystkie regularne (dla ¢ = 0,1,00). Natomiast réwnanie (6.1) ma punkty
regularne osobliwe (dla s = tb = 0,b,00). Biorac |b] — oo dostajemy, ze dwie regularne osobliwosci — w b1 oo —
przechodza do wspdlnej granicy (,zlewaja sie”) réwnej co. Proces przejécie do wspélnej granicy nazywamy metodg
konfluencji, a otrzymane po przejscu granicznyn réwnanie nazywamy formg konfluentna réwnanie wyjsciowego (stad
nazwa konfluentne réwnanie hipergeometryczne).

Réwnanie (6.2) ma zatem osobliwosci w punktach ¢ = 0 i ¢t = oo. Dla ¢ = 0 mamy punkt osobliwy regularny, a co
dla t = 00? Zauwazmy, ze w nieskoniczonosci nie jest analityczna funkcja t — tp(t) = ¢ — ¢ (bo nie jest ograniczona w
nieskoniczonosci). Zatem na podstawie Stwierdzenia 3.2 punkt ¢ = oo jest punktem osobliwym nieregularnym. Oznacza
to, ze w wyniku przejscia granicznego (|b] — o0) dwie osobliwosci regularne w b i co ,zlaly sie” w jedna osobliwosé
nieregularng w oo.

Postaramy sie teraz znalezé rozwiazanie réwnania (6.2). W tym celu zauwazmy, ze rozwiazanie (6.1) ma postaé

(O)n (t\™
- (b) dla [t| < [b], ¢#£0,—1,-2,-3,....

Przechodzac z |b| do nieskoniczonosci dostajemy dla |t < |b]

lim oF}(a,b; cé) = lim i%(f)” = i (@)n t" lim (b)n i (@)n t" =1F1(a; 1)
blmoo 2 T T T s (c)pn! \b (c)pn!” |b|—oo b™ (¢)nn! L
n= n=0 n=0
Zatem jednym z rozwiazan konfluentnego réwnania hipergeometrycznego jest funkcja hipergeometryczna typu (1,1),
zwana konfluentng funkcjq hipergeometryczng, ktora jest postaci

o0

(6.3) r1(t) = 1F1(a;¢5t) = Z (@) ¢

= (c)nn!
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Zauwazmy, ze promien zbiezno$ci szeregu 1 F} wynosi nieskoniczono$é (to wynika zaréwno z postaci tego szeregu jak i
z faktu, Ze nie ma innych osobliwosci poza 0 i 00). Zatem rozwiazanie z(t) jest funkcja catkowita na C.

Przypatrzmy sie jeszcze blizej rozwiazaniom dla a = —n, gdzie n € N. Wowczas z1(t) = 1F1(—n;c;t) jest wielo-
mianem stopnia n. Przyjmujac ¢ = 1 + o mozemy zapisaé

1Fi(—=n; 14 a3t) = (n * a) LI (),
n

gdzie L,(f) (t) bedziemy nazywaé n-tym wielomianem Laguerre’a rzedu .
W szczegdlnosei dla o = 0 dostajemy n-ty wielomian Laguerre’a

Ly(t) = 1 F1(—n; 1;t) = Z ((_z:;gltz _ Z (7@1> (—Z:t)’

=0 =0

Oczywidcie spelnia on rownanie
tt+ (1 —¢)& +nx =0.
Wielomiany Laguerre’a mozna wyrazi¢ réwniez za pomocg wzoru
(6.4) n!L,(t) = etd—n(t”e_t)
. 'L, pT .

Wielomiany te sa ortogonalne

/O et L (D)L (t) dt = {

Wréémy teraz do ogdlnej postaci konfluentnego réwnania hipergeometrycznego (6.2). Zauwazmy, ze dla t = 0
réwnanie indeksowe ma pierwiastki w 01 1 — ¢. Réwniez drugie rozwigzanie bazowe w otoczeniu zera mozemy znalezé
korzystajac z rozwiazania réwnania hipergeometrycznego. Zalézmy zatem, ze ¢ € Z. Wowczas drugie rozwiazanie ma
postaé

o0

- (a+1—c)n py1-
) t) =t F 1—¢2—ct)= - hyndl-c
& ) = iAo 1 -2 = 3 )

W przypadku ¢ € Z drugie rozwiazanie moze by¢ postaci (6.5) lub tez postaci logarytmiczne;j.
Zauwazmy, ze x1(t) jest jedynym rozwiazaniem (z dokladno$cia do mnozenia przez stala), ktére jest funkcja cal-
kowita (z2(t) nie jest analityczne w zerze).

Stwierdzenie 6.2 (Transformacja Kummera) Diat € C i ¢ #0,—1, -2, ... zachodzi wzor
(6.6) 1Fi(a;c;t) = et Fi(e — a;c;—t).

Dowdd. Niech z(t) = 1 Fi(a; ¢; t) bedzie rozwiazaniem konfluentnego réwnania hipergeometrycznego (6.2). Podstawmy
z(t) = e'y(—t) i sprawdzmy jakie réwnanie musi spetnia¢ y(t). Mamy

o =ey(—t) —e'y(=t), &) =e'y(~t) — —e"y(=t) + ().
Czyli y(t) spelnia nastepujace réwnanie
ti(—t) + (—c — t)y(—t) + (¢ — a)y(—t) = 0, a po zamianie —t na t: ¢ij(t) + (¢ — t)y(t) — (c — a)y(t) = 0.

Zatem y(t) spelnia konfluentne réwnanie hipergeometryczne jesli zamiast a weZmiemy ¢ — a. Co wiecej, poniewaz
y(t) = e'z(—t), to y(t) musi by¢ funkcja catkowita na C (bo z(t) jest catkowite) oraz y(0) = x(0) = 1. Oznacza to, ze

= 1F1(c— a;c;—t), a stad dostajemy (6.6). O

<

—~
~

=
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Stwierdzenie 6.3 Dla Rec > Rea > 0 zachodzi

I'(c) Lo ,
6.7 Fi(a;ct) = oo [ e®s* 71 (1—s) " ds.
(6.7) 1F1(a;¢;t) F(a)F(cfa)/o s (1) s
Dowdéd. W dowodzie wykorzystamy funkcje beta Eulera, zdefiniowana jako

1
B(a, B) :/ (1—t)*"1dt dla Rea >0, Ref >0
0

i jej zwiazek z funkcja gamma Eulera:

I'(a)l(8)
@0 =T+ 5
Mamy:
/01 e¥s 1 —s) 7 ds = /01 nij:o (tjn s 11 —s) 7 tds = 2 (/01 s — g)eal ds) :Z

i B(a+n,c— a)t” B i Pla+n)I'(c— a)t”
! B ! )
o o T(c+ n)n!
Zauwazmy, ze poniewaz Rec > Rea > 0, to calka po lewej stronie jest skoficzona, mozemy dokonaé¢ zamiany kolejnosci
calkowania i brania sumy szeregu oraz funkcja B(a + n,c — a) jest dobrze okre$lona dla kazdego n € Ny.
Aby zakonczyé dowdd zauwazmy, ze

I'(e ° T'(a+n 00 a
a Z;) (F(C—i)-n n! Z_: i) " =1Fi(a;ct).

O

Wiele funkcji specjalnych mozna wyrazi¢ za pomoca rozwiazan konfluentnego réwnania hipergeometrycznego. Jako
przyklad wezmy funkcje btedu zdefiniowana jako

Y 2
Erf (y) :/ et dt.
0

Po zamianie zmienny ¢ = y+/a i wykorzystaniu wzoru (6.7) dostajemy

T(LHr(1)

Y 13 9 13 9
LA N e =y Fy (= 2.
1 1(2a27 y) Y1 1(2727 y)

1 —y2a 1
Erf(y):y/0 < da:%/o (3(_92)0‘04%_1(1—04)%_%_1 da = 5

2 Ve

=
wles|
~ |~

1
2
I'(
Cwiczenia

1. Wyprowadz wzory (6.3) i (6.5) na rozwiazania x;(t) i x2(¢) réwnania (6.2) stosujac metode szeregéw Frobeniusa.

2. Wykaz wzér (6.4) na wielomiany Laguerre’a.

3. Udowodnij, ze Y. Ln(x)t" = (1 —t)"texp ( — Lt)
n=0

1—t
4. Korzystajac z (6.4) wykaz wlasnosé ortogonalnosci dla wielomianéw Laguerre’a.

5. Wyraz za pomoca rozwigzan konfluentnego réwnania hipergeometrycznego nastepujace funkcje:
a) e', sint, cost, sinht, cosht;
b) niekompletna funkcyg gamma Y(a,y) = [§ et dt;
c) calki Fresnela S(y \/ﬂ fy WLdt i Cy) = 7=,
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7 Roéwnanie Bessela

Rozdzial ten zostal opracowany na podstawie monografii E. Hille’a [3] i ksiazki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [10].

Definicja 7.1 Rownaniem rozniczkowym Bessela nazywamy rownanie

(7.1) 23 4+ ti + (12 —p*)x =0, gdzie p>0.

Nazwa pochodzi od Friedricha Wilhelma Bessela (1784-1848), ktéry zajmowal sie tym réwnaniem podczas badania
zaburzen ruchu planet po orbitach.

Rownanie Bessela jest jednym z najstynniejszych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Pojawia sie ono w wielu
zagadnieniach fizyki matematycznej, astronomii i techniki (np. przy opisie amplitudy drgan kulistej membrany, czy
temperatury wewnatrz jednorodnej, stygnacej kuli).

Punktami osobliwymi sg 0 i co. Punkt ¢t = 0 jest punktem osobliwym regularnym. Aby sprawdzi¢ charakter punktu
osobliwego dla t = oo, zbadajmy analityczno$é w nieskonczonosci funkcji:

t — tp(t) = 1 — funkcja analityczna w nieskoficzonosci;
t — t2q(t) = t> — p* — oo jedli t — oo — funkcja nie jest ograniczona w nieskoficzonodci, wiec nie jest tez tam
analityczna.

Zatem t = oo jest punktem osobliwym nieregularnym.

Znajdziemy rozwiazania wok6l zera metoda szeregéw Frobeniusa. Bedziemy szukaé¢ rozwiazah postaci z(t) =
S o ant™ . Wstawiajac do (7.1) dostajemy

oo oo oo oo
D 4D +1=Dant™ + Y (n+Dant™ M + > an o™ =Y pPat™t
n=0 n=0 n=2 n=0

Stad dostajemy réwnanie indeksowe
(n=0) I(1—1)+1—-p*=0 o pierwiastkach [} =p, Iy = —p
oraz zalezno$¢ rekurencyjna

—0p—2
(n+l—p)(n+i+p)

(n>1) ((n +1)2 — p2>an =—ap_o czyli a,=

Wobec tego dla | = p dostajemy

o0

(=1)"ao (=1)"ao (=D"a0 o,
n = = t = _—_—
S G =) 2 Gt ) Bt P, O 0 g 22 l(1+ p)n
Podobnie dla | = —p dostajemy
(=1)"ao o~ (=D"a0 o,
"= t) = .
a 22nn'(1 — p)n oraz 1'2( ) T;O 22nn!(1 _ p)n

Przyjmujac za ag odpowiednio QPF(ll 7 i 2_pF1(1_p) dostajemy rozwiazania réwnania (7.1)

o (_1)n t\2n+p o0 (_1)n £\ 2n—p
2 =3 U (Y s Uy
(7.2) o(t) ;n!F(l—&—p—l—n) 2 ' o(t) ;n!F(l—p—&—n) 2

ktére bedziemy nazywaé funkcjami Bessela (lub inaczej: funkcjami walcowymsi) pierwszego rodzaju rzedu p i —p.
Jezeli 2p ¢ Z to rozwiagzania Jy,(t) i J_,(t) sa liniowo niezalezne. Wobec tego rozwiazanie ogélne ma postaé

(7.3) z(t) = AJy(t) + BJ_p(t), gdzie A, B — stale.

Zalézmy teraz, ze 2p € Z ale p ¢ Z. Wowcezas J_,(t) jest nieograniczony w otoczeniu zera, za$ J,(¢) jest ograniczone.
Oznacza to, ze obydwa rozwiazania sg liniowo niezalezne i wobec tego réwniez zachodzi (7.3).
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Przypadek p € Ny jest trudniejszy. Jesli p = m, to

e 2n—m 0 2n—m e 2n+m
R I I B e ]
2 = o) )

n=m n=0

a zatem funkcje J,,,(t) i J_,,(t) sa liniowo zalezne. Oznacza to, ze dla p € Ny drugie liniowo niezalezne rozwiazanie
(oprécz Jp(t)) musi w swoim rozwinieciu zawiera¢ logarytmy. Takie rozwigzania bedziemy nazywaé funkcjami Bessela
drugiego rodzaju. Najczesciej spotyka sie nastepujace takie funkcje (réznia sie one pomiedzy sobg o stala):
1) Funkcja wprowadzona przez Hankela
= i Ip(t) cospm — J_(t)

Y, (t) = me S 2pm dla p¢Z.

Natomiast dla p = m € Z funkcje te definiujemy nastepujaco:

(mteyri Im+e(t) cos(m + €)m — J_p—c(t) ~ im QremTi
sin2(m + )7 e—0 sin 2erm

YV(t) = lim ?p(t):li_r)r(l)Qﬂe

p—m

(T (1™ = T (1))
= lim e (Jm+e(t) - (—l)mJ_m_e(t)>.

€—

2) Funkcja Webera

Y, (t) = dl Z
o) sin pr ap7
t —J_
Y (t) = lim I )Cos.p7r (1) dla m € Z.
p—m sin pmr
Zachodzi zwiazek
Y, (t) cos pm

}/P(t) - ﬂ_epﬂ-i

Mozna wykazaé, ze

(74) Yin(t) = — mz_:l (m —- D! (%) ey i n,(*i (f)mm (2m(t/2) + 27 — Hypy — Hy),
n=0

gdzie v — stala Eulera.
Zachodza nastepujace wzory rekurencyjne dla funkcji Bessela:

1
(7.5) L thpia(t) = 2pJp(0) + tpr () = 0, IL Jy(t) = =2 Jp(6) + Jpor(0),  TIL Jy(8) = 5 (Jp_l(t) - Jp+1(t)>.
Takie same tozsamosci sa spelnione przez funkcje Bessela drugiego rodzaju Y (¢) i Y (t).

Zajmiemy sie teraz funkcjami Bessela dla argumentu urojonego. Przypusémy wiec, ze ¢ wystepujace w réwnaniu
Bessela (7.1) jest czysto urojone, tzn. t = is, s € R. Po tej zamianie zmiennych dostaniemy réwnanie

(7.6) $%¢ + si — (s> +p?)xz =0, gdzie p>0.
Definicja 7.2 Réwnanie (7.6) nazywamy zmodyfikowanym réwnaniem Bessela.

Podobnie jak w przypadku zwyktego rownania Bessela znajdziemy rozwiazanie metoda szeregéw Frobeniusa. Réwnanie
indeksowe ma postaé [(I — 1) + 1 — p? = 0 i rozwiazaniami sg [; = p, l» = —p. Natomiast zaleznos$é rekurencyjna ma
postaé ((n +1)% — p?)a, = a,_2. Rozwiazaniami sa funkcje

o0 o0

1 t\2ntp 1 t\2n—p
) bO=3 mrira () 0= e (5)

n=0 n=0
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ktére bedziemy nazywacé zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego rodzaju rzedu p i —p.
Zachodzi zaleznosé
I,(t) = i"PJp(it).

Dlatego tez I, spelnia te same wzory rekurencyjne co Jy,(¢). Mamy réwniez dla dowolnego m € N
Lm(y) = Jom(iy)i™ = (=1)" T (iy)i™ = Jim(iy) (i) ™™ = In(y)-

Zatem jesli p € Z, to musimy wiec wziaé¢ zmodyfikowang funkcje Bessela drugiego rodzaju zdefiniowana jako

(7.8) K, (t) = %ﬂ(f_p(t) L) ctgpr dlap @z Knlt) = lim Ky(t) dlam €.

Stwierdzenie 7.3 (Schlomilch) Zachodzi wzdr
(7.9) e =) = N7 g (),

Dowdd. Przedstawiajac lewa strone (7.9) jako iloczyn szeregdéw potegowych dostajemy

b (L) (S EL ) - S e

gdzie

we= Y SEET =y NG =

Korzystajac ze Stwierdzenia 7.3 wykazemy

Stwierdzenie 7.4 Zachodzg nastepujgce wzory i relacje

e}
(7.10) eV =Iy(y) +2 Z I,(y) dla kazdego y € R;
n=1
1

(7.11) Io(y)| < e, |L(y)| < 56“" dla kazdego y € R;

. . +m .
(7.12) elzsint — Z Jn(2)e™  dla kaidego 2 €C, 0 € R;

1 s
(7.13) In(z) = f/ cos(zsinf —nb)df dla kazdego z € C, n € Z;

T™Jo
(7.14) [Jn(2)] <1 dla kazdego xz € R, n € Z;

+oo
(7.15) In(2y) = Z |Jn(z +4y)|?  dla kaidego x,y €Rn € Z;
n=—oo
1
(7.16) |Jo(z + iy)| < e, |, (x +iy)| < ﬁem dla kazdego x,y € R;
oo
(7.17) Jo(2)% +2 Z Jo(2)2 =1 dla kazdego z € C.
n=1

Dowdd. Wstawiajac do réwnania (7.9) z =iy i t = —i mamy

+00 +oo +oo e
D = s = v N gt = Y L) (=) = Y Lu(y) =To(y) +2) L(y),
P P n=1

n=—oo n=—oo n=—oo
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a stad dostajemy (7.10). Bezposrednio z (7.10) wynika (7.11). Wstawiajac teraz do réwnania (7.9) t = €? mamy

. too
e%z(t——) _ e—z(e —e 1) _ eizsine i Z Jn( Z J zn@

n=-—o0o n=-—oo
a stad dostajemy (7.12). Zauwazmy, ze wzor (7.12) przedstawia rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji z + ei*sin?
o wspdlezynnikach J,(z). Oznacza to, ze dla dowolnegon € Z i z € C

1 us . X 1 us . . 1 T 1 T
In(z) = —/ !(zsin0-n0) g9 — —/ Re ¢!(z5n0-n9) qg — —/ cos(zsinf — nb) df = 7/ cos(zsin 6 — nb) db,
- 2m 27 0

2 r r T

a zatem zachodzi (7.13). Jesli skorzystamy ze wzoru (7.13) biorac z = = € R, to dostaniemy oszacowanie (7.14).
Zauwazmy dalej, ze funkcja 6 — 50 ¢ [2(—7 ), wiec dzigki (7.13) dla z = x + iy zachodzi

/ =502 g — / e 2vsin0 dg — o Jo(2iy) = 271o(2y).
Z drugiej strony, korzystajac z (7.12) i z wlasnosci szeregdéw Fouriera

/_:|ei2sin9|2d9 /ﬂ( Z Tl n9)< Z 7.2 —me> dg_/_w Z (2)[2d = 21 Z

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

= 27 Z x—i—zy

n=—oo

a stad dostajemy (7.15). Korzystajac z (7.15) i z (7.11) mamy oszacowanie
| Jo(z +iy)|* < [To(2y)| < eI oraz 2|0, (x +iy)|* < [To(2y)] < €Y,

z ktorego wynika (7.16). Wstawiajac y = 0 do (7.15) dostajemy, ze
(7.18) Jo(z +22J =1o(0) =

Zauwazmy, ze lewa strona (7.18) jest analityczna dla « € R i przedluza sie do funkcji analitycznej dla dowolnego z € C.
Z jednoznaczno$ci funkeji analitycznej, funkcja po przedtuzeniu musi nadal by¢ stale réwna jeden. A to dowodzi (7.17).

O

Cwiczenia
1. Wykaz, ze prawa strona (7.4) jest rozwigzaniem réwnania Bessela.
2. Wyprowadz wzory rekurencyjne (7.5).

3. Znalezé rozwi@zania og6lne réwnania (tzn. wyrazié¢ je za pomoca funkcji Bessela):
a) &+ 2@ + (k:2 %)z =0 (wskazéwka: podstawi¢ z(t) = t~'y(t)),
b) ti+ &+ 1o = 0 (wskazéwka: podstawié t = s2),
¢) i+ 14+ 16t°z = 0 (wskazowka: podstawi¢ s = t4),
d) t%i + 2ti + (9t + 1)z = 0 (wskazéwka: podstawi¢ z(t) = t2y(t)),
¢) i —to = 0 (wskazéwka: podstawi¢ z(s) = s3y(s) oraz s = t3),
f) &+ 3 — (4k* 4+ 25)z = 0 (wskazéwka: podstawi¢ z(t) = t3y(t)).
4. Znalez¢ rozwiazanie réwnania (tzn. wyrazié je za pomoca funkcji Bessela) spelniajace dane warunki brzegowe:
a) t2i +ti — (92 + Da =0, 2(0) = 0, z(1) = 5.
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8 Problem Riemanna—Hilberta

Prezentowany material pochodzi gtéwnie z pracy B. Ziemiana [11] i ksiazki E. Hille’a [3]. Wiecej o problemie Riemanna-
Hilberta mozna dowiedzie¢ si¢ z poswigconej temu zgadnieniu pracy D. Anosova i A. Bolibrucha [1]. W szczegdlnosci tam
tez mozna znalez¢ konstrukcje kontrprzyktadu Bolibrucha bedacego negatywna odpowiedzia na problem postawiony
przez Hilberta.

8.1 Przedluzenie analityczne

Definicja 8.1 Niech na obszarach Dy, Dy C C beda zadane funkcje holomorficzne f1(z) € O(D1) 1 f2(z) € O(Ds)
réwne na czesci wspolnej f1(z) = fa(z) dla z € D1 N Dy # (. Méwimy wéwczas, ze kazda z funkcji jest bezposrednim
przedtuzeniem analitycznym drugiej.

Pojecie przedluzenia analitycznego daje sie w naturalny sposéb uogdlnié:

Definicja 8.2 Niech bedzie dany skoficzony ciag funkeji f1(z), f2(2), ..., fn(z) analitycznych odpowiednio na obsza-
rach Dy, Do, ..., D, i niech kazda nastepna funkcja bedzie bezposrednim przedluzeniem analitycznym poprzedniej.
Moéwimy wéwcezas, ze funkcja f,,(z) jest posrednim przediuzeniem analitycznym funkcji fi(z).

Dla posredniego przedluzenia analitycznego mozliwe sa dwa przypadki:

1) W czesci wspdlnej kazdego z dwdch obszaréw D; i Dy, funkcje f;(2) i fr(z) sa identyczne. Wéwcezas na D1 U- - -UD,,
mamy okreslong jedng funkcje analityczng f(z), taka ze f;(z) = f(z) dla z € D;.

2) W czesci wspdblnej dwdch obszaréw, np. Dy i D, mamy f1(z) # fn(z). Wtedy na obszarze Dy U---U D,, nie jest
okreslona jedna funkcja, a méwimy, ze f1(2),..., fn(2) sa galeziami jednej funkcji wieloznaczne.

Zamiast o funkcji wieloznacznej mozemy moéwié o funkcji jednoznacznej na powierzchni Riemanna danej funkcji.
Na przyklad dla f(z) = /z powierzchnia Riemanna jest dwulistna, a dla f(z) = Inz powierzchnia Riemanna ma
nieskonczenie wiele lisci.

Wprowadzmy jeszcze pojecie przedtuzenia analitycznego wzdluz drogi.

Definicja 8.3 Niech «: [0,1] — C bedzie droga w C i niech bedzie dany skonczony ciag funkeji f1(2), f2(2), ..., fu(2)
analitycznych odpowiednio na obszarach Dq, Ds, ..., D, i niech kazda nastepna funkcja bedzie bezposrednim prze-
dluzeniem analitycznym poprzedniej. Jesli dodatkowo zatozymy, ze dla pewnych liczb 0 = a1 < a2 < -+- < a, =1
zachodzi y(a;) € D; (i =1,...,n) oraz y([a;, a;41]) C D;UD; 41 (i = 1,...,n—1) to méwimy, ze funkcja f1(z) € O(D1)
przedluza sie analitycznie wzdluz drogi v do funkcji f,,(2) € O(D,,).

Zauwazmy, ze jesli funkcja f; przedluza sie analitycznie wzdluz drogi v do funkcji f,, to wéwczas f, jest posrednim
przedtuzeniem analitycznym funkcji fi.

Ponadto, jesli mamy dwie drogi 71 i 2 o tych samych koncach i spelniajace te same warunki z Definicji 8.3 to
oczywiscie dostaniemy po przedluzeniu f; te sama funkcje f,.

8.2 Grupa podstawowa homotopii

Definicja 8.4 Niech D C C obszar, b € D ustalony punkt. Przez petle w D z ustalonym punktem b rozumiemy ciagla
krzywa «: [0,1] — D spelniajaca warunek «(0) = (1) = b. Oznaczmy zbidr wszystkich takich petli przez L(D,b).

Definicja 8.5 Méwimy, ze petle 79,71 € L(D,b) sa homotopijnie réwnowazne, co oznaczamy o ~ 71, jeSli petla o
moze by¢ w sposéb ciagly zdeformowana do 1 zachowujac ustalony punkt b. (To znaczy, ze istnieje homotopia taczaca o
z 71, czyli istnieje ciggla funkcja H: [0,1] x [0,1] — D taka, ze H(t,0) = vo(t), H(t,1) =1 (t), H(0,s) = H(1,s) =b.)

Poniewaz homotopijna rownowazno$¢ ~ jest relacja réwnowaznosci, to mozemy zdefiniowaé przestrzen ilorazowa

L(D,b)/ ~ zlozona z klas homotopii [¢] dla v € L(D,b).
Na zbiorze L(D,b) wprowadzmy operacje mnozenia petli. Niech vg,v1 € L(D,b). Wowczas

. [ y(2t) dla te€0,3]
m VO(t){ (2t —1) dla te[i1]
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Oczywiscie 1 +y0: [0, 1] — D tez jest petla w D. Tak zdefiniowane mnozenie petli mozemy przeniesé na klasy homotopii
biorac

(8.1) ][] = [ 70l

Zauwazmy, ze jeSli vo ~ v 171 = 9} t0 v1 70 = ¥} - Yo- A to oznacza, ze mnozenie klas homotopi okreslone przez (8.1)
jest poprawnie zdefiniowane (nie zalezy od wyboru reprezentanta w danej klasie homotopii).

Pokazemy, ze zbiér klas homotopii L(D, b)/ ~ wraz ze zdefiniowanym przez (8.1) mnozeniem tworzy grupe. Elemen-
tem neutralnym jest [e], gdzie e(t) = b jest petla réwna punktowi b. Elementem odwrotnym do [v] jest [y]~ = [y7!],
gdzie y71(t) = v(1 — t). Rzeczywiscie, wéwczas mamy vy~ 1 -y ~eivy- vyt ~e astad [y]71-[y] = [e]i[y] - [v]7! = [e].

Tak okreslong grupe bedziemy nazywaé grupg podstawowq homotopii i oznaczaé przez 115 (D, b).

Przyktad 8.6 Niech D = C\{0,00}ib= % Oznaczmy przez 7y petle o konicach w punkcie % obiegajaca 0 w kierunu
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Wowezas 111 (D, b) jest wolna grupa generowana przez [yo]. Innymi stowy [v] € 1 (D, b) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje m € Z takie, ze [y] = [y0]™. Oznacza to, ze grupa II;(D,b) jest izomorficzna z grupa liczb catkowitych Z
z operacja dodawania.

Przyktad 8.7 Niech D = C\ {0,1,00}, b = % Oznaczmy — tak jak poprzednio — przez o petle o konicach w

punkcie % obiegajacag 0 w kierunu przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Oznaczmy dalej przez ~; petle o tych

samych koncach i obiegajaca 1 w kierunu przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
Woéwezas 11 (D, b) jest wolna grupa generowana przez [yo] i [v1]. Innymi stowy [v] € 11 (D, b) wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejan € N, my,...,my, €Z1iay,...,a, € {0,1} spelniajace [v] = [Ya,|™ - -+ - [Va, ™"

8.3 Grupa monodromii

Rozwazmy réwnanie
(8.2) 2™ a1 (2™ + a1 ()i + ag(t)x =0, gdzie a;(t) € O(D).

Jedli D nie jest jednospdjny, to rozwiazania moga by¢ wielowartosciowe. Zeby je opisaé¢ zdefiniujemy dla danego
rownania grupe monodromii.

Niech U C D bedzie jednospéjnym otoczeniem b i niech F' = (f1,..., fin) — fundamentalny uklad rozwiazan
(8.2) okreslonych na U. Dla dowolnego e = [] € 11 (D, b) rozwazmy uklad fundamentalny -, F' bedacy przedluzeniem
analitycznym F wzdtuz drogi . Z jednoznacznosci rozwiazan na zbiorach jednospéjnych . F zalezy jedynie od [y] = «,
co bedziemy oznaczaé przez o, F. Zauwazmy, ze o, F' jest réwniez ukladem fundamentalnym rozwiazan w U. Zatem
istnieje macierz M € GL(m,C), M = M(«a; F) taka, ze

F=oa.FM.

Stwierdzenie 8.8 Odwzorowanie pp: I1(D,b) — GL(m,C) dane wzorem o — M («; F) zachowuje strukture grupy.

Dowéd. Poniewaz e,F' = F to F = FM(e,F). Z drugiej strony F = F - I, gdzie I € GL(m,C) jest macierza
identycznosciowa. Oznacza to, ze M (e, F) = I.
Zauwazmy, ze (- 08)«F = a. (B« F). Korzystajac z tego faktu i z definicji macierzy M mamy

F=(a-8).FM(a-8,F)=a.(8.F)M(a- S, F), BiF = a, (6. F)M(a, F),
F = B, FM(B, F) = o, (8. F)M(a, F)M (3, F).

A to oznacza, ze M(a- 5, F) = M(a, F)M(S, F). a

Definicja 8.9 Odwzorowanie pr zachowujace strukture grupy nazywamy reprezentacjg grupy I1;(D,b), a jego obraz

Pf (Hl(D, b)) bedziemy nazywaé grupg monodromii wzgledem F.
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Aby uniezaleznié¢ sie od wyboru uktadu fundamentalnego rozwiazan F', zauwazmy, ze je$li G jest innym fundamentalnym
uktadem rozwiazan w otoczeniu U, to istnieje stala macierz C € GL(m,C), taka ze G = FC. Mamy wéwczas

axFM(a, F)C=FC=G=a*xGM(a,G) = a,(FC)M(c, Q) = (. F)CM(ar, G),
a stad
M(a,G) =C 'M(a,F)C oraz pg=C 'ppC.

Oznacza to, ze grupy monodromii wzgledem F' i wzgledem G sa podobne. Klasy podobienstwa bedziemy nazywaé
monodromiq réwnania (8.1). Oczywiscie monodromia zalezy tylko od réwnania (i obszaru).

8.4 Problem Riemanna—Hilberta

Oryginalny problem Riemanna z 1857 roku dotyczyl jego P-funkcji i polegal na znalezieniu réwnania

a b ¢
z— P a (B v oz
a/ /B/ ,.)//

spelniajacego nastepujace warunki:
a) jest analityczne na C\ {a, b, c};
b) kazde 3 rozwiazania sa liniowo zalezne;
¢) w kazdym z osobliwych punktéw a, b, ¢ istnieja dwa niezalezne rozwiazania (z — z0)”* f1(2; 20) 1 (2 — 20)”2 f2(2; 20),
gdzie f1 1 fo sq analityczne w z = zg i rézne od zera. Przy czym: dla zp = a mamy p; = «a, ps = o/; dla zg = b mamy
p1 =B, p2 = f'; dla zg = c mamy p; =1, p2 =7

WykazaliSmy w Stwierdzeniu 3.5 (strona 9), ze te warunki wyznaczaja P-funkcje jednoznacznie, pod warunkiem,
zea+a + 0B+ +v+7 = 1. Rozwigzaniem jest liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, redukujace sie do
réwnania hipergeometrycznego. Szes$é rozwigzan bedzie tego typu, jesli zadna z réznic a — o/, 8 — 3/, v — 7/ nie jest
rowna zeru.

Podczas II Kongresu Matematycznego w Paryzu w 1900 roku David Hilbert postawil podczas swojego stynnego
wykladu miedzy innymi taki problem (zwany XXI problemem Hilberta):

Dla danego skonczonego zbioru S = {ay,...,a,,00} i monodromii p: II1(C\ S,z9) — GL(2,C) znale7é
rownanie Fuchsa rzedu 2 majace regularne punkty osobliwe w .S i monodromie p.

Tak postawiony problem ma rozwiazanie dla r < 2. Dla r > 3 w ogdlnosci mozemy otrzymaé rownanie bedace
rozwigzaniem jedynie wtedy, gdy dopuscimy mozliwo$é, aby oprocz punktow regularnych osobliwych z S pojawily sie
tzw. pozorne osobliwosci (ang. apparent singularities), czyli bieguny wspo6lezynnikéw o trywialnej grupie monodromii.

Problem ten, zwany réwniez problemem Hilberta—Riemana mozna uogdlnié¢ zastepujac jedno réwnanie przez uklad
m réwnan pierwszego rzedu jak nastepuje:

Dla danego skoniczonego zbioru S = {a1,...,a,,00} i monodromii p: IT; (C \ S,z9) — GL(m,C) znalezé
uktad m réwnan Fuchsa © = A(t)z majacy regularne punkty osobliwe w S (tzn., ze A(t) jest macierza
meromorficzna o osobliwosciach w punktach ¢ = a; bedacych biegunami pierwszego rzedu) i monodromie p.

Przez dziesiatki lat wydawalo sie, ze XXI problem Hilberta zostal rozwiazany przez J. Plemelj w 1908 roku. Dopiero
po wielu latach odkryto luke w jego dowodzie. W rzeczywistoéci Plemelj wykazal istnienie uktadu réwnan o danych
osobliwosciach 1 monodromii w szerszej klasie uktadéw réwnan niz uktady Fuchsa.

W przypadku tak postawione problemu w 1979 roku W. Dekkers wykazal, ze odpowiedz jest pozytywna dla m = 2
(niezaleznie od ). Natomiast w 1989 roku A. Bolibruch wykazal konstruujac odpowiedni kontrprzyklad, ze w ogélnym
przypadku odpowiedz jest negatywna.

Cwiczenia
1. Znajdz grupe monodromii réwnania:
a) t?i —ti +x =0,
b) 12 + tti + 22 = 0.
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9 Rozwiniecia asymptotyczne

Rozdzial ten oparty jest na ksiazce W. Wasowa [8].

9.1 Przykltad

Rozwazmy réwnanie

(9.1) t2% 4+ (3t — )i +x = 0.

Zauwazmy, ze t = 0 jest punktem osobliwym nieregularnym. Poszukajmy — podobnie jak w przypadku punktow
osobliwych regularnych — rozwiazaf w postaci szeregu Frobeniusa z(t) = o, ant™ . Wstawiajac do (9.1) dostajemy

Z(n +1)%an " — Z(n + Da,t"t1 = 0.
n=1 n=0

Skad dla n = 0 dostajemy réwnanie indeksowe [ = 0. Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do punktéow osobliwych
regularnych, nasze réwnanie indeksowe nie jest kwadratowe ale liniowe. Dla n > 1 dostajemy zaleznoé¢ rekurencyjna

(n+0)%a,-1— (n+Da, =0, astad a, =nan_1, a,=nlag.

Dla ag = 1 dostajemy rozwigzanie Z(t) = >~ ,nlt". Zauwazmy, ze otrzymany szereg jest rozbiezny dla dowolnego
t # 0. Zatem dla takich ¢ musimy na niego patrze¢ jak na szereg formalny.

Przypomnijmy, ze n! = [(n+ 1) = [ e™*s" ds. Zatem
o0 [e%e}
= ([ esras)e
n=0 0

Zamienmy kolejnos¢ sumowania i caltkowania. Poniewaz nie zawsze taka zamiana jest mozliwa, to otrzymana w ten
sposob funkcje oznaczmy przez

—S

(9.2) x(t) = /OOO e’ ( i S"t”) ds = /000 16_ ” ds.
n=0

Wykazemy, ze tak zdefiniowane x(t) jest rozwiazaniem (9.1) dla Ret < 0. W tym celu zauwazmy, ze dla takich ¢ i dla

€ (0, 00) zachodzi
1 o0 e—s o0
‘ <1, astad ‘/ ds’</ e fds =1,
1—st o l—st 0

wigc prawa strona (9.2) ma sens. Podobnie dla Re¢ < 0 ma sens

© se®
0= | gt b | d‘\/ “ds=1.
x(t) /0 T s, bo / 17875 s ; se”*ds

Roézniczkujac obie strony réownoéci tx = OOO Ie " ds dostajemy
] e o0 te=5S e~ 5 §=00 0 s
td = — = ds, tad %@+ tx = ——ds= ds = -1 .
T /0 (1 —st)? 5 A Tt /0 (1 —st)? s 1—st|,_, +/0 1—st® T

Dostaliémy zatem, ze x(t) zdefiniowane przez (9.2) spelnia réwnanie t2i + (¢t — 1)a = —1. Rézniczkujac obie strony
dostajemy, ze takie x(t) spelnia réwniez nasze réwnanie (9.1).
Zatem wychodzac z rozbieznego szeregu Z(t) = > - nlt" dostaliémy dla Ret < 0 prawdziwe rozwigzanie z(t) =

fooo e ~; ds. Pokazemy, ze taki szereg Z(t) moze stuzy¢ do przyblizania x(t) w otoczeniu zera.
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Niech wige s, (t) = >_p_, klth. Wéwezas dla Ret < 0 mamy

n —s n

x(t) —sp(t) = /000 16:1t ds — Zk!tk = /OO 16_ o ds — Z (/000 e ss" ds)tk

k=0 0 k=0

[e%) —s [e’e] n [e'e] —s [e%e} 1— tk+1 o] tk+1
[ [ [ [T SO
0 1—st 0 0 1—st 0 1—st 0 1—st

k=0

A stad
l(t) — sn(t)] < |t|”+1/ =5 ds = (n 4 1)+
0

Oznacza to, ze btad jest co do modutu nie wigkszy niz pierwszy pominiety skladnik (n + 1)!#"*!. Przypomnijmy, ze
interesuje nas zachowanie rozwiazania w otoczeniu ¢ = 0. Dla ustalonego n € Ny mamy lim;_,o- W =0 (tzn. ze
szereg T jest asymptotyczny do x(t) przy t — 07), ale lim, oo [2(t) — $,(t)| # O (tzn. Ze szereg T nie jest zbiezny do

(t))-
9.2 Wprowadzenie rozwiniecia asymptotycznego
Definicja 9.1 (Poincaré, 1886) Niech funkcja f(¢) bedzie okreslona na obszarze S C C, 0 € 5. Mdéwimy, Ze szereg

potegowy Ziio apt® jest rozwinieciem asymptotycznym f(t) na S przy t — 0 jedli dla kazdego n € Ny

lim f(t) =Y hg axt® _

0.
t—0,t€S tn

Bedziemy to oznaczaé przez f(t) ~ Y poart®, t € S, t — 0.
W dalszej czesci zajmiemy sie badaniem wtasnosci rozwinieé asymptotycznych.

Stwierdzenie 9.2 (Jednoznaczno§¢ rozwinieé asymptotycznych) Dla danej funkcji f(t) istnieje co najwyzej
jedno rozwiniecie asymptotyczne Z;ozo apth przy t — 0 w zadanym zbiorze S.

Dowéd. Jesli f(t) ~ Y pe,arth, t €S, t — 0, to w szczegblnodei musi byé

fO) - Fispat® _ L f() = Yigaxt” + ant”

lim t)y= lim ag=ag i im = =ay, (n>0).
+0,t€S ) t—0,4es 0 0 t—0, t€S tn t—0, t€S tn a )
Zauwazmy, ze powyzsze rownania w sposob jednoznaczny wyznaczaja rozwiniecie asymptotyczne f(t). O

Dana funkcja definiuje w sposéb jednoznaczny rozwiniecie asymptotyczne, ale nie na odwrot! Majac rozwiniecie
asymptotyczne nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ jednoznacznie funkcji. W szezeg6lnoscei bowiem mamy dla f(t) =0 i
gty =e "7, 2e f(t) ~0ig(t) ~0dlat— 0, Ret > 0.

9.3 Woilasnosci algebraiczne rozwinie¢ asymptotycznych
Bezposrednio z definicji rozwiniecia asymptotycznego dostajemy

Stwierdzenie 9.3 (Liniowo$¢ rozwinieé asymptotycznych) Jesli f(t) ~ > poapt® i g(t) ~ > oo bith, t € S,
t — 0 to dla dowolnych «, 3 € C zachodzi af (t) + Bg(t) ~ > peo(aay + Bby)tF, t € S, t — 0.

Mamy réwniez

Stwierdzenie 9.4 (Mnozenie rozwinigé asymptotycznych) Jesli f(t) ~ Y oo arth i g(t) ~ Yoo bith, t € S,
t—0 to f(t)g(t) ~ > pect®, gdzie ¢ = Z?:o a;by—;.
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Dowédd. Z zalozenia

O =Y at* + Ealt,m)t” i g(t) = > but" + Balt,n),
k=0 k=0

m  Fs(t,n) = 0. Wéwczas

dzi li FEq(t =01 1
gdzie eé,r?es 1(t:m) 1t—>é,teS

t
n

f)g) = g crth 4+ B3(t,n)t™  dla pewnego E3(t,n) spetniajacego I(i)m SEg(t,n) =0.
t—0,te
k=0

Podobnie zachodzi

Stwierdzenie 9.5 (Zlozenie rozwinieé asymptotycznych) Jesli f(t) ~ > po art® dlat € S i g(u) ~ Y po, bru®
dla w € T oraz jesli f(t) € T dlat € S to g(f(t)) ~ Ypeockt” dlat € S, gdzie wspdlezynniki cx sq takie, aby
!

Z;ozo cxth = Z;ﬁo b ( Zifzo amtm) :

Dowdd. Poniewaz i t) = drugiej st dla t € S zachodzi f(t) =ui i )= 1 =0t
owo oniewaz t%éfrtlesf() ap a z drugiej strony dla ¢t € S zachodzi f(t) UItHéTTtIESf() aim 0

musimy zatozyé, ze ag = 0.
7 zalozenia

fi) = Zaktk +Ei(t,n)t" 1 glu) = Zblul + Eo(u,n)u”,
k=1 =0

dzi li Byt =01 E =0. W6
gzie lim 1(t,m) i, tm 2 (u,n) dwezas

n

g(f() =3 b ( S antt + Euft, n)t")l + Es(u,n) ( S antt + Eift, n)tn)" =3 cnt™ + Es(t,n)t"

=0 k=1 k=1 m=0

dla pewnego E3(t,n) spelniajacego . 1(i)n;1 SEg(t,n) =0. 0
t—0,te

9.4 Wlasnoéci analityczne rozwinieé¢ asymptotycznych
Dalsze wlasnoéci rozwinieé¢ asymptotycznych beda dotyczyly funkcji analitycznych.

Stwierdzenie 9.6 Niech S = {t € C: 0 < [t| < to} i f € O(S). Jesli f(t) ~ > pepart’, t — 0, t € S, to szereg
Sheo akthjest zbiezny do f dla |t] < to.

Dowéd. Mamy lim;_, ¢ f(t) = ag, wiec mozna przedluzyé f na |t| < to przyjmujac f(0) = ag. Wowcezas funkcja f
staje sie analityczna dla |t| < to 1 rozwija sie w szereg potegowy na tym zbiorze, ktéry jest jednoczesnie rozwinieciem
asymptotycznym f. Z jednoznacznosci rozwinieé¢ asymptotycznych (Stwierdzenie 9.2) musi by¢ f(t) = Y ;o axt” dla
|t < to. 0

W dalszym ciagu bedziemy sie gtéwnie zajmowaé obszarami S C C zwanymi sektorams, tzn.
S={z=re®cC:re€(0,R), ¢ € (do,61)}.

Stwierdzenie 9.7 (Calkowanie rozwinigé asymptotycznych) Jesli f(t) € O(S), S — sektori f(t) ~ > peg arth,
t—0,teS to

oo

t
(9.3) / F(s)ds ~ S 2k gk +l gig te S
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Dowdd. Poniewaz S jest sektorem, to (0,t] C S, a stad calka z lewej strony (9.3) ma sens. Z zalozenia

= th + E(t,n)t", gdz lim  E(t :
];)ak + E(t,n)t", gdze m (t,n)=0

Zatem

gdzie po zamianie zmiennych s = ot

t 1
/ E(s,n)s"ds = t"“/ E(ot,n)o"do — 0 przy t—0, t€S.
0 0
O

Nie da si¢ otrzymaé¢ podobnego wyniku, gdyby$my zamiast catlkowania wzieli rézniczkowanie rozwinieé asymptotycz-
nych. Prostym kontrprzyktadem jest funkcja

flit)y= et sin(e%), dla ktérej zachodzi f(t) ~ 0 przy t — 0, ¢t > 0.

7 drugiej strony zas

o=
o=

Ft) =72 (e*% sin(e

) — cos(e )) i nie istnieje granica hm ().
t—0, t>0
Natomiast zachodzi

Stwierdzenie 9.8 (Rézniczkowanie rozwinigé asymptotycznych) Jesli f(t) € O(S) dla S ={t € C: 0 < |t]| <
to, b1 < argt < 0} spelnia f(t) ~ > oo artt dlate S, t—0, to

F@t) ~ Zkaktkfl dla t—0,teS" ={teC:0<|t| <t; <to, 01 <67 <argt <05 <0} — podsektora S.
k=0

Dowéd. Mamy

= Zaktk + B(t,n)t", f'(t) = 3 kaptt "t +nt""LE(t,n) +t"E'(t,n), gdzie lim E(t,n) =0.

=0 k=0 t—0,tes
Niech « takie, ze dla kazdego t € S* kula B(t, at]) o érodku w ¢ i promieniu «|t| jest zawarta w S i niech M (t,n) =
max |E(t,n)|. Wéwczas z nieréwnosci Cauchy’ego |E'(t,n)| < M|Efan) i zachodzi

teB(t,alt])

- M(t
— E kaktk_1’ < |t|”_1(nE(t, n) + M) — 0 przy t—0,teS™
!
k=0

O

Stwierdzenie 9.9 (Formula Taylora dla rozwinieé asymptotycznych) Jesli f(t) € O(S) N C°(S) dla sektora
S C C i istniejg granice f, = lim _ f")(t) dla r € Ny, to

t—0, tesS
oo
k=0

Dowdd. Niech S C C sektor, f(t) € S. Korzystajac z formuly Taylora dla dowolnego a € S mamy

tiaf( )+ +( ) £ (a) + /a(t_s)mf(m“)(s)ds.

w‘\

t* dia tes, t—o0.

f(t)=fla)+

Jesli istnieja granice 1Oim g (1), to zamiast a mozna wziaé 0. Wobec tego stwierdzenie wynika z oszacowania reszty
t—0, te

1 [ 1 1 1 Il 1 . !
[ =) ds| < sup OO [ e s ds = sup | @) s
a tesS m: Jo tes 0

m! m)!
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9.5 Twierdzenie Ritta

Pokazywalidmy wczedniej, ze dla danego rozwiniecia asymptotycznego nie mozna w sposéb jednoznaczny wyznaczyé
funkcji o tym rozwinieciu. Okazuje sie natomiast, ze mozna udowodnié istnienie funkcji o zadanym rozwinieciu. Zachodzi
bowiem

Twierdzenie 9.10 (Ritt, 1916) Dla dowolnego szeregu formalnego Y -, axt® i dowolnego sektora S istnieje funkcja
f(t) analityczna w tym sektorze dla |t| < to i taka, zZe f(t) ~ > peoartt dlat e S, t — 0.
Dowéd. Poniewaz f(t) ~ Y pr, axt® w S wtedy i tylko wtedy gdy g(t) = f(te=) ~ > pe are ktt w Se~, wiec bez
straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze wektor S jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistej i ograniczony pdlprostymi
argt = +7. Mozemy wiec przyja¢ S = {t =re’? € C: r € (0,1), ¢ € (—v,7)}-

Idea dowodu polega na zastapieniu naszego szeregu przez nowy zmodyfikowany szereg typu Y o ara (t)t*, gdzie
ay(t) wybieramy w ten sposéb, aby uzbieznié szereg i jednoczeénie nie zmienié¢ asymptotyki (tzn. oy (¢) male dla ¢t # 0

b

i szybko zbiezne do 1 dla t — 0. Np. ax(t) =1 — e dlab,>0if¢€ (0,1). Poniewaz |1 — e*| < |z| dla Rez < 0, to
larag (t)tF] < |ag||br||t|*~? dla t € S. Jedli teraz przyjmiemy

b — lag|~™t dla ap #0
A ) dla ap=0 "

to dla t € S zachodzi oszacowanie ‘ Yoo akak(t)tk‘ <Y [t1F7P < o0, co dowodzi zbieznosci.
Zatem wystarczy pokazad, ze dla f(t) = Y p axar(t)t* zachodzi f(t) ~ > 2, axt’ dla t € S. Mamy bowiem

m m b, o0
gm (f(t) - Zaktk> =S ae T L ST g 0 dla t—0, t€S,
k=0 k=0 k=m+1
gdyz dla [t]| < ¢
N k—m N k—m—_ |t‘1_6
| > manmt < Y < T
k=m+1 k=m+1

9.6 Rozwiniecia asymptotyczne w nieskonczonosci

Dotychczas zajmowaliémy sie¢ badaniem rozwinie¢ asymptotycznych w otoczeniu zera. W podobny sposéb mozna
bada¢ rozwiniecia w otoczeniu dowolnego a € C. Mozemy réwniez méwi¢ o rozwinieciach asymptotycznych wokét
nieskonczonosci. Ten ostatni przypadek otrzymujemy z rozwinie¢ woké! zera zastepujac ¢ przez t—!. W szczegdlnoéci
mamy

Definicja 9.11 Niech funkcja f(¢) bedzie okre$lona na obszarze nieograniczonym S cC. Méwimy, ze szereg ZZOZO ait™*
jest rozwinieciem asymptotycznym f(t) na S przy t — oo jesli dla kazdego n € Ny

li " S ) o,
tﬂolfie'svt (f(t) kzzoakt ) 0

Bedziemy to oznaczaé przez f(t) ~ Y peoart ", t € S, t — oo.

Cwiczenia
1. Znalez¢ rozwiniecie asymptotyczne w oo funkcji
a) Ei(t) = [1 S dsdlat <0,
b) f(t) = [ et" =" ds,
) flt) = [ < ds.

~Jo 172
2. Znalez¢ rozwigzanie formalne ZEOZO ait® réwnania i pokazaé, ze powstaly szereg jest rozbiezny dla t # 0
a) 3% + (2 +t)x —x = 0.
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10 Rozwiniecia asymptotyczne i sumowalno$¢ w sensie Borela

Gléwne twierdzenie o istnieniu dla rozwinie¢ asymptotycznych pochodzi z monografii W. Wasowa [8]. Czesé¢ dotyczaca
sumowalnosci w sensie Borela pochodzi z ksiazki W. Balsera [2].

10.1 Gléwne twierdzenie o istnieniu dla rozwinieé asymptotycznych

Zaczniemy od rozszerzenia pojecia punktéw osobliwych réwnania na uktady liniowe postaci
(10.1) &= A(t)z,
gdzie © = (z1,...,T;,) jest wektorem, za$ A(t) macierza o meromorficznych wspo6lezynnikach.

Definicja 10.1 Punkt t = tg nazywamy punktem osobliwym réwnania (10.1) jesli ktérys ze wspdlezynnikéw macierzy
A(t) ma biegun w tg.

Punkt osobliwy ¢ = to nazywamy punktem osobliwym reqularnym réwnania (10.1) jesli wspélezynniki macierzy
(t —to)A(t) sa juz analityczna w to.

Punkt osobliwy ¢t = tg nazywamy punktem osobliwym nieregularnym réwnania (10.1) jesli ktorys ze wspolezynnikow
macierzy (t — to)A(t) ma biegun w t.

Punkt osobliwy ¢t = to nazywamy punktem osobliwym rangir (r € Np) réwnania (10.1) jesli wspétezynniki macierzy
(t — to)" A(t) nie sa analityczna w tg, za$ wsp6tezynniki macierzy (¢ — to) "1 A(t) sa juz analityczne w to.

Zauwazmy, ze punkty osobliwe rangi 0 sg punktami osobliwymi regularnymi, zaé punkty osobliwe rangi wigkszej
od zera sa punktami osobliwymi nieregularnymi.
Mozemy réwniez zdefiniowaé range punktu osobliwego dla réwnania n-tego rzedu postaci

(10.2) 2™ 4 a1 ()2 Y 4+ a1 (H)E + ao(t)z = 0.

Definicja 10.2 Punkt osobliwy t = tg nazywamy punktem osobliwym rangi r jesli r € Ny jest najmniejsza liczba dla
ktérej (t — to) "D ag(t), ..., (t — to) T am_1(t) sa analityczne w otoczeniu tg.

Mozemy teraz sformulowaé glowne twierdzenie o istnieniu dla rozwinie¢ asymptotycznych.

Twierdzenie 10.3 Niech r € No, S C C sektor o rozwartosci co najwyzej 7. Zaldimy, ze to = 0 jest punktem

osobliwym rangi v uktadu m réwnan (10.1) (tzn. t"FLA(t) jest analityczne w otoczeniu zera) i macierz t" T A(t)

t=0
ma réine od zera wartosci wlasne A1, ..., Ap,. Wowczas jesli T(t) = > 07 ant™ jest rozwigzaniem formalnym (10.1),
to istnieje x(t) € O(SN{|t| < €}) (dla pewnego € > 0) bedgce prawdziwym rozwigzaniem (10.1) i takie, ze x(t) ~ Z(t)
dlat € S*, t — 0, gdzie S* — dowolny podsektor S.

Idea dowodu. (Caly dow6éd mozna znalezé w monografii W. Wasowa [8].) Niech Z(t) = Y77 a,t™ bedzie rozwia-
zaniem formalnym ukladu (10.1). Z twierdzenia Ritta (Twierdzenie 9.10) istnieje ¢(t) € O(S N {|t| < e1}) takie, ze
o(t) ~Z(t) dlat € S, t — 0. Korzystajac ze stwierdzen liniowosci, mnozeniu i rézniczkowaniu rozwinie¢ asymptotycz-
nych (Stwierdzenia 9.3, 9.4 i 9.8) dostajemy

O(t) — A)p(t) ~ 3(t) — A1) =0 dla te S*, t — 0.

Zatem wprowadzajac oznaczenie b(t) = @(t) — A(t)¢(t) dostajemy b(t) ~ 0 dla t € S*, t — 0.
Niech dalej z(t) € O(S N {|t| < e2} bedzie prawdziwym rozwiazaniem (10.1) i niech u(t) = x(t) — ¢(t). Wéwezas

(10.3) () = &(t) — $(t) = A()z(t) — A(t)p(t) — b(t) = A(t) (ﬂf(t) - d)(t)) = b(t) = A(t)u(t) — b(t).
Nalezy jeszcze pokazaé, ze dla pewnego rzeczywistego rozwiazania xz(t) istnieje u(t) bedace rozwiazaniem (10.3) i

spelniajace warunek u(t) ~ 0 dla t € S*, ¢t — 0 (dowdd w [8]). Wowcezas x(t) ~ ¢(t), a poniewaz réwniez ¢(t) ~ Z(¢),
tox(t) ~z(t) dlat e S* it — 0. O
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10.2 Procedura sumowalnosci w sensie Borela

Zostanie teraz przedstawiona procedura dzieki ktérej z rozbieznego szeregu otrzymamy funkcje analityczng w pewnym
sektorze. Dzigki temu dla danego rozwiazania formalnego Z(t) w punkcie osobliwym nieregularnym bedziemy mogli
znalezé rozwiazanie prawdziwe x(t) spelniajace x(t) ~ Z(t) dlat € S, t — 0).

W tym celu uzbiezniamy szereg formalny Z(t) = Y -, a,t" stosujac formalng transformacje Borela

o

Bid(t) =y .
n=0

Transformacja Laplace’a

ciat) =7 [ ot as

t

jest operacja odwrotna, gdyz podstawiajac § = § dostajemy

n 1 h n S o n — n e —_ n
£1<a—t"> - 7/ 9 gne=% ds :/ dnynene=¢ ge — ‘Lt"/ gre6de = LT (n 4 1) = ant™.
n! tJo n! o ! n! 0 n!

Zatem wychodzac z szeregu formalnego Z(t) dochodzimy do funkcji analitycznej w sektorze x(t) = Elglf(t). Aby to
mialo sens musi by¢ spetnionych kilka warunkéw:

1. Szereg ByZ(t) jest zbieimy (tzn. istnieja A, B < oo takie, ze |a,| < AB™n! dla kazdego n € Ny).

~

2. B

(t) przediuza sie do funkcji analitycznej w sektorze S(0, o), czy ogdlniej S(d, o) = {z € C: argz € (d—§,d+

1T
)} i wzrostu eksponencjalnego rzedu 1 w oo (tzn. |B1Z(t)| < Ce® dla pewnych C,a < co).

Zauwazmy, ze Elglf(t) jest funkcja analityczna w sektorze wokot zera dla Ret > 0. Ponadto zamiast % fooo g(s)e~ 7 ds

’L(b S . . .
mozna wziaé %foooe g(s)e™7 ds dla dowolnego |¢ — d| < §. Dla kazdego ¢ operator Laplace’a jest analityczny w

sektorze S(¢, 7). Zatem biorac rézne ¢ przedluzamy analitycznie te funkcje do S(d, m + «).

10.3 Szeregi i rozwiniecia asymptotyczne Gevreya
Zdefiniujemy pewne ,posrednie” szeregi pomiedzy zbieznymi a dowolnymi formalnymi.

Definicja 10.4 Szereg formalny Z(t) = Y, a,t™ nazywamy szeregiem Gevreya rzedu s jedli istnieja stale A, B < oo
takie, ze

lan| < AB™(n!)® dla kazdego n € Ny,
co bedziemy oznaczaé poprzez T € Clt]s.

Zauwazmy, ze szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy s < 0. Dla s = 0 promien zbiezno$ci jest skoniczony i szacuje
sie przez R < %. Natomiast dla s < 0 promien jest nieskonczony (szereg przedluza si¢ do funkeji catkowitej).
Dla tak zdefiniowanych szeregéw wprowadzmy odpowiednig asymptotyke.

Definicja 10.5 Moéwimy, ze funkcja 2(t) zdefiniowana w sektorze S C C posiada rozwiniecie asymptotyczne Gevreya
rzedu s, T(t) = Y oo ant™ € Clt]s jesli w kazdym podsektorze S* sektora S istnieja stale A, B < oo takie, ze

‘x(t) - i ant™

n=0

< ABN(ND#tNT! dla kazdego N € Ng, t € S*,

co bedziemy oznaczaé poprzez x(t) ~s Z(t).

Zauwazmy, ze jeSli x(t) ~s Z(t) to réwniez z(t) ~ Z(t). Podobnie jesli s1 < sg oraz x(t) ~s, T(t) to réwniez x(t) ~s, Z(t).
Dla asymptotyki Gevreya zachodza podobne stwierdzenia jak i dla asymptotyki Poincaré (wlasnosci algebraiczne
rozwinigé asymptotycznych, catkowanie i rézniczkowanie). Zachodza réwniez nastepujace fakty
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Stwierdzenie 10.6 (Ritta dla asymptotyki Gevreya) Dia s > 0 niech T € Clt]s i S — sektor o rozwartosci
réwnej co najwyzej sw. Wowczas istnieje x(t) € O(S) takie, ze x(t) ~5 T(t) w S.

Stwierdzenie 10.7 (Lemat Watsona) Niech S — sektor o rozwartosci wiekszej od sw, s > 0 i niech z(t) € O(S)
spelnia x(t) ~5s 0 w S. Wowczas x(t) =0 w S.

Uwaga 10.8 Niech odwzorowanie J: O(S) — C[t]s bedzie dane wzorem J(x(t)) = Z(t) wtedy i tylko wtedy gdy x(t) ~s
Z(t) w S. Wowczas jesli rozwarto$é S jest:

< sm to J jest odwzorowaniem ,na”;

> sm to J jest odwzorowaniem rézinowartosciowym.

10.4 Sumowalnos¢ w sensie Borela

Definicja 10.9 Operatorem Laplace’a rzedu k w kierunku d nazywamy operator

doo

L ax(t) = tik/ x(s)ef(%)k ds*.
0
Zauwazmy, ze jedli z(t) € OF (S(d, a)) (analityczne na S(d, «) i eksponencjalne rzedu co najwyzej k przy t — oo) to
Lrqz(t) € O(S(d,a + g)).

Definicja 10.10 Formalnym operatorem Borela rzedu k nazywamy operator
~ © a
Bpz(t) = Y ——nt™.
T;) raa+3)

0 Ln gy
n=0 n!

Zauwazmy, ze jesli Z(t) =Y jest rzedu Gevreya s, to B1Z(t) analityczne w otoczeniu zera.
Definicja 10.11 Méwimy, ze szereg Z(t) jest 1-sumowalny w kierunku d jesli zachodza réwnowazne warunki:
1. Mozna do niego zastosowaé¢ metode sumowania Borela-Laplace w kierunkach z otoczenia kierunku d:

a(t) = EM(B@) ().
2. T € CJt]; oraz Bz € O (S(d,a)) dla pewnego a > 0.

3. T € C[t]; oraz istnieje x € O(S(d, a+ 71')) dla pewnego « > 0, takie ze x ~1 T w S(d,a + 7).
Zauwazmy, ze z lematu Watsona (Stwierdzenie 10.7) wynika jednoznacznosé x takiego ze x ~1 T w S(d, a + ).

Definicja 10.12 Szereg formalny Z jest 1-sumowalny jesli jest on l-sumowalny w kazdym kierunku z wyjatkiem
skoniczone]j liczby kierunkéw osobliwych.

Podobnie zdefiniujemy k-sumowalnosé.
Definicja 10.13 Méwimy, ze szereg T(t) jest k-sumowalny w kierunku d jesli zachodza réwnowazne warunki:
1. Mozna do niego zastosowaé¢ metode sumowania Borela-Laplace w kierunkach z otoczenia kierunku d:

2(t) = Lia (Eka;\) (t).

2. € CJt]

L
k

oraz By7 € OF (S(d, a)) dla pewnego a > 0.

3. T € C[t]1 oraz istnieje = € O(S(d,a + %)) dla pewnego a > 0, takie ze  ~1 T w S(d, o + ).

1
k

Definicja 10.14 Szereg formalny T jest k-sumowalny jesli jest on k-sumowalny w kazdym kierunku z wyjatkiem
skoniczonej liczby kierunkéw osobliwych.
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Zauwazmy, ze przy ustalonym kierunku d szereg 1-sumowalny spelnia stabszy warunek ale na sektorze o rozwartosci

wigkszej niz w, natomiast szereg 2-sumowalny wymaga spelnienia silniejszego warunku ale za to tylko na sektorze o

rozwartosci wigkszej niz 7.

Okazuje sie jednak, ze czasami sama k-sumowalnosé nie wystarcza i dlatego wprowadzimy jeszcze pojecie mulisu-
mowalnosci.

Definicja 10.15 Szereg Z(t) jest (k1, ..., kn)-multisumowalny jesli Z(t) = Z1(t)+...+ 2, (t) oraz Z;(t) jest k;-sumowalny
(t=1,..,n).

Zachodzi

Twierdzenie 10.16 (Braaksma, 1992) Kazde rozwigzanie formalne réwnania zwyczajnego o meromorficznych wspél-
czynnikach jest multisumowalne.

Dla réwnania (10.2) jesli rozwiazanie formalne Z(¢) jest k-sumowalne i z(t) = Ly 4 (Eki‘\) (t) to x ~1 Tna S(d,a+ %)
(a > 0). Z lematu Watsona (Stwierdzenie 10.7) jest to jedyna funkcja spelniajaca te asymptotyke. Z drugiej strony
powtarzajac dowdd gléwnego twierdzenia o istnieniu dla rozwinieé¢ asymptotycznych (Twierdzenie 10.3) mamy, ze jesli
y(t) jest rozwiazaniem to réwniez y ~1 na S(d, o+ ). Zatem z jednoznacznoéci y = x, czyli otrzymane w wyniku
procedury sumowalnosci z(t) jest prawdziwym rozwiazaniem réwnania (10.2).

Cwiczenia
1. Znajdz punkty osobliwe danego réwnania. Okredl ich range.
a) t*(1—t)3% +t2(t+ i+ (1 —t)z = 0,
b) 3(t* — 4)i + t*d + toz = 0.
2. Sprawdz jakiego rzedu Gevreya s jest dany szereg formalny. Uwaga: w tym ¢wiczeniu moze byé pomocny wzér
Stirlinga: n! ~ n"e~"v/2wn dla duzych n.
a) T(t) = Yo n"t",
) B(t) = 352",
c) B(t) = o L n*"t",
d) 2(t) = 32,20 (3n)lt>".
3. Przeprowadz procedure 1-sumowalnosci dla danego szeregu formalnego.
a) Z(t) = 3, o(=1)"(n + 1)lt",
b) (1) = S0 o(—1)" (2n)li2 L

=)

8]) 8)

8)
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11 Przyklady sumowalnosci w sensie Borela. Diagram Newtona i zjawi-
sko Stokesa

11.1 Diagram Newtona

Rozwazmy réwnanie

d L
(11.1p(¢, ﬁ) = b ()™ + by (8)d 4+ bo(t)z =0, gdzie bi(t) = Z b; ;t’ jest analityczne w otoczeniu zera.
=0

Definicja 11.1 Dla danego réwnania (11.1) mozemy zdefiniowaé zbiér Np = {(i,j — i) € Ng X Z: b; ; # 0} zwany
diagramem Newtona. Podobnie wielokgtem Newtona mazywamy zbiér conv(Np +R_ x Ry ) (tzn. uwypuklenie zbioru
,/\/p +R_ x R+)

Zobaczmy jak wyglada wielokat Newtona w zaleznosci od tego, jakiego rodzaju punktem jest tg = 0.

Niech tg = 0 bedzie punktem nieosobliwym réwnania (11.1). Woéwczas w réwnaniu tym mozemy przyjaé by, (t) = 1,
czyli by, 0 = 1 1 wielokat Newtona jest réwny (m, —m) + R_ x R,.

Niech tg = 0 bedzie punktem osobliwym regularnym réwnania (11.1). Oznacza to, ze wsp6lczynniki tego réwnania
mozna zapisaé w postaci: by, (t) = t™ (czyli by,m = 1) oraz b;(t) = t™ a,(t), gdzie a;(t) analityczne w otoczeniu zera
(czylib;; =0dla j <) za$i=0,..,m— 1. Wobec tego wielokat Newtona jest rowny (m,0) + R_ x R;.

Niech tg = 0 bedzie punktem osobliwym nieregularnym rangi » (r > 1) réwnania (11.1). Wéwczas wspdlezynniki
tego réwnania mozna zapisaé¢ w postaci: by, (t) = tU D™ czyli b, (r+1)m = 1) oraz b(t) = tr D=0 g, (), gdzie a;(t)
analityczne w otoczeniu zera (czyli b; ; = 0 dla j < (r+ 1)7) zas§ i = 0,...,;m — 1. Wobec tego wielokat Newtona jest
ograniczony bokami (—oo,0) — (0,0) — (m,rm) — (m, +00). Zatem w szczegblnosci jesli tg = 0 jest punktem osobliwym
nieregularnym to istnieje odcinek o nachyleniu dodatnim do osi poziome;j.

Zauwazmy, ze dopiero w tym ostatnim przypadku znalazl sie bok rézny od poziomego i pionowego. Wspédlczynnik
nachylenia tego boku (tzn tangens nachylenia boku do poziomu) wynosi k = r, gdzie x bedziemy nazywaé niezmien-
nikiem Katza. Moéwiac precyzyjniej mamy

Definicja 11.2 Niezmiennikiem Katza k dla danego wielokata Newtona (a wiec i dla danego réwnania) nazywamy
najmniejszy niezerowy wspotczynnik nachylenia bokéw do poziomu.

Zauwazmy tez, ze rzad Gevreya rozwiazania formalnego dla danego réwnania jest réwny %, gdzie k jest niezmiennikiem
Katza dla danego réwnania.

Z wielokata Newtona mozemy tez wnioskowaé o liczbie rozwiazan formalnych (danych w postaci szeregu Frobeniusa)
— jest ona réwna dlugoéci odcina poziomego wychodzacego z punktu (0,0). Réwniez wielokat Newtona dostarcza
informacji o sumowalnosci. Méwiac precyzyjniej, aby dany szereg byt k-sumowlany, musi istnie¢ odcinek o nachyleniu
réwnym k.

11.2 1l-sumowalnosé
Rozwazmy nastepujace rownanie Eulera

(11.2) itz =t

o0

o o(=1)"nlt" ! Natomiast prawdziwe rozwiazanie ogélne réwnania

Jego rozwiazanie formalne ma postaé Ty (t) = >
(11.2) jest réwne x(t) = ce'/t + fot ee'* g5 Biorac rozwigzanie szczegdlne (c = 0) i dokonujac zamiany zmiennych
1_1_¢

s t

= > dostajemy

S

t el/tefl/s >~ 1
11. ty=| ——ds= ——e tde dla t>0.
(11.3) x1(t) /0 . s /0 f—i—le ¢ dla t>0

Znajdziemy teraz zwiazek pomiedzy rozwiazaniem formalnym 7 (t) a rozwiazaniem prawdziwym z;(t). W tym celu
zauwazmy, ze

N-—1 N ¢N fes)
ﬁ = Z (=) + (_111r§€ oraz / e~ 8/t dg = pltn Tt
n=0 0
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wiec dla ¢ nalezacych do dowolnego podsektora S* zawartego w S(0,7) = {t € C: Ret > 0} zachodzi

N-1 €N —¢/t

‘:m(t) - Z(—l)"n!t”“‘ - ‘ e

n=0

de] < [T eeenens g < wy( < CBYNIN .

N+1
Re (l/t))

Oznacza to, ze x1(t) ~1 ZT1(t).

Wréémy do naszego réwnania (11.2). Poniewaz diagram Newtona jest zdefiniowany dla réwnan liniowych jedno-
rodnych, to sprébujemy przeksztalci¢ nasze réwnanie w ten sposéb, by otrzymaé réwnanie jednorodne o takim samym
rozwigzaniu formalnym co réwnanie wyjsciowe. W tym celu obie strony (11.2) podzielmy przez ¢ a nastepnie zréznicz-
kumy (wzgledem t). Otrzymamy wéwczas réwnanie

1 1
tm+x+tx—t—2:cf0 czyli 33 + (12 + )i — 2 = 0.

Diagram Newtona dla tego réwnania zawiera punkty (0,0), (1,0), (1,1) i (2,1), a wielokat Newtona jest ograniczony
bokami (—00,0) — (1,0) — (2,1) — (2,00). Zatem wspdlczynnik Katza jest réwny nachyleniu boku (1,0) — (2,1) do
poziomu i wynosi £ = 1. Oznacza to, ze rozwiagzanie formalne jest rzedu Gevreya 1. (Oczywiscie widaé¢ to réwniez
bezposrednio z postaci Z1(t).)

Sprébujemy teraz zastosowaé do Z1(t) = > (—1)"n!t" " metode sumowalnosci Borela.

B2 (s) i (—1)"plgnt i( st Z n/ g — / g g — / L — w4 s)
— S A ——dt=1In .
B A S VT A o o T+t §

Zauwazmy, ze transformata Borela przediuza si¢ na zbiér C\ (—oo, —1] i jest wzrostu co najwyzej eksponencjalnego
na dowolnym podsektorze S* w S(0,27). Wobec tego mozemy zastosowaé transformacje Laplace’a i dla Ret > 0

dostajemy
§=00 1 © 4 0o ,—s/t
+*/ e_s/tds:/ ¢ ds = x1(t).
s=0 t 0 1 + S 0 1 + S

Pélprosta [0,00) po ktérej catkujemy w (11.3) mozemy zastapi¢ dowolna inng pétprosta R, gdzie § € (—m,7).
Wowczas dostajemy funkcje
efo0 7s/t
A0 - | s,
0

1+s

ktéra jest przediuzeniem analitycznym xq(t) na sektor S(6, 7). Zatem z;(t) mozemy przediuzy¢ analitycznie na zbidr
5(0,3m) = {t € C\ {0}: argt € (—3m,3m)}.

1 e o)
- / In(1+s)e *tds = —In(1 4 s)e /!
0

L1817 (t) = :

11.3 Zjawisko Stokesa

Rozwiagzanie formalne réwnania (11.1) w otoczeniu punktu osobliwego nieregularnego to jest dane przez szereg roz-
biezny. Oznacza to, ze szereg ten nie moze by¢ rozwinieciem asymptotycznym jednej funkcji w calym swym otoczeniu
(bo wtedy daloby sie te funkcje przedtuzyé na punkt tg i szereg bylby zbiezny). Innymi stowy rozwiazanie formalne
réwnania (11.1) w otoczeniu punktu osobliwego nieregularnego ma w réznych sektorach rézne asymptotyki — czyli jest
ono rozwinieciem asymptotycznym réznych funkcji, w zaleznosci od wybranego sektora. Fakt ten nosi nazwe zjawiska
Stokesa, gdyz byl po raz pierwszy zaobserwowany przez George’a Stokesa (1819-1903) w 1857 roku.

Wréémy do prawdziwego rozwiazania x4 (t) (danego przez (11.3)) réwnania (11.2), ktére jest analityczne dla argt €
(=2, %). Mozemy w calce w (11.3) zmieni¢ kontur catkowania na e¢’’Ry., gdzie § € (—m, ) i przedtuzy¢ z:(t) az do:

i(m—e) —t)¢

e s 3T
TNt = dé dl t — — €, — —
d0= [ pde da amte(G-ag -9

oraz

i(—m+e) 725/5 3
e e us 1w
t) = d¢ dl te(——— —
= [ g de dia argte (<G te g+
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Przez lini¢ argt = 7 (czyli tez argt = —7) nie da si¢ przeprowadzié¢ konturu calkowania, gdyz dla £ = —1 jest biegun.
Sprobujmy zatem zbadaé na ile zmieni sie funkcja jesli wezmiemy kontury catkowania po obu stronach tej lini. Mamy
dla argt € (3 + €28 —¢)

te(t) — (1) /ei(”“) e~ t/¢ f / e!("" 900 e~ t/¢ J R e~&/t 1/t
T T t) — 2T (t) = = 2mi es:< ):2772'6 .
1 1 o e ® =\1xe

Zauwazmy, ze dla takich ¢ zachodzi 2mie'/t ~ 0, wiec tez xTT(t) ~ 1 (t) oraz x7 (t) ~ 21 (t).
Aby moc dalej bada¢ obie asymptotyki wprowadzmy nastepujace pojecia

Definicja 11.3 Zalézmy, ze f(t) ~ Z(t), g(t) ~ Z(t) oraz f(t) = g(t) + r(t) dlat € S, gdzie S — sektor. Mowimy, ze
zbiér S, = {t € C: argt = ¢} jest linig Stokesa jesli dla t € S, funkcja r(t) jest minimalna.

Méwimy, ze zbiér Sy, = {t € C: argt = ¢} jest linig Anty-Stokesa jesli dla ¢ € Sy, funkcja r(t) majoryzuje f(t) lub
g(t).
Zauwazmy, ze w naszym przypadku linia Stokesa jest S; natomiast linia Anty-Stokesa jest Sz i S ax .

Wiecej o zjawisku Stokesa mozna znalezé w ksiazkach W. Balsera [2], E. Hille’a [3] i W. Wasowa [8].

11.4 2-sumowalnosé

Rozwazmy teraz réwnanie Eulera bis
43

(11.4) §:b+x:t27

ktérego rozwiazanie formalne wynosi Z2(t) = > oo (—1)"nlt2("+1) = 7 (¢2), zad prawdziwe rozwiazanie ma postaé

t9el/t? g=1/s >* 1 2 T
t) = ——ds = — M ge dl t ——. =)
xo(t) /0 . s /0 5_+_le ¢ a argt e ( 4,4)
M
amy LNEIJ
N+1
’xg(t)— > ()"l < G BY| ; NN < CBN VNN

n=0
czyli Z‘Q(t) ~9 ./fg(t).
Podobnie jak poprzednio wyliczymy diagram i wielokat Newtona. W tym celu podzielmy obie strony réwnania

(11.4) przez t? i zrézniczkujmy obie strony po t. Dostaniemy réwnanie jednorodne drugiego rzedu postaci

t 1 1 2

gt gt gi = gr =0, cyli thd 4+ (t3 + 2t)i — 4o = 0.
Diagram Newtona zawiera punkty: (0,0), (1,0), (1,2) i (2,2). Natomiast wielokat Newtona sklada sie z bokdw:
(—00,0) — (1,0) — (2,2) — (2,00). Mozna stad wyczytaé, ze istnieje jedno rozwigzanie formalne (odcinek poziomy
od (0,0) dlugodci 1), ktére jest rzedu Gevreya 3 (wspélezynnik Katza k = 2).

Dokonajmy teraz procedury 2-sumowalnosci Borela. Poniewaz Z2(t) = Y00 (—1)"nlt?("+1)  to

2 (—1)rpls? D) >

R~ _ )"n! g2(n+1) _ = =4 2(n+1) _ n * ont1
BoZa(s) = Z Z n+1 —Z (n+1)s —Z(—l) 2 [ ¢ dt

2 1
n=0 F(1+ (n+ n= 0 n=0 n=0 0

5 2s 2
= /Omdszln(l—&—s).

Transformata Borela przedtuza sie na C\ ([—i7 oo) U [i, oo)) i jest wzrostu co najwyzej eksponencjalnego na dowolnym

podsektorze S* sektora S(0, 7). Wobec tego dla argt € (—7, 7) mozemy zastosowac transformacje Laplace’a

4
§=00 < 2s 2,2 <1 2
—s°/t ds = —&/t d
5=0 +/0 1+ s2¢ y /0 11¢° ¢

. 1 [
L2B2Z5(t) t—z/ In(1+ 82)6_S/t228 ds = —In(1+ 82)6_82/t2
0

= 3;‘2(75).
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Podobnie jak w przypadku x1(t), réwniez xo(t) mozemy przedluzyé biorac odpowiedni kontur catkowania az do

ei(wfe)oo 3 5

1 1 7
arg_e(t):/o me_g/ﬂdf dla argte(Zﬂ—e,iw—e)u(zﬂ'—e,zﬂ'—e).

Poréwnujac to z 25 7°(t), dla argt € (37 +¢€, 37— €) U (37 + ¢, Im — €) dostajemy

=&/t

:c72r+6(t) — x5 “(t) = 2miRese=—1 (174—5

) — omiel/?

Wobec tego dla powyzszych t mamy 2miel/t" ~ 0, 25 (t) ~ x9(t) oraz x5 ¢
i

Stokesa sa Sz 1 S3,, za$ linlami Anty-Stokesa sg Sz i Ssr, Sa, 1.5

(t) ~ x2(t). W tym przypadku liniami

g
4’71'

11.5 Poréwnanie 1- i 2-sumowalno$ci. (2, 1)-multisumowalnosé

Przy ustalonym kierunku d 1-sumowalno$é ozancza stabszy warunek (zy ~1 Zp) na sektorze o rozwartosci > ,
natomiast 2-sumowalno$¢ wymaga spelnienia silniejszego warunku (ze ~o Z2) lecz tylko na sektorze o rozwartosci
s
> 5. . . ~ . . ~ . . . .o~ . .
Oczywidcie 71 (t) nie jest 2-sumowalne (bo Z; & C[t] 1). Pokazemy, ze réwniez T (t) nie jest 1-sumowalne. W tym
celu wezmy t czysto urojone, tzn t = is, s € R. Wowczas

S~ - n: n S 52
|B T (ZS)| — ‘ io: ( 1)n ! (_1)n+182n+2| — i ! (82)n+1 > i 1 (j)n-l—l —eT — 1
12 £ (2n+2)! (2n + 2)! T L+ 4 ’

n=0 n=0

czyli transformata Borela gl Z2(is) ma wzrost eksponencjalny rzedu 2. Zatem nie mozemy w nim stosowaé transformacji
Laplace’a w sektorze zawierajacym o$ urojona.

Na zakonczenie podamy przyktad rownania, w ktérym musimy skorzystaé¢ z multisumowalnoséci. Rownanie
(11.5) t5(2 — )i + t2(4 4 5t% — 2t3)d + 2(2 — t 4 t2)x = 4t + 2t% + 10t3 — 3t*
posiada rozwiazanie formalne Z(t) = 71 (¢) + Z2(t). Spelnia ono réwniez réwnanie jednorodne wyzszego rzedu

(810 + - + 310 F 4+ (—16t3 +...)3 + (16t +...)x = 0,

wiec jego diagram Newtona zawiera pary (0,0), (1,0), (2,1) i (3,3) i wielokat Newtona sklada sie z bokéw (—o0,0) —
(LO) - (2a 1) - (3a3) - (3,00)

Bok o nachyleniu 0 oznacza, ze istnieje rozwigzanie formalne Z(t). Natomiast boki o nachyleniach 1 i 2 oznaczaja,
ze Z(t) jest Gevreya rzedu 1 oraz jest (2,1)-multisumowalne.

Poniewaz Z(t) = Z1(t) + T2(t) oraz Ta(t) nie jest 1-sumowalny, a Z1(¢) nie jest 2-sumowalny, wiec Z(t) nie jest ani
1-, ani 2-sumowalny. Natomiast jest on (2,1)-multisumowalny.

Cwiczenia
1. Znajdz diagram i wielokat Newtona dla danych réwnan. Ile wynosi niezmiennik Katza? Jakiego rzedu Gevreya
sg rozwiazania formalne?
a) 0% + 53 + (t* + 2t)i + Tz = 0.
b) t5(t — 1) + (t7 + 5t3)& + ti + (17 + 4t3)x = 0.
c) (2 + 12+ 1)%% + t*5 + (12 — t) + (43t + 262 + 5t + 6)z = 0.

2. Opisz zjawisko Stokesa i znajdz linie Stokesa i Anty-Stokesa dla szeregdw:
a) Z(t) = 32,20 (—1)"(n + 1",

n=0

b) Z(t) = S22 (= 1)™(2n) 20+,

n=0
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12 Teoria perturbacji dla réwnan rézniczkowych

Rozdzial ten jest oparty na nastepujacych monografiach poswigconych teorii perturbacji: M. Holmes [4] i R. O’Malley
[6]. Wszystkich chcacych poszerzy¢ swoja wiedze poswiecona tej teorii odsylam do tych pozycji.

W wielu zagadnieniach fizyki i chemii mamy do czynienia z rownaniami w ktérych wystepuje bliski zeru para-
metr (bedziemy go oznaczaé €), ktéry powoduje zaburzenia. Naszym celem bedzie zbadanie zaleznodci rozwiazan od
tego parametru. Zazwyczaj takiego rownania z malym parametrem e nie da sie rozwigzaé¢ dokladnie, ale mozemy to
rozwigzanie aproksymowaé. Dostajemy wowczas rozwiniecie asymptotyczne rozwiazania wzgledem parametru e.

12.1 Perturbacje regularne

Przypusémy, ze dla malych e i dla ¢ € D C C mamy zdefiniowane réwnanie rézniczkowe P.(x) = 0, ktérego rozwiaza-
niem jest x(f) = x(t). Jesli przy € — 0 rozwiazanie z(t) =2 zo(t) na D, gdzie zo(t) jest rozwiazaniem Py(xo) = 0, to
wowcezas mamy do czynienia z perturbacjami regularnymi.

Zacznijmy od przyktadu. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

(12.1) i+er+1=0, z(0)=0, (0)=1

Szukamy rozwigzania w postaci szeregu wzgledem e: z(t) = zo(t) + ex1(t) + o (t) + - =Y 0 o Tn(t)e™.
Wstawiajac ten szereg do réwnania (12.1) dostajemy

D dEn)e+ > dpoa(t)e” +1=0.
n=0 n=1

Poréwnujac wspoétezynniki przy kolejnych potegach e dostajemy réwnania na x,(t). W szczegdlnosci mamy:

t2
dlan=0 Fo+1=0, 20(0) =0, £(0) =1, czego rozwigzaniem jest xo(t) = ) +t;
tn+1 tn+2
dlan >0 Fp = —Zp-1, (0) =0, £(0) =0, czego rozwiazaniem jest x,(t) = (—1)"<(n TR p 2)!>.

Zatem

n+1)!  (n+2)!

Poniewaz € jest bliskie zeru, to zazwyczaj wystarczy nam wiedza o pierwszych wyrazach w rozwinieciu, czyli np. ze

t2 St t’n+1 tn+2
x(t):f§+t+26"(( - )
n=1

z(t) = a +t+e(ﬁ - ﬁ) + O(%).

2 6 2
W kolejnym przykladzie rozwazmy rownanie nieliniowe
(12.2) i=ce”, x2(0)=1.
Bedziemy szukaé rozwiazania w postaci x(t) = xo(t) + ex1(t) + O(e?). Wstawiajac do réwnania (12.2) dostajemy
i+ ei + O(€?) = ce(@oteri+0(e*)? Rozwijajac w szereg e =1+ % + 35 + ... dostajemy ostatecznie réwnanie
do +edy + O(?) = ee®o + O(e?), x0+ex1(0) =1,

ktérego rozwigzaniem sa xo(t) = 1 (29 = 0, 2(0) = 1) i z1(t) = et (i1 = €™ = ¢, 21(0) = 0).
Zatem z(t) = 1 + eet + O(€?).
Ogodlnie, niech L, M beda operatorami rézniczkowymi i dodatkowo niech L bedzie liniowe. Rozwazmy woéwczas
réwnanie
(12.3) L(z)+eM(z)=0
z zadanymi warunkami poczatkowymi lub brzegowymi. Bedziemy szukaé rozwiazania postaci x(t; €) = xo(t) + ex1(t) +

O(€?). Wstawiajac do réwnania (11.3) dostajemy L(xg) + eL(x1) + eM(z) = 0, a stad L(xg) = 0 (wyliczamy w(t)) i
L(z1) = —M (z0) (znajdujemy x1(t)).
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12.2 Perturbacje osobliwe — metoda dopasowania rozwiniecia asymptotycznego

Pojawiaja sie one wtedy, gdy granica perturbacji regularnych x.(t) = xo(t) przy € — 0 nie istnieje.

Tak jest np. wtedy, gdy w réwnaniu e jest wspélczynnikiem przy z z najwyzsza pochodna. Wowczas przejicie
graniczne € — 0 powoduje, Ze zmienia sie liczba rozwigzan. Dlatego tez aby rozwiazac¢ ten problem musimy uzy¢ jednej
z innych metod niz w przypadku perturbacji regularnych.

Pierwsza z nich jest metoda dopasowania rozwiniecia asymptotycznego. Aby ja zrozumieé zacznijmy od przykladu.

Rozwazmy réwnanie e + 2 = 1 z warunkiem poczatkowym z(0) = a, gdzie € jest malym dodatnim parametrem.
Rozwiazanie bezpoérednie ma postaé¢ z(t,€) = 1 + (a — 1)e~¥/¢. Przechodzac z € — 0 dostajemy

. [ a=2z(0) dla t=0
lﬂ%x(t’e){ 1 dla t>0

Zauwazmy, ze o ile a # 1, to w granicy dostajemy funkcje, ktora przestaje by¢ ciagla. Oznacza to, ze nie da sie do tego
réwnania zastosowaé podstawienia, tak jak w przypadku perturbacji regularnych, ktére by byto dobre dla wszystkich .
Dlatego tez bedziemy osobno poszukiwaé rozwinie¢ asymptotycznych dla ¢ dalekich od zera (rozwigzania zewnetrzne)
i dla t w poblizu zera (rozwigzania wewnetrzne). Nastepnie ,skleimy” wszystko w jedno rozwinigcie.

Rozwiazania zewnetrznego bedziemy szukaé tak jak w przypadku perturbacji regularnych, czyli wstawiajac T(t, €) =
> oo o Tn(t)e™ do wyjsciowego réwnania. Dostajemy wowczas

Zin,le” + ane” =1, astadZo(t) =1 i Tn(t) = —Tn_1, czyli T,(t) =0 dla n> 1.
n=1 n=0

A zatem rozwiazanie zewnetrzne ma postaé Z(t,e) = 1.
Zajmiemy sie teraz znalezieniem rozwiazania wewnetrznego. W tym celu dokonajmy zamiany zmiennych niezalez-
nych 7 = t/e. Szukamy rozwiazania wewnetrznego postaci

Z(r,€) =Z(t/e,€) = x(t,€) —T(t,e) 2z warunkiem poczatkowym z(0,€) = x(0,¢) —Z(0,¢) = a — 1.

fany 4 _ ddr _ 1.4d ~ . . C e o s ) )
Poniewaz & = -9 = ¢ -, to Z(7, €) musi spetnia¢ réwnanie postaci Z + 2 = 0, 2(0) = a — 1. Szukamy rozwigzania

tego réwnania — tak jak w przypadku perturbacji regularnych — w postaci Z(r, €) = ZZO:O ZTne™. Dostajemy wowczas

o0 o0
D T+ Fue" =0, astad T +To=0, Fo(0)=a—11i Tn+T, =0, F,(0)=0 dla n>1,

n=0 n=0

astad otrzymujemy Zo(7) = (a—1)e™" i Z,(7) = 0 (n > 1). Rozwiazaniem wewnetrznym jest zatem Z(7,€) = (a—1)e™ .
Ostateczne rozwiazanie otrzymamy sumujac rozwiazanie zewnetrzne i wewnetrzne

x(t,e) = T(t,e) + Z(t/e,e) =1+ (a — 1)e~ /¢,
co oczywiscie zgadza sie z wczesniej uzyskanym bezposrednim rozwigzaniem tego rownania.

Zastosujmy teraz metode dopasowania rozwiniecia asymptotycznego do ogdlnej postaci zagadnienia brzegowego dla
rownan liniowych drugiego rzedu postaci

(12.4) € +a(t)t+b(t)r = f(¢), dla 0<t<1, a(t)>0, zwarunkami brzegowymi z(0), z(1).
Zakladamy tu, ze funkcje a(t), b(t) 1 f(t) sa gladkie. Rozwiazania bedziemy szukaé¢ w postaci z(t, €) = T(t,€) +Z(t/¢, €),

gdzie T(t,€) ~ > 07 Tn(t)e™ jest rozwiazaniem zewnetrznym, a Z(7,€) ~ > oo T, (7)€" rozwiazaniem wewnetrznym.
Wstawiajac rozwiazanie zewnetrzne do réwnania dostaniemy

S T+ at)Tae" + > bO)Tac" = f(1),  T(1,€) = z(1).
n=1 n=0 n=0
Stad To(t) spelnia réwnanie a(t)To + b(t)Zo = f(t), To(1) = x(1).
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Podobnie %, (t) dla n > 1 spelnia réwnanie a(t)Z, +b(t)Z, = —Tn_1, Tn(1l) = 0. Rozwiazujac te réwnania jestesmy
w stanie sukcesywnie wyliczy¢ To(t), T1(¢), ..., Tn(t),. ...

Rozwiazanie zewnetrzne zachodzi dla 0 < ¢ < 1, czyli nie wiadomo, co bedzie sie dziato w otoczeniu zera. Zauwazmy,
ze przy znajdowaniu rozwiazania zewnetrznego nie wykorzystujemy warunku brzegowego w zerze. Poniewaz T (0, €) nie
musi sie réwnaé x(0), wiec musimy dodaé¢ poprawke T + .

Poniewaz T i T + T sa rozwiazaniami (12.4), wiec dla 7 = ¢/e mamy

Az 1 4%z dz 1 dz
62.P> a(t)(

- +2 ) b @+ D).

dt e dr
Stad rozwiazanie wewnetrzne T musi spelniaé¢ réwnanie

T La) ™ v E = f(1) = (

T+ a(er)T + eb(er)T =0, (0,€) = z(0) —z(0,¢), lim Z(r,€) =0.
T—00
Aby znalez¢é to rozwiazanie wezmy Z(7,€) ~ > T, (7)e™. Wspolezynniki tego rozwiniecia Zg, 1, . . ., Tp, ... mozna
zatem znalezé rozwiazujac kolejno réwnania (z odpowiednimi warunkami brzegowymi): Zo+a(0)Zg = 01 Z,, +a(0)Z,, =
Brn-1(7), gdzie B,—1(7) mozna sukcesywnie wyznaczaé (dla n > 1).
Ostatecznym rozwiazaniem jest x(t,€) = T(t,¢) + Z(t/¢, €).

12.3 Perturbacje osobliwe — metoda WKB

Nazwa metody pochodzi od jej odkryweéw (Wentzel, Kramers, Brillouin), ktérzy ja stworzyli w 1926 roku na potrzeby
mechaniki kwantowej. Mozna ja stosowaé jedynie w przypadku, gdy zalezno$é x(t) jest eksponencjalna. Rozwiazania
w metodzie tej poszukujemy w postaci

(12.5) () ~ e9<t>/€(x0(t) Fet)+.. )

Rézniczkujac to rozwiniecie asymptotyczne dostajemy

(12.6) B(t) ~ PO/ (e_lé(t)xo(t) Fio(t) + 0()a () + ed (t) + .. )

(12.7) B(t) ~ /e (a?e(t)%o(t) + e L (b(t)ao(t) + 20(t)io(t) + 6(t) 21 (1)) + . .. )

Bedziemy stosowaé¢ metode WKB do réwnan typu €2& — ¢(t)r = 0. Wstawmy zatem do tego réwnania z(t) w postaci
(12.5). Dostaniemy woéwczas

6z + e(éa:o + 200 + 92331) + - = q(t)(zo + ex1) = 0.

Poréwnujac wyrazenia tego samego rzedu dostajemy dla O(1) réwnanie eikonatu 62 = q(t), ktérego rozwiazaniem jest
0(t) = + [* \/q(s) ds. Podobnie dla O(e) dostajemy réwnanie transportu 642600+, = q(t)z:, czyli fzg+20i = 0
z rozwiazaniem xo(t) = % Zatem dostajemy

0

t t
z(t) ~ q(t)~ V4 (aoe—ﬂef Vayds o 1/e [T /a(s) ds).

2

W szczegdlnosei np. dla ¢q(t) = —e?' mamy

t t

z(t) ~ e t/2 (aoeﬂ‘et/e + boeief/e) — o t/2 (Oéo coS (i) + By sin (2))
€ €

Cwiczenia
(z reszta O(€?)) nastepujacych réwnan:
a)i+er—ax=120)=z(1)=1;
b)i+z+az’=02(0)=0,z(5)=¢
¢)i+a+e=02(0)=02(3)=1
d)i—z—et=0,20)=1

1. Znajdz rozwiazania
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2. Zmajdz rozwiazania (z reszta O(€?)) metod@ dopasowania rozwiniecia asymptotycznego nastepujacych réwnan:
a) € +2¢ +2x =0, 2(0) =0, z(1) =
b)et+i—a=0,2(0)=0,z(1)=1;
¢) €i + 2% + 2% =0, z(0) = 0, (1)
d)et+(1+e)i+x=0,2(0)=0,2(1 )—1.

3. Zmajdz rozwiazania (z reszta O(€?)) m tod@ WKB nastepujacych rownan:
a) i — (1+t2)z =0, 2(0) =1, #(0) =

b) €23 +de 2z =0, z(0) = 1, #(0) = 1.
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13 Rownania Painlevé

Rozdzial ten jest oparty na ksigzkach E. Hille’a [3], K. Iwasaki, ... [5] i preprincie B. Ziemiana [11]. Wiecej o réwnaniach
Painlevé, a takze o ich zwiazkach z klasycznymi funkcjami specjalnymi mozna znalezé we wspomnianej ksigzce K.
Iwasaki, ... [5].

W przypadku réwnan liniowych postaci

2™ + a1 (2" 4 4 an () + ao(t)w = b(t)

rozwiazania moga mieé¢ osobliwosci jedynie tam, gdzie osobliwosci maja wspétezynniki ag(t), ..., am—1(t),b(t). W
szczegblnosci osobliwosci nie zaleza od danych poczatkowych.

W przypadku réwnan nieliniowych sytuacja wyglada zupelnie inaczej. Zazwyczaj osobliwosci rozwiazan zaleza od
danych poczatkowych i nie mozna z postaci rownania wywnioskowaé¢ ani gdzie osobliwo$ci rozwigzan sie pojawia, ani
jakiego sa typu. Zilustrujemy ten fakt kilkoma przykladami.

1. Rozwigzaniem réwnania & = —a? jest z(t) = ﬁ, gdzie ¢ € C. Zauwazmy, ze w punkcie {3 = ¢ rozwiazanie ma
osobliwo$¢ — biegun pierwszego rzedu.

2. Rozwigzaniem réwnania miz™ ! = 1 (m € N) jest x(t) = %/t — ¢, gdzie ¢ € C. Zatem dla ty = ¢ rozwiazanie
ma osobliwos¢ — algebraiczny punkt rozgaltezienia.

3. Rozwiazaniem réwnania i + @2 = 0 jest x(t) = In(t — ¢1) + c2, gdzie ¢1,ca € C. W punkcie tg = ¢; rozwiazanie
ma osobliwo$¢ — niealgebraiczny punkt rozgalezienia.
.\ 2 .
4. Rozwigzaniem réwnania (%(%)) + 4(%)3 = 0 jest x(t) = chfﬁ7 gdzie ¢1,co € C. W punkcie ty = ¢

rozwigzanie ma osobliwo$¢ — jest to punkt istotnie osobliwy.

Rozwazmy algebraiczne rownanie rézniczkowe

(13.1) o™ = F(t,z,d,...,cm YD) =0

m—1)

tzn. takie, ze F' jest wielomianem wzgledem x, #, . . ., x o meromorficznych wspétczynnikach.

Definicja 13.1 Méwimy, ze réwnanie rézniczkowe (13.1) jest bez ruchomych punktéw rozgalezienia (odpowiednio bez
ruchomych punktow istotnie osobliwych) jesli rozwiazania (13.1) nie maja punktéw rozgalezienia (odpowiednio punktow
istotnie osobliwych), ktére zmieniaja swoja pozycje przy zmianie danych poczatkowych.

Definicja 13.2 Méwimy, ze réwnanie rézniczkowe algebraiczne (13.1) ma wlasno$é Painlevé jesli jest bez ruchomych
punktéw rozgalezienia i bez ruchomych punktéw istotnie osobliwych.

Problem: Znalez¢ wszystkie algebraiczne rownania rézniczkowe majace wlasnosé Painlevé .

Dla m =1 L. Fuchs i H. Poincaré wykazali, ze kazde réwnanie rézniczkowe algebraiczne majace wtasno$é Painlevé
da si¢ przez odowiednig transformacje (zamiane zmiennych) sprowadzi¢ do réwnania Riccatiego @ = a(t)x?+b(t)x+c(t),
gdzie a(t),b(t), c(t) sa analityczne. Jedli dopuscimy réwnania, w ktérych (™ wystepuje w potedze wyzszej niz jeden,
to dostajemy réwniez réwnania majace wtasno$é Painlevé, ktée dadzy sie sprowadzi¢ do réwnania Wierstrassa &2 =
423 — ax — b, gdzie (a,b € C) (jego rozwiazaniem jest funkcja eliptyczna Weierstrassa).

Sytuacja sie komplikuje, gdy rozwazamy réownania rzedu m > 2. W rozwiazaniach algebraicznych réwnan réznicz-
kowych rzedu 1 pojawiaja sie jedynie ruchome punkty rozgatezienia, a w rownaniach rzedu m > 2 pojawiaja sie réwniez
ruchome punkty istotnie osobliwe.

Dla m = 2 powyzszy problem postawil w 1887 roku E. Picard, a rozwiazanie znalaztl na przetomie XIX i XX
wieku Paul Painlevé (1863-1933). Znalazt on 50 mozliwych typéw réwnan, ktére spelniaja te wlasno$é. Wigkszosé
z tych typ6éw réwnan (44) sprowadza sie do réwnan catkowalnych przez kwadratury, réwnan liniowych lub réwnan
prowadzacych do funkcji eliptycznych. Oprocz tego problem rozwiazuje 6 typow réwnan, ktorych rozwigzania nie da
sig¢ wyrazi¢ za pomoca znanych funkcji.

Szesé typow réwnan, ktére obecnie noszg nazwe réwnarn Painlevé, to:
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P &=6z2+t

Pp &=23+tr+a

P i:%(x)Q—lx'JrﬂJrchJri,

Py  &=2(i)% 4 323 + 42> +2(* —a)z + 2

da:(w+1)

Pv i=(§+#)(¢)2—%i+(x;) (az + &) + <& + =

P 1 1 1 . 1 1 1\ z(x—1)(z—t) b —1 1 t(t+1)
Pvi i=5(3+:5+:)@° - (T + 5+ )+ Saainr (a —gtepTE t(3—4d) (a:—t)Q)'

Posta¢ réwnan P; — Pyyp znalazl Painlevé, rownan Pry — Py jego uczen B. Gambier, a najbardziej ogblne réwnanie
Py1 znalazt R. Fuchs (syn Lazarusa Fuchsa). Rozwiazania tych réwnan tworza calkiem nowa klase funkeji, ktére
pojawiaja sie np. przy rozwigzywaniu nieliniowych réwnan czastkowych catkowicie catkowalnych. Obecnie rozwiazania
rownan Painlevé uwaza si¢ — podobnie jak funkcje hipergeometryczne, Bessela, Legendre’a, Kummera, itd — za
funkcje specjalne.

Dla réwnan rzedu m > 3 problem znalezienia i klasyfikacji wszystkich réwnan majacych wlasnosé Painlevé jest
wcigz nierozwigzany.

Postaramy sie teraz przyjrze¢ rozwigzaniu réwnania Painlevé Pr: & = 622 4 t. Bedziemy szukaé¢ rozwigzania w
postaci szeregu Laurenta z(t) = Y an(t —to)*, gdzie a,, jest rosnacym ciggiem liczb catkowitych i ag < 0, ay, # 0.
Wstawiajac do réwnania Py dostajemy

Zan 7% an(tft an 76(2‘171 t—1o an) +t0+(t7t0)'

Poréwnujac skladniki najnizszego rzedu (dla n = 0) dostajemy ag(cg — 1)ag(t —tg)*° =2 = 6a3(t — to)?*°. Stad mamy,
ze ap — 2 = 2ap (czyli ag = —2) i 6ag = 6a (czyli ag = 1.)

Kolejne sktadniki (dla n = 1) daja réwnanie oy (o — 1)ag (t —t)* =2 = 12ay (t — to)** ~2 +to. Jedli to # 0 sktadniki
po prawej stronie sg tego samego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy oy = 2. Dostajemy wtedy réwniez, ze 2a; = 12a; +to,
a stad a1 = —1—10t0.

Dla n = 2 dostajemy ao(ap — 1)ag(t — t)*2 ™2 = 12a9(t — t9)*2~2 4 (t — to). Rozwiazaniem jest ap =31 ag = —¢.

Dla n = 3 mamy réwnanie az(az — 1)az(t — tg)** =2 = 12a3(t — to)**~2. Rozwiazaniem jest a3 = 4 i a3 = h, gdzie
h € C jest dowolng liczbg zespolona.

Postepujac tak dalej dostajemy, ze wszystkie wykladniki o, sa catkowite i oy, > n+1 dla n > 0. W konicu dostajemy

(t—to) +it0(t—to) + ...

(182)  a(t) = (1~ 1) — otolt —f0)? — £t~ t0)® + Alt — to)* + o 1d —

10
Pokazemy, ze szereg ten jest zbiezny. W tym celu wybierzmy liczbe M > 1 taka, ze |to| < 10M, |h| < M3. Wéwczas
réwniez |a,| < M™ dla 0 < n < 5. Dalsze wspétezynniki a,, szacujemy korzystajac z zaleznosci rekurencyjnej

(13.3) (om(an —1) = 12)an =6 ajax,
3.k
gdzie 5,k € N, j,k < n, j+k < n sa takie, ze aj + o = o, — 2. Réwnosé (13.3) wynika z poréwnania skladnikéw
rzedu n:
(0 — V) (t — 10)*" 72 = 12a,, (¢ — o)™ "2+ 6D _ ajar(t — o) 72,
3.k

gdzie j, k takie, ze o; + ap = an — 2, o5 = 2, oy, > 2.

Suma z prawej strony (13.3) zawiera co najwyzej n — 1 skladnikéw (bo 1 < j < n—1 i dla ustalonego j znajdziemy
tylko jedno k takie, ze aj+ay = o, —2). Zauwazmy réwniez, ze z faktu o, > n+1 wynika oszacowanie o, (o, —1)—12 >
(n+4)(n — 3). Wobec tego, korzystajac z (13.3) mozemy indukcyjnie szacowaé wspdlczynniki a,, dla n > 6:

6(n —1)M"

——F—— < M™
] (n+4)(n—3)
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Zatem szereg (13.2) jest zbiezny dla 0 < [t —to| < M1 i jest w tym naklutym dysku rozwigzaniem réwnania Painlevé.
WykazaliSmy wiec, ze rozwiazanie Py jest funkcja meromorficzng z podwdjnym biegunem.

Réwnania Painlevé dopuszczaja osobliwosei (poza biegunami) jedynie w nastepujacych punktach: Py — oo, Pip —
o, PIII - 0,00, PIV — 00, P\/ - 0,00, PVI - 0, 1, Q.

Réwnania P; — Py mozna uzyskaé z Py za pomocg pewnego procesu granicznego. Przed sformulowaniem tego
wyniku wprowadZmy jeszcze jedno pomocnicze réwnanie Painlevé (powstale z Pryp poprzez zamiane zmiennych):

.. . . 2
Pup  i=1i?—1i+ L(cx+a)+ 2+ L.
Stwierdzenie 13.3 Réwnania P1 — Pv sq uzyskane z Py poprzez nastepujgce podstawienia @ przejécia graniczne:
1. Py = Py: t—1l4et, b —b, c—de?+ce !, d— —de? (e — 0).

2. Py — Pry: t— 142, x+— %ex, a— %6_4, b ib, c— —e 4 d— —%6_4 +ae? (e —0).

Pry — Py: t— —e3(1—2728e%), 2 e 3(1+223€%2), a— —1e7 0 — 24, b —1e712 (¢ > 0).
Py — Pyp: t—t,o—1l+ter,a— %6’20+ %efla, b fée’zc, c %eb, dw— %ezd (e = 0).

P]H/—>PH].' ti—>t2,.’£*—>t$.

P — Prr: t— 1+, 20— 1+ 2w, a— —%6_6, b— %6_6(1 + dae?), ¢ %6_6, d— —%6_6 (e = 0).

NS T

Pyp— Pr: t— =601 = 2e'%t), x> e P(1 + 52), a > 46715 (e — 0).

Dowdd. Obliczenia wynikte z przedstawionych podstawien prowadza nas z jednego réwnania do drugiego. Dla ustalenia
uwagi wykazemy przejscie Py; — Py (pozostale pokazuje sie¢ w ten sam sposéb).

. — — — 7’ 7’ . 2 0 .
Niech t = 1+ €t1, b= —b1, c = die 2+ c1e !, d = —die 2. Woéwcezas réwnanie Pyr: Ccllef = R(t,x, Z—f) przechodzi
d’z _ 2 —1 dz . dx _ _dx d*z _ 2d%z

naTt?— R(1+6t17l',6 E%gdyzd—tl—eﬁ, ﬁ—e ol
Biorac € — 0 dostajemy réwnanie Py wzgledem zmiennych t;, x. O

Ze Stwierdzenia 13.3 wynika, ze najbardziej ogblna forma réwnania Painlevé jest Py, gdyz z niego da sie otrzymac
wszystkie inne réwnania. Okazuje sig, ze szoste réwnanie Painlevé ma rowniez inne ciekawe wlasnosci.

Stwierdzenie 13.4 Szdste réwnanie Painlevé Pyi ma grupe symetrii, ktora jest generowana przez nastepujgce trans-
formacje:

1. Tv:ie—1l—z, t—1—t Ii:(a,b,cd) — (a,cbd).

2. Tz:mH%,t’_)% la: (a,b,¢,d) — (b,a,c,d).

3. TgZIH%,ti—)t_% l3: (a,b,¢,d) — (a,d, c,b).

Dowdéd. Wynika z bezposrednich wyliczeni. Dokonujac przedstawionych zamian zmiennych (podobnie jak w dowodzie
Stwierdzenia 13.3) dostajemy te same réwnanie Py, gdy zamiast (a,b, ¢, d) wezmiemy I;(a, b, c,d) (i = 1,2,3). |

Cwiczenia
1

. . _ _ 1 2 _ . _
1. Wykaz, ze ay =6, a4 = so5to oraz as = Tias = 150

to w rozwinieciu w szereg Laurenta rozwiazania Pi.
2. Wykaz, ze rozwiazanie P; moze mie¢ zero rzedu 3 w t = tg wtedy i tylko wtedy gdy tg = 0.

3. Znajdz pierwsze wyrazy rozwinigcia w szereg Laurenta rozwiazan rownan:
a) & =213 + 1,
b) & = 322 +t.

4. Uzupelij dowody Stwierdzen 13.3 i 13.4.
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